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了 


从 20 世纪 50 年 代 初 起 ,在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 ,国内 的 高 等 学 校 大 
量 采 用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 。 这 些 教材 体系 严密 ,论证 严谨 ,有 效 地 帮助 了 
青年 学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 ,培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 。 到 了 60 年 代 , 国 内 
开始 编 繁 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 ,但 还 在 很 大 程度 上 
保留 着 苏联 教材 的 影响 ,同时 ,一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作为 主要 参考 书 
或 课外 读物 继续 发 挥 着 作用 。 客 观 地 说 ,从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 ,苏联 数 
学 教材 在 培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 ,起 了 不 可 忽略 的 影响 ,是 功 
不 可 没 的 。 z 

改革 开放 以 来 ,通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 ,并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 。 但 在 很 长 一 段 时 间 中 ,尽管 苏联 的 
数学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 ,但 引进 基本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 ,能 
看 懂 俄 文 数 学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 ,事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 ,不 能 不 说 是 
一 个 很 大 的 缺憾。 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 。 今 年 初 ,在 由 中 国 数 学 会 、 中 国 工业 与 应 用 
数学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ,有 数 
学 家 提出 ,莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 ,建议 将 其 中 的 
一 些 数学 教材 组 织 翻译 出 版 。 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 ,并 得 到 高 等 教育 出 版 
社 的 高 度 重 视 。 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教 
材 情况 的 专家 座谈 讨论 ,大 家 一 致 认为 :在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 ,有 助 于 
扩大 视野 ,开拓 思路 ,对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 。《 俄 罗 
斯 数学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 ,经 数学 天 元 基金 资助 ,由 高 等 教育 出 版 
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社 组 织 出 版 的 。 

经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 ,本 系列 中 所 列 入 的 教材 ,以 莫斯科 大 学 的 教材 
为 主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著 名 大 学 的 教材 。 有 大 学 基础 课程 的 教材 ,也 有 适合 
大 学 高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 。 有 些 教材 昌 曾 翻译 出 版 ,但 经 多 次 修订 
重 版 ,面目 已 有 较 大 变化 ,至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢 迎 ,反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教 
材 方面 所 做 的 不 懈 努 力 ,对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 。 这 一 教材 系列 的 出 版 ,将 中 
俄 数学 教学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 ,对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 
容 的 改革 ,对 提高 数学 素养 .培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 ,并 起 
着 深远 的 影响 ,无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 。 


李 大 港 
2005 年 10 月 
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读者 现在 手中 拿 着 的 第 7 版 的 本 书 ,在 近 半 个 世纪 的 时 间 内 ,不 仅 为 我 国 ,也 为 
其 他 许多 国家 的 数学 教育 服务 过 。 

这 里 还 想 再 说 一 下 本 书 的 两 位 卓越 的 富有 创造 性 的 合作 者 。 提 出 把 曾经 在 国 
立 莫斯科 罗 蒙 诺 索 夫 大 学 数学 力学 系 分 散 于 许多 课程 的 内 容 综合 成 一 个 课 的 一 般 
设想 的 是 安 德 烈 尼 可 拉 也 维 奇 . 柯 尔 戈 洛 夫 。 他 制订 了 新 的 课程 大 纲 ( 称 为 “分 
析 亚 ”) ,其 中 包括 集 论 初步 度量 空间 、 赋 范 空间 、 测 度 论 和 勒 贝 格 积分 、 巴 拿 赫 空 间 
与 希 尔 伯 特 空间 中 的 线性 算 子 。A. H. 柯 尔 葛 戈 洛 夫 曾 按照 这 个 大 岗 讲 过 几 次 ,并 
且 打 算 照 他 的 想法 编写 教科 书 。 本 书 的 第 一 个 版 本 分 两 册 分 别 于 1954 年 和 1960 
年 于 莫斯科 大 学 出 版 社 出 版 , 系 由 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 与 谢 尔 盖 ， 瓦 西里 也 维 奇 … 
佛 明 卓越 的 密切 合作 而 写成 的 ,后 者 在 那些 年 份 里 给 物理 系 讲 授 泛 函 分 析 课 。 

C. B. 佛 明 视 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 为 自己 的 老师 之 一 ; 安 德 烈 . 尼 可 拉 也 维 奇 则 
对 谢 尔 盖 ， 瓦 西里 也 维 奇 的 学 识 、 教 学 水 平和 人 品 给 予 高 度 评 价 。 他 们 的 合作 是 极 
为 富有 成 果 的 。 

在 1954 年 写成 的 第 一 基 的 序言 中 ,作者 写 道 :“ 在 后 续 分 册 中 应 有 测度 论 与 勒 
贝 格 积分 项 尔 伯 特 空间 、 含 对 称 核 的 积分 方程 理论 与 正 交 函数 系 (这 部 大 纲 已 在 第 
二 册 中 实现 )、 非 线性 泛 函 分 析 初 步 及 泛 函 分 析 方 法 在 计算 数学 问题 中 的 某 些 
应 用 。” 

在 第 1 版 出 版 之 后 的 十 五 年 里 ,C. B. 佛 明 在 完善 此 书 方面 做 了 许多 工作 ; 极 大 
地 扩充 了 包含 在 第 1 版 中 的 内 容 ; 在 度量 空间 理论 部 分 加 入 了 一 般 拓扑 学 初步 ,在 
赋 范 空间 理论 部 分 加 入 了 线性 拓扑 空间 初步 ,在 积分 理论 部 分 加 入 了 微分 论 ,在 正 
交 函 数 系 理论 部 分 加 入 了 三 角 级 数论 和 傅 里 叶 变 换 。 按 照 他 的 请 求 ,我 写 了 《附录 : 
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巴 拿 赫 代 数 》。 谢 尔 盖 . 瓦 西里 也 维 奇 写 了 非 线 性 分 析 一 章 ,并 在 此 之 上 继续 工作 ， 
想 把 它 大 大 扩充 ,但 是 他 的 辞世 , 却 使 这 个 打算 没 能 进行 到 底 。 十 分 遗憾 ,把 《( 泛 函 
分 析 方 法 在 计算 数学 问题 中 的 某 些 应 用 》 列 入 书 中 的 想法 未 能 实现 。 

在 这 一 版 中 纠正 了 某 些 印刷 错误 ,并 把 索引 注 明 的 出 处 由 页 码 改 为 章 、 节 、 段 
(这 样 就 可 以 在 以 后 的 版 本 中 避免 许多 不 确切 性 ) 。 

今年 是 安 德 烈 ， 尼 可 拉 也 维 奇 与 谢 尔 盖 ， 瓦 西里 也 维 奇 佛 明 合 著 的 《函数 论 
与 泛 函 分 析 初 步 》 第 1 版 问世 50 周年 。 氧 庸 置 疑 ,呈献 给 读者 的 本 书 第 7 版 是 具有 
250 年 历史 的 莫斯科 大 学 的 教授 们 所 著 的 优秀 教材 之 一 。 


B. M. 李 霍 米 洛 夫 
莫斯科 ,2004 年 
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《函数 论 与 泛 函 分 析 初 步 》 的 第 1 版 分 别 在 1954 年 和 1960 年 以 两 卷 本 出 版 。 
这 两 卷 本 的 出 现 是 与 20 世纪 40 年 代 末 在 莫斯科 大 学 数学 力学 系 教学 大 纲 内 包含 
了 “分 析 亚 ?教程 有 关 的 ,分 析 亚 包含 了 测度 论 与 函数 论 初步 、 积 分 方程 、 泛 函 分 析 的 
内 容 , 稍 晚 些 又 包括 了 变 分 法 。 本 教程 起 先 由 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 , 以 后 又 有 其 他 讲 
授 者 ， 其 中 包括 C. B. 佛 明 ,在 莫斯科 大 学 讲授 过 。 后 来 其 他 大 学 的 教学 计划 中 也 
采用 了 这 本 书 。 

当时 ,在 莫斯科 大 学 用 统一 的 教程 分析 亚 ” 代替 实 变 函数 论 、 积 分 方程 及 变 分 
法 的 各 门 课程 引起 了 较 大 的 争论 。 本 教程 面临 培养 学 生 具 备 双 重视 野 的 任务 :一 方 
面 ,注意 集合 论 ,度量 空间 与 拓扑 空间 连续 映射 的 一 般 理 论 ,线性 空间 以 及 在 其 上 的 
泛 函 与 算 子 ,一 般 “ 测 度 空间 ”中 的 纯 测 度 论 与 积分 法 等 的 发 展 的 内 部 逻辑 ;为 一 方 
面 ,不 忽略 被 这 些 更 为 抽象 的 数学 领域 所 服务 的 古典 分 析 学 甚至 应 用 分 析 学 。 

在 解决 这 个 问题 的 时 候 ,我 们 在 本 书 的 编写 计划 中 偏重 于 教程 结构 的 抽象 方 
面 。 从 集 的 一 般 理论 (第 一 章 ) 可 以 转 到 度量 空间 、 拓 扑 空间 以 及 它们 的 连续 映射 
(第 二 章 ) ,或 直接 转 到 测度 (没有 拓扑 ) 的 空间 及 该 空间 的 积分 法 (第 五 章 )。 在 第 
三 与 第 四 章 中 研究 线性 空间 以 及 其 中 的 线性 泛 函 与 线性 算 子 。 从 这 两 章 可 以 直接 
转 到 第 十 章 ( 非 线性 微分 算 子 与 非 线 性 泛 函 )。 在 第 七 章 中 研究 可 和 函数 线性 空间 。 
就 实质 上 说 ,我 们 仅 在 第 六 章 与 第 八 章 中 把 注意 力 集中 在 实 变 函数 上 。 尽 管 本 书 把 
函数 论 与 泛 函 分 析 的 一 般 概 念 的 研究 放 在 首位 ,但 读者 可 以 观察 到 在 几乎 所 有 各 
章 , 我 们 都 注意 将 上 述 概念 与 古典 问题 联系 起 来 。 在 本 版 中 增加 了 第 六 章 (微分 
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论 ) ,第 八 章 (三 角 级 数 及 侍 里 叶 积 分 ) 与 第 九 章 (线性 积分 方程 ) ,使 得 现在 这 本 书 
〈 除 变 分 法 以 外 ) 包 括 了 莫斯科 大 学 中 所 用 的 “分 析 亚 ”教程 的 整个 教学 大 纲 。 本 书 
没有 加 入 变 分 法 这 一 部 分 内 容 , 仅 限于 在 第 十 章 中 叙述 了 非 线性 泛 函 分 析 的 最 重要 
概念 。 
如 同 旧版 一 样 , 在 新 版 中 ,测度 的 一 般 理 论点 有 相当 的 地 位 。 近 来 不 利用 测度 
论 工具 而 根据 丹尼尔 ( Daniell) 概 型 出 现 了 相当 多 积分 理论 的 叙述 。 但 是 ,我 们 认为 
测度 理论 很 重要 ,并 且 测 度 论 本 身 不 依赖 于 积分 概念 的 引入 ,因而 值得 加 到 大 学 教 
程 中 去 。 
新 增加 的 各 章 明显 扩充 了 本 书 的 内 容 。 旧 的 各 章 也 作 了 本 质 的 修改 并 在 其 中 
加 入 新 的 节 段 (例如 , 序 型 与 超 限 数 ,拓扑 空间 ,广义 函数 等 等 ) 。 
然而 ,在 修改 本 书 并 增加 新 的 篇 幅 时 ,我 们 努力 保持 了 第 一 版 中 看 来 是 比较 成 
熟 的 初等 叙述 风格 。 我 们 期 望 本 书 与 其 他 教程 ,特别 是 与 T. EE. 希 洛 夫 的 书 “ 数 学 分 
析 专 门 教程 ”一 样 ,在 大 学 教学 中 得 到 其 应 有 的 地 位 。 在 希 洛 夫 的 教程 中 更 强调 问 
题 的 解析 方面 ,而 对 度量 空间 与 拓扑 空间 、 测 度 等 内 容 的 兴趣 不 大 ,以 较 少 的 篇 幅 作 
为 独立 的 内 容 来 介绍 。 
A.H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 
C. B. 佛 明 
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在 新 版 准 各 过 程 中 ,我 们 保留 了 本 书 总 的 计划 并 力求 不 增加 内 容 。 此 外 ,本 书 
全 部 内 容 都 经 过 重新 审阅 与 修订 。 在 这 个 工作 中 @. B. 希 罗 柯 夫 给 予 我们 莫大 的 帮 
助 。 据 我 们 的 意见 ,在 第 一 章 与 第 四 章 中 作出 一 些 简单 的 变动 和 修改 ,从 比较 简单 
的 概念 过 渡 到 比较 复杂 的 概念 (例如 ,从 巴 拿 赫 空间 过 渡 到 第 四 章 中 更 一 般 的 空 
间 ) 。 测 度 论 (第 五 章 ) 的 叙述 作 了 十 分 重要 的 修改 。 

近年 来 ， 分 析 亚 "教程 往往 包含 巴 拿 赫 代数 论 与 谱 分 析 初 步 。 因 此 ,我 们 把 B. 
M. 李 霍 米 洛 夫 所 写 有 关上 述 两 个 问题 作为 附录 是 适宜 的 。 
A.H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 
C. B. 佛 明 
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这 一 版 间 世 以 后 C. B. 佛 明 已 不 在 人 间 。 但 是 ,他 还 是 赶 上 改进 本 书 的 所 有 主 
要 工作 ,主要 修改 了 第 十 章 。 在 这 一 章 中 补 了 关于 隐 函 数 定理 的 一 节 并 且 修 改 了 
极 值 问题 "的 一 节 。 这 些 就 使 得 有 必要 修改 第 四 章 ( 哈 轴 - 巴 拿 灰 定理 及 关于 逆 
算 子 的 巴 拿 赫 定理 的 推论 ) 。 
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本 书 全 文 经 由 B. M. 亚 历 克 赛 也 夫 与 B. M. 季 霍 米 洛 夫 审 阅 , 在 此 我 向 他 们 表 
示 衷 心 的 感谢 。 
A.H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 
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这 一 版 是 在 安 德 烈 ， 尼 可 拉 也 维 奇 。 柯 尔 莫 戈 洛 夫 逝 世 后 出 版 的 。 他 是 在 大 
学 教育 课程 框架 内 设置 函数 论 与 泛 函 分 析 课 程 ( 简 称 " 分 析 亚 ”) 的 倡议 者 。 安 德 列 
. 尼 可 拉 也 维 奇 详细 订 出 教学 大 网 ,并 在 莫斯科 大 学 数学 力学 系 首 先 讲授 这 个 课程 
(1946 一 1947 学 年 ) , 而 后 再 次 讲授 时 (1952 一 1953 学 年 ) ,就 想 写 成 教科 书 。 为 此 
目的 ,A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 邀 请 谢 尔 盖 . 瓦 西里 也 维 奇 . 佛 明 (后 者 在 物理 系 讲 授 类 
似 的 课程 ) 一 道 编写 ,他 对 后 者 的 学 识 、 教 学 水 平和 人 品 有 很 高 的 评价 。 这 样 ,一 个 
创作 优秀 教科 书 的 作者 集体 便 形成 了 ,在 近 35 年 的 期 间 内 ,在 许多 大 学 中 讲授 “分 
析 亚 "时 ,都 采用 了 这 本 书 。 

本 书 第 1 版 是 分 册 出 版 的 一 一 分 别 在 1954 年 和 1960 年 由 莫斯科 大 学 出 版 社 
出 版 。 我 认为 应 当 在 这 里 提 一 下 T.. 文 策 尔 和 O. C. 库 拉 庚 娜 在 本 书 出 版 过 程 中 
(1954 年 ) 所 起 的 重大 作用 。 他 们 写 出 了 安 德 烈 ， 尼 可 拉 也 维 奇 讲授 课程 的 详细 细 
要 ,此 后 作者 委托 他 们 ( 那 时 他 们 还 是 大 学 生 ) 担 任 此 书 的 编校 工作 ,他 们 以 高 度 的 
责任 心 完成 了 任务 。 

A.H. 柯 尔 莫 蕊 洛 夫 的 多 方面 的 一 般 教 育 思想 已 反映 在 “分 析 亚 ”的 设想 中 。 首 
先是 关于 抽象 数学 与 应 用 数学 的 统一 性 问题 , (正如 在 第 2 版 序言 中 所 说 的 ) 关 于 
“培养 学 生 具 备 双重 视野 :一 方面 ,注意 集合 论 、 度 量 空间 与 拓扑 空间 连续 映射 的 一 
般 理论 、 线 性 空间 以 及 在 其 上 的 泛 函 与 算 子 、 一 般 "测度 空间 "中 的 纯 测 度 论 与 积分 
法 等 的 发 展 的 内 部 逻辑 ; 另 一 方面 ,不 忽略 被 这 些 更 为 抽象 的 数学 领域 所 服务 的 十 
典 分 析 学 其 至 应 用 分 析 学 ”的 必要 性 问题 。 

其 次 ,A. H. 柯 尔 莫 成 洛 夫 总 是 宣传 “综合 "课程 的 必要 性 ,宣传 这 样 一 种 理念 : 
教育 就 如 同一 种 螺旋 运动 ,学习 者 可 以 越 来 越 高 的 层次 来 观察 整个 轨迹 。 在 本 书 中 
对 在 教学 的 开始 阶段 学 生 在 课程 中 已 接触 到 的 古典 分 析 (“ 分 析 工 ”) 与 代数 、 几 何 
与 微分 方程 (“分 析 卫 ”) 的 概念 实行 综合 。 “分 析 亚 "课程 本 身 把 原先 在 数学 力学 系 
开 的 课程 中 的 实 变 函数 论 、 泛 函 分 析 、 积 分 方程 . 变 分 法 等 等 材料 统一 起 来 。 安 德 
烈 。 尼 可 拉 也 维 育 认 为 :大 学 教科 书 应 当 简 明 、 易 懂 , 并 加 入 大 量 例子 ,这 些 例子 可 
作为 发 展 抽象 理论 的 论据 。 本 书 就 是 这 样 写 成 的 。 

最 初 本 书 非常 简明 ( 它 符 合 A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 最 初 的 设想 ) ,但 山 后 作者 们 决 
定 大 大 扩充 本 书 的 内 容 , 以 使 不 同类 型 大 学 的 教师 可 以 从 中 选择 更 适合 他 们 的 材 
料 。 这 个 扩充 基本 上 是 由 C.B. 佛 明 在 第 2、3、4 版 完成 的 。 那 时 ,应 作者 的 请 求 ,我 
写 了 有 关 书 拿 苗 代数 的 《附录 》。 在 这 里 还 想 提 一 下 在 出 版 过 程 中 ,本 书 的 各 位 编辑 
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的 巨大 帮助 :1.II. 热 洛 本 科 (1960 年 ) ,@. B. 希 洛 科 娃 (1972 年 ,第 3 版 ) 和 B.M. 阿 
列 到 谢 也 娃 (1976 年 ,第 4 版 )。C. B. 佛 明 的 辞世 中 断 了 他 对 本 书 的 许多 设想 的 实 
现 ( 主 要 是 有 关 第 十 章 的 改写 ) 。 第 5 版 没有 实质 性 的 修改 ,在 这 一 版 中 对 文献 目录 
作 了 某 些 修改 。 

A. H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 和 C.B. 佛 明 的 书 于 1968 ,1972 ,1976 和 1981 年 在 科学 出 版 
社 (HayKka) 再版。 此 书 被 译 成 多 种 外 国文 字 , 出 了 英文 和 日 文 两 种 版 本 ,在 德意志 
民主 共和 国 、 捷 克 斯 洛 伐 克 社会 主义 共和 国 及 匈牙利 人 民 共 和 国 出 版 ,还 被 译 成 法 
文 和 西班牙 文 ,1988 年 在 Mup 出 版 社 出 版 了 达 里 语 的 版 本 。 

深信 在 更 长 的 时 间 内 ,A.H. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 和 C. B. 佛 明 的 书 对 未 来 新 的 一 代 代 
的 数学 家 们 仍 将 是 需要 的 。 

B. M. 季 替 米 洛 夫 
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$ 1. 集 的 概念 . 集 上 的 运算 


1. 基本 定义 ”在 数学 中 碰 到 各 种 各 样 的 集 (或 集合 ). 我 们 可 以 谈论 多 面体 的 
面 的 集 ,直线 上 的 点 集 ,自然 数 集 等 等 . 集 的 概念 是 如 此 一 般 , 以 致 很 难 给 它 下 一 个 
不 归结 为 其 同 义 语 的 定义 ,这 些 同 义 语 无 非 是 元 素 的 总 体 ,元 素 的 全 体 等 

集 的 概念 在 近代 数学 中 所 起 的 作用 ,不 仅 取决 于 集 论 本 身 在 目前 已 经 成 为 一 门 
非常 广阔 而 内 容 丰 富 的 学 科 , 并 且 主 要 还 取决 于 在 十 九 世 纪 末 出 现 的 集 论 对 整个 数 
学 已 经 产生 而 且 还 在 产生 全 面 的 影响 . 本 书 不 准备 较为 完全 地 阐述 这 个 理论 ,这 里 
只 引进 基本 符号 以 及 后 面 要 用 到 的 集 论 的 基本 概念 . 

我 们 用 大 写字 母 4,B,… 表 示 集 ,而 它们 的 元 素 用 小 写字 母 a,b,… 来 表示 . 我 们 
把 论断 “元 素 a 属于 4" 用 符号 a E 4( 或 4 4) 记 之 ;记号 a 丘 4( 或 4 为 ao) 表示 元 
素 a 不 属于 4. 如 果 组 成 4 的 一 切 元 素 都 属于 B( 并且 不 排除 4 =B 的 情形 ) ,这 时 我 
们 就 称 4 为 集 B 的 子 集 ,并 记 作 4CB. 例如 ,整数 在 一 切实 数 的 集中 构成 一 个 子 集 . 

有 时 我 们 预先 并 不 知道 某 集 (例如 ,给 定 方程 的 根 的 集 ) 是 否 至 少 含有 一 个 元 素 . 
因此 ,引进 空 集 , 即 一 个 元 素 也 不 包含 的 集 的 概念 是 合理 的 . 我 们 用 符号 必 表 示 这 个 
集 . 任何 集 都 包含 镍 作为 它 的 子 集 . 既 异 于 某 集 本 身 又 异 于 所 的 子 集 称 为 真子 集 

2. 集 上 的 运算 ” 设 4 与 8 为 两 个 任意 集 . 由 至 少 属于 集 4 与 8 中 之 一 的 一 切 
元 素 组 成 的 集 C=4UB 称 为 4 与 B 的 和 或 并 (图 1). 

类 似 地 可 定义 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 集 的 和 . 如 果 4, 是 任意 一 组 集 ,那么 它们 的 
和 LJ 4。 就 是 由 至 少 属于 集 4。 中 之 一 的 元 素 的 全 体 组 成 的 集 
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由 既 属 于 4 又 属于 8 的 一 切 元 素 组 成 的 集 C =4nB 叫做 集 4 与 B 的 交 ( 图 
2). 例如 ,一 切 偶数 集 与 一 切 被 3 整除 的 整数 集 的 交 是 由 一 切 被 6 整除 的 整数 组 成 
的 . 属于 每 一 4。 的 元 素 的 全 体 门 4。 叫做 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 集 4。 的 交 . 


4 B 


C=ANMB 


图 1 图 2 
集 的 加 法 与 乘法 运算 ,按照 集 本 身 的 定义 是 可 交换 且 可 结合 的 , 即 
AUB=BUA, (A4UB)UC=AU (BU OO), 
ANB=BNMA, (A4NB)NC=AN(BNCO). 


此 外 ,它们 相互 间 还 是 可 分 配 的 : ' 
(AUB)NMNC= (A4ANC)U(BN COC), (1) 
(4NB)UC=(A4UC)N(BU COC), (2) 


事实 上 ,我 们 来 验证 ,例如 ,上 述 等 式 中 的 第 一 个 由 设 元 素 x 属于 等 式 (1) 左 端 
的 集 , 即 x E(4UB) mnC, 这 意味 着 x E C, 此 外 ,x 还 至 少 属 于 集 4 或 B 两 者 之 一 . 
这 时 x 至 少 属于 集 4NC 或 BNC 中 的 一 个 , 即 x% 属于 等 式 (1) 右 端的 集 . 反 之 , 设 
x E(ANC)U(BNMC), 这 时 x E ANC 或 x E BNMC. 因而 x EC, 此 外 ,x 属于 4 或 
B, 即 x € AUB, 这 样 ,x E(4UB) mnC. 等 式 (1) 证 毕 . 类 似 地 可 验证 等 式 (2). 

下 面 我 们 定义 集 的 减法 运算 . 我 们 把 不 属于 B 的 4 中 元 素 的 全 体 C =A\B 叫做 
集 4 与 8 的 差 ( 图 3). 同时 ,一 般 说 来 ,并 不 假定 4DB. 有 时 也 把 A\B 写作 4 -有 

有 时 (例如 ,在 测度 论 中 ) 需 要 研究 所 谓 两 个 集 4 与 8 的 对 称 差 , 它 是 由 差 A\B 
与 B\4 的 和 来 定义 的 (图 4). 我 们 将 以 符号 4AB 记 集 4 与 B 的 对 称 差 C. 于 是 , 按 

AAB = (A\B) U (B\A). 

习题 证 明 AAB= (A4UB)\(4NnB). 

我 们 常常 需要 研究 这 样 或 那样 的 一 组 集 ,这 组 集 是 某 一 基本 集 $ 的 子 集 . 例如 ， 
数 轴 上 的 各 种 点 集 . 在 这 种 情况 下 , 差 S\4 叫做 集 4 的 余 集 ,并 记 作 C4 或 4.. 

在 集合 论 及 其 应 用 中 ,基于 以 下 两 个 关系 的 所 谓 对 偶 原 理 起 着 极 重要 的 作用 : 


中 两 个 集 的 等 式 4 =B 可 理解 为 恒等式 , 即 它 表示 和 集 4 的 每 一 元 素 属于 B; 反 之 , 集 B 的 每 一 个 元 素 属于 
4. 换 句 话说 ,等 式 4 =B 等 价 于 这 样 的 两 个 包含 式 4CB 及 BC4 同时 成 立 . 


§ 2. 映射 .分 类 .3 . 


A B A B 
C=A\B C=A 人 人 B 
图 3 图 4 
(1) 和 集 的 余 集 等 于 余 集 的 交集 
S\U 4 = NN (SM.). (3) 
(2) 交集 的 余 集 等 于 余 集 的 和 集 
S\ 站 4. =U(CSVM。)， (4) 


对 偶 原 理 是 从 与 某 一 固定 集 5 的 子 集 族 有 关 的 任 一 等 式 出 发 ,用 代 换 的 方法 ， 
把 所 考察 的 一 切 集 换 成 它 的 余 集 , 和 集 换 成 交集 ,交集 换 成 和 集 ,这样 就 能 够 完全 目 
动 地 得 到 为 一 个 对 侦 的 等 式 . 作为 一 个 例子 ,从 第 二 章 $2 定理 3 利用 这 个 原理 就 可 
以 推出 定理 3 

下 面 我 们 给 出 关系 式 (3) 的 证 明 . 


设 x E SN _UJ 4。, 这 意味 着 x 不 属于 并 集 UU 4。, 即 不 属于 4, 中 的 任何 一 个 
集 于 是 ,* 属于 余 集 SV 中 的 每 个 集 , 所 以 E 门 (SW,) ,反之 , 设 x Ee 
门 (5S\4。) , 即 * 属于 每 一 个 SVM。, 这 时 x* 不 属于 4。 中 的 任何 一 个 集 , 即 不 属于 它 
们 的 和 U4。 于 是 *€ SN U 4。. 等 式 (3) 证 毕 . 关系 式 (4) 也 可 类 似 地 证 明 (请 读 


者 目 行 证 明 ). 

对 于 运算 4A 叫做 “对 称 差 ” 是 不 很 合适 的 . 这 种 运算 与 取 和 集 4UB 的 运算 有 许多 类 似 之 
处 . 事实 上 ,4UB 意味 着 我 们 把 以 下 两 个 论断 “元 素 属 于 4” 及 “元 素 属 于 B” 用 非 排 斥 的 “或 ” 联 
结 起 来 ;而 4AB 意味 着 把 同样 的 两 个 论断 用 排斥 的 “或 "联结 起 来 "元素 x 属于 4AB, 当 且 仅 当 
x 或 仅 属 于 4 ,或 仅 属 于 B”. 我 们 可 以 把 集 4 人 AB 叫做 集 4 与 PB 按 模 2 的 和 ”( 亦 即 取 这 两 个 集 的 
并 ,但 同时 把 两 个 集 相同 的 元 素 除 掉 ). 


$2. 映射 . 分 类 
1， 集 的 映射 .函数 的 一 般 概念 “在 分 析 学 中 ,函数 的 概念 可 以 用 以 下 的 方式 引 


进 . 设 半 是 数 轴 上 的 某 一 个 集 . 如 果 对 于 每 一 个 数 * E XX, 有 一 个 确定 的 数 y=f (x) 
与 之 对 应 , 则 说 在 集 半 上 定义 了 一 个 函数 J 这 时 ,XX 叫做 给 定 函数 的 定义 域 ,而 了 是 


.4. 第 一 章 集 论 初步 


该 函数 取得 一 切 值 的 总 体 , 叫 做 函数 的 值 域 . 

如 果 考 虑 以 任何 一 个 不 管 具有 什么 属性 的 集 来 代替 数 集 ,那么 我 们 就 得 到 最 一 
般 的 函数 概念 . 设 M 与 W 是 两 个 任意 集 . 如 果 对 于 每 一 个 元 素 x E M ,有 N 中 一 个 
且 仅 仅 一 个 元 素 y 与 之 对 应 , 则 说 在 M 上 和 定义 了 六 中 取 值 的 函数 上 对 于 具有 任意 
属性 的 集合 (其 实 ,正如 数 集 的 情形 一 样 ) ,我 们 常常 用 术语 “映射 "来 代替 术语 ”了 郴 
数 ” ,并 且说 ,一 个 集 到 另 一 个 集 内 的 映射 . 对 于 具有 特殊 属性 的 集 MN 与 V 就 产生 特 
殊 类 型 的 函数 ,这 些 函 数 都 有 特殊 的 名 称 , 如 “向量 函 数 " “测度 " “ 泛 郴 ”， 算 子 ” 
等 等 . 下 面 我 们 将 要 见 到 这 些 函 数 . 

为 了 表示 从 M 到 NN 内 的 函数 (映射 ) ,我 们 常常 使 用 记号 

f:M—N. 

如 果 a 是 M 中 的 元 素 , 那 么 NN 中 对 应 于 它 的 元 素 5=f (a) 叫 做 (在 映射 f 下)a 
的 象 . 我 们 把 M 中 其 象 为 给 定 元 b EN 的 一 切 元 素 a 的 总 和 叫做 元 素 b 的 原 象 (或 
确切 地 说 全 原 象 ) ,并 记 作 f (5). 

设 4A 是 M 中 某 一 个 集 , 形 如 f(a) (a E 4) 的 一 切 元 素 |f (a) :a E 4 叫做 4 的 
象 ,并 记 作 f(4). 同样 地 ,对 于 WV 中 每 一 个 集 有 可 定义 它 的 (全 ) 原 象 F - (B) , 即 
f (8B) 是 M 中 其 象 属 于 8B 的 一 切 元 素 的 总 和 . 可 能 出 现下 面 的 情况 :8 中 任 一 元 素 
b 都 没有 非 空 的 原 象 ,于 是 原 象 1 (B) 也 是 空 集 . 

这 里 ,我 们 仅 研 究 映 射 最 一 般 的 性 质 . 

下 面 引 进 某 些 术语 . 如 果 f(M) =N, 则 说 /是 集 M 到 N 上 ”的 映射 ,这 种 映射 
亦 称 为 满 射 . 在 一 般 情况 下 , 即 当 f(M) CN 时 , 则 说 f 是 到 N“ 内 ”的 映射 

如 果 对 于 M 中 任意 两 个 互 异 的 元 素 1 与 X2 ,它们 的 象 y1 = 三 (xi ) 与 7y2 = 三 (2x2 ) 
也 各 异 , 则 了 称 为 单 射 . 既是 满 射 又 是 单 射 的 映射 :MN 就 叫做 双 射 ,或 者 称 M 与 
N 之 间 的 一 一 对 应 . 

现在 我 们 建立 映射 的 基本 性 质 . 

定理 1 两 个 集 的 和 的 原 象 等 于 它们 的 原 象 的 和 |: 

f (4UB)=/f (4) UF (B). 

证 明 设 元 素 * 属于 集 f “(4UB). 这 意味 着 f(x)E A4UB, 即 f(x)E 4 或 
f(x) E B. 于 是 ,x 至 少 属于 集 f (4) 或 1"(B) 之 一 , 即 xEf (4)Uf “(B). 反 
之 ,如 果 x Ef (4) Uf (B) ,那么 x 至 少 属于 集 f“ (4) 或 1 (8B) 中 的 一 个 , 即 
f (x) 至 少 属于 集 4 或 B 中 之 一 . 因而 f(x) E€ 4UB. 于 是 x Ef (4UB). 

定理 2 ”两 个 集 的 交 的 原 象 等 于 它们 的 原 象 的 交 : 

f (4NB)=/f° (4) Nf (B). 

证 明 如 果 x E 太 (4nB) ,那么 f(x)E ANMB, 即 f(x)Eh4 有 昌 f(x)E€E B. 因 
此 ,x Ef (4)HBxEf (B),BRRxEf (4)nF (B). 

反之 ,如 果 x Ef (4)Nf 1(B), 即 xEf "(4) 且 xEf ”(B), 那 么 
f(x) E 4 上 且 f(x)E€ B. 换 句 话 说 ,f(x)E ANB. 于 是 x Ef (4NmB). 
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定理 3 ”两 个 集 的 和 的 象 等 于 它们 的 象 的 和 : 

f(A4UB)=f(4) Uf(B). 

证 明 如 果 y Ef(4UB) ,那么 这 意味 着 y =f (x) ,而 x 人 至少 属 于 集 4 或 B 中 
之 一 . 于 是 y=f(x) EAA4) UA(B). 反 之 ,如 果 y EfA4)UfAB) ,那么 Y=f (x), 而 x% 
至 少 属于 和 集 4 或 B 中 之 一 , 即 x € 4UB. 从 而 ,y=f (x)Ef(4UB). 

定理 1、 定 理 2 与 定理 3 对 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 集 的 和 与 交 仍 然 成 立 , 对 于 下 
面 的 定理 也 是 如 此 . 

注意 ,两 个 集 的 交 的 象 一 般 说 来 并 不 与 它们 的 象 的 交 重 合 . 例如 ,假定 所 考虑 的 
映射 为 平面 在 x 轴 上 的 射影 . 这 时 线段 

O<x<1, y=0 
与 线段 

O<x<1, y=1 
不 相交 ,但 同时 它们 的 象 却 重合 在 一 起 . 

习题 证明: 余 集 的 原 象 等 于 原 象 的 余 集 . 对 于 余 集 的 象 ,类 似 的 命题 是 否 也 成 立 ? 

2. 分 类 . 等 价 关系 ”在 各 种 不 同 的 问题 中 会 碰 到 某 些 集 被 分 成 两 两 不 相交 的 
子 集 . 例如 ,平面 (看 作 点 集 ) 可 以 被 分 成 平行 于 x 轴 的 直线 ,三维 空间 可 以 被 表 为 具 
有 不 同 半径 (从 半径 r=0 开始 ) 的 同心 球面 之 并 , 某 城市 的 居民 可 以 按 他 们 出 生 的 
年 份 来 分 组 ,等 等 . 

每 当 我 们 以 某 种 方法 把 某 集 M 表 为 两 两 不 相交 子 集 之 和 时 , 则 说 对 集 M 作 了 
分 类 . 

通常 我 们 看 到 的 分 类 都 是 与 某 一 准则 为 依据 而 作出 的 ,按照 这 个 准则 把 集 M 
的 元 素 归 并 到 各 个 类 中 . 例如 ,平面 上 一 切 三 角形 的 集 可 以 分 成 互相 全 等 的 三 角形 
类 或 面积 相等 的 三 角形 类 ;x 的 一 切 函数 可 以 这 样 分 类 :把 在 给 定点 处 取得 同一 人 
的 函数 归 入 同一 类 ,等 等 . 

对 和 集 的 元 素 进 行 分 类 的 准则 可 以 是 多 种 多 样 的 ,但 这 一 切 准则 并 不 是 可 以 完全 
任意 的 . 例如 ,假定 我 们 要 对 一 切实 数 进 行 如 下 的 分 类 ; 当 且 仅 当 45 >a 时 ,我 们 便 把 
数 b 与 数 a 都 列 人 同一 类 . 显然 ,用 这 种 方法 不 可 能 得 到 实数 的 任何 分 类 . 因为 如 采 
b >a, 即 如 果 把 5 列 和 人 a 所 在 的 同一 类 中 ,那么 ,a <5, 即 数 a 不 能 属于 4 所 在 的 同一 
类 中 . 此 外 ,因为 a 不 比 a 本 身 大 ,那么 a 就 不 应 当 列 人 本 身 所 在 的 同一 类 中 ! 再 看 
另 一 个 例子 ,我们 试 一 试 对 平面 上 的 点 如 此 分 类 , 即 当 且 仅 当 两 点 之 间 的 距离 小 于 1] 
时 就 把 这 两 点 归 为 一 类 . 显然 ,这 种 分 类 也 不 行 . 因为 如 果 从 a 到 & 的 距离 小 于 1 且 
从 5 到 < 的 距离 小 于 1 ,那么 这 并 不 完全 意味 着 从 到 < 的 距离 就 小 于 1. 由 此 可 见 ， 
我 们 把 a 与 5 列 为 同一 类 ,把 5 与 c 列 为 同一 类 ,这 样 在 同一 类 中 可 能 出 现 这 样 的 两 
点 ,它们 之 间 的 距离 大 于 1. 

上 面 援引 的 例子 说 明 , 仅 当 某 一 准则 具备 一 定 的 条 件 下 , 它 才 可 以 确实 对 茶 集 
的 元 素 进行 分 类 . 
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设 导 是 某 一 个 集 , 假 定 该 集 元 素 的 一 些 偶 (a,b) 是 有 “标志 的 ”0. 如 果 (a,5) 是 
“标志 的 ”的 偶 ,那么 我 们 就 说 元 素 a 按 关系 p 与 元 素 b 联系 起 来 ,并 用 符号 a ~ 记 
这 个 关系 . 例如 ,如 果 所 指 的 关系 是 对 三 角形 按 等 面积 进行 分 类 ,那么 a ~b 意味 着 
“三 角形 a 与 三 角形 具有 相等 的 面积 ”. 如 果 给 定 关系 g 具有 下 列 性 质 : 

(1) 目 反 性 : 对 任何 元 素 a E M, 均 有 a ~a,， 

(2) 对 称 性 : 如 果 a ~b, 则 b ~a, 

(3) 传递 性 : 如 果 a > 且 2 ~c, 则 a~e, 
那么 关系 9 称 为 等 价 关 系 . 

上 述 性 质 是 使 得 关系 g (准则 !) 可 以 对 集 M 进行 分 类 的 充 要 条 件 . 实际 上 ,对 
给 定 集 的 任 一 分 类 , 它 就 确定 了 该 集 元 素 之 间 的 某 一 等 价 关 系 . 事实 上 ,如 果 a ~b 
意味 着 “a 与 5 同属 于 一 个 类 中 ”, 那 么 不 难 验 证 关系 wp 是 自 反 、 对 称 以 及 传递 的 . 

反之 , 设 p 是 集 M 元 素 之 间 的 某 一 等 价 关系 ,K。 是 由 M 中 元 素 * 组 成 的 类 ,这 
个 元 素 x 等 价 于 给 定 的 元 素 a, 即 x -> 根据 自 反 性 性 质 , 元 素 a 本 身 属于 K,. 下面 
我 们 来 证 明 ,类 K, 与 K, 或 者 重合 ,或 者 不 相交 . 设 某 一 元 素 同时 属于 K, 与 K,, 即 
c~a 有 ce~b. 这 时 根据 对 称 性 a > ,再 根据 传递 性 

a ~ b. (1) 

现 设 x 为 K, 中 的 任 一 元 素 , 即 x ~ 4, 那 么 由 (1) 及 传递 性 性 质 可 得 > >， 即 
x EK,. 

同样 可 证 , 任 一 元 素 y E K, 属于 K,. 这 样 一 来 ,至 少 有 一 公共 元 素 的 两 个 类 K, 
与 K, 互相 重合 . 于 是 ,我们 得 到 集 M 按 给 定 的 等 价 关系 的 分 类 . 

集 的 分 类 概念 与 上 段 所 说 的 映射 概念 有 着 密切 联系 . 

设 f 是 集 4 到 集 B 内 的 映射 . 我 们 把 4 中 在 B 有 相同 象 的 所 有 这 样 的 元 素 组 成 
一 类 . 显然 ,我 们 得 到 集 4 的 某 一 分 类 . 反之 ,我 们 考察 任 一 集 4 及 其 某 一 分 类 . 设 B 
是 4 的 某 一 分 类 的 那些 类 组 成 的 集合 . 我 们 使 每 一 个 元 素 a E 4 与 它 所 属 的 那 一 类 
( 即 B 的 元 素 ) 相 对 应 ,这 样 我 们 便 得 到 集 4 到 集 8 上 的 映射 

例 1 研究 xy 平面 到 x 轴 上 的 射影 . x 轴 上 点 的 原 象 是 铅 垂 线 . 这 时 ,把 平面 分 
成 平行 线 就 相当 于 平面 到 x 轴 上 的 映射 . 

例 2 考察 三 维 空间 所 有 点 的 分 类 . 我 们 把 与 坐标 原点 等 距 的 点 组 成 一 类 ,这 乃 
是 某 一 半径 的 球面 . 显 见 ,所 有 这 些 类 的 总 和 可 以 跟 位 于 射线 [0,o ) 上 的 一 切 点 的 
集 对 应 起 来 . 于 是 ,把 三 维 空间 分 成 同心 球面 就 相当 于 这 个 空间 到 半 直 线 上 的 映射 . 

例 3 把 具有 相同 小 数 部 分 的 一 切实 数组 成 一 类 ,这 个 分 类 就 相当 于 直线 到 单 
位 圆 上 的 映射 . 


中 这 里 的 元 素 a 与 b 是 按 确 定 的 次 序 来 取 的 , 即 (a,b) 与 (5,a) 一 般 说 来 是 不 同 的 两 个 偶 . 
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等 价 概念 是 二 元 关系 这 个 更 为 一 般 的 概念 的 特殊 情形 . 设 M 表示 任 一 集 ,我 们 
以 MxM 或 MM 表示 一 切 有 序 偶 (a,65) 的 集合 ,其 中 ,a,b E M. 如 果 在 中 中 可 以 选 
出 任 一 子 集 R,, 则 说 在 M 中 给 出 了 一 个 二 元 关系 9. 确切 地 说 ,元 素 a 在 关系 p 下 
可 以 找到 元 素 5( 记 作 agb) 的 充 要 条 件 为 偶 (a,5b) 属 于 R,. 恒 等 关 系 e 就 可 以 作为 
二 元 关系 的 例子 , 即 aeb 的 充 要 条 件 为 a =4. 换 句 话说 ,这 是 在 MxM 中 由 对 角 线 A 
给 出 的 关系 , 即 由 形 如 这 样 的 偶 (a,a) 给 出 的 子 集 . 显然 ,满足 下 述 条 件 的 某 集 M 的 
任 一 等 价 关 系 p 都 是 二 元 关系 : 

1) 对 角 线 A 属于 R,( 自 反 性 ); 

2) 如 果 (a,5b5) E R,, 那 么 (5,a) E R,( 对 称 性 ); 

3) 如 果 (a,b)E R, 与 (b,c) ER, ,那么 (a,c) E R,( 传 递 性 ). 

于 是 ,等 价 关 系 就 是 满足 自 反 、 对 称 与 传递 条 件 的 二 元 关系 . 在 $4 中 我 们 还 要 
研究 二 元 关系 的 另 一 重要 特殊 情形 一 一 偏 序 性 . 
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1. 有 限 集 与 无 限 集 ”在 考察 各 种 集 的 时 候 ,我 们 发 现 ,有 时 可 能 在 给 定 集中 ， 
如 果 不 能 确实 说 出 其 中 元 素 的 个 数 ,那么 至 少 可 以 约略 地 指出 它们 的 个 数 . 例如 , 某 
一 多 边 形 一 切 顶 点 的 集 ,不 超过 指定 数 的 一 切 素数 的 集 , 地 球 上 一 切 水 分 子 的 集 , 等 
等 . 上 述 每 一 个 集 都 包含 有 限 个 元 素 , 虽 然 可 能 不 知道 其 元 素 的 数目 . 另 一 方面 , 存 
在 由 无 限 多 个 元 素 组 成 的 集 . 例如 ,一 切 自然 数 集 , 直 线 上 的 一 切 点 的 集 , 平 面 上 一 
切 圆 的 集 ,一 切 有 理 系数 多 项 式 的 集 ,等 等 . 这 时 ,我们 说 一 个 集 是 无 限 的 , 指 的 是 从 
这 个 集 里 可 以 取出 一 个 元 素 , 两 个 元 素 ,等 等 ,并 且 在 这 样 的 每 一 步 之 后 , 集 里 总 还 
剩 有 元 素 . 

对 于 两 个 有 限 集 ,我 们 可 以 根据 它们 元 素 个 数 是 相同 的 ,或 是 其 中 一 个 集 比 另 
一 个 集 的 元 素 多 来 进行 比较 判断 . 试问 ,对 于 无 限 集 是 否 也 能 用 类 似 的 方法 进行 比 
较 呢 ? 换 句 话说 ,下 面 所 说 的 哪个 集 的 元 素 多 的 问题 是 否 有 意义 ? 例如 ,平面 上 的 
圆 多 还 是 直线 上 的 有 理 点 多 ,在 区 间 [0,1] 上 定义 的 函数 多 还 是 空间 中 的 直线 多 ， 
等 等 . 

现在 看 如 何 比较 两 个 有 限 集 . 例如 ,我 们 可 以 数 一 数 每 一 个 集 元 素 的 个 数 . 这 
样 , 我 们 就 对 这 两 个 集 进 行 了 比较 . 但 有 时 也 可 以 这 样 比较 , 即 在 两 集 之 间 建 立 双 
射 . 也 就 是 说 ,在 两 集 元 素 之 间 建 立 一 一 对 应 的 关系 . 换 句 话说 ,这 种 对 应 使 得 一 个 
集 的 任 一 元 素 有 另 一 集 的 一 个 且 仅 有 一 个 元 素 对 应 ;反之 亦 然 . 显然 ,两 有 限 集 之 间 
可 以 建立 一 一 对 应 的 充 要 条 件 为 这 两 集 的 元 素 的 个 数 相等 . 例如 ,为 了 查 对 班 上 的 
大 学 生 与 教室 里 的 椅子 数 两 者 是 否 一 致 ,我 们 既 可 以 不 必 去 查 点 人 数 ,也 可 以 不 必 
去 数 椅 子 数 ,只 要 让 每 一 个 学 生 坐 在 指定 的 椅子 上 就 可 以 了 . 如 果 所 有 的 学 生 都 有 
座位 而 任何 一 个 椅子 也 不 空缺 , 即 如 果 这 两 集 之 间 建 立 了 双 射 ,那么 这 就 意味 着 两 
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集 元 素 的 个 数 是 相等 的 . 

现在 看 到 ,第 一 种 方法 (计算 元 素 个 数 的 方法 ) 只 适用 于 有 限 集 的 比较 ,那么 第 
二 种 方法 (建立 一 一 对 应 的 方法 ) 对 无 限 集 也 是 适用 的 . 

2. 可 数 集 ”在 无 限 集 当中 ,最 简单 的 是 自然 数 集 . 如 果 任 一 集 的 元 素 可 以 与 一 
切 自然 数 建立 双 射 , 则 这 样 的 集 叫 做 可 数 集 . 换 句 话说 ,可 数 集 是 这 样 的 集 ,其 元 素 
可 以 编号 而 排 成 无 限 序列 a ,a,,… ,a,,…. 下 面 举 一 些 可 数 集 的 例子 . 

例 1 整数 集 .一切 整数 与 一 切 自然 数 之 间 可 按 下 面 排列 建立 一 一 对 应 : 

0 -1 1 -2 2 … 
1 2 3 4 5 . 
一 般 说 来 , 非 负 数 ”=0 与 奇数 2n +1 可 建立 一 一 对 应 ;而 负数 n<0 与 偶数 2 1n | 可 
建立 一 一 对 应 , 即 
n<—>2n+1 当 n 宇 0 时， 
n<—>2|n| 当 n <0 时 . 
例 2 正 偶数 集 . 
n<—>2n 
显然 是 一 一 对 应 的 . 

例 3 数 2 的 寡 集 2,4,8,…,2",…. 这 里 的 一 一 对 应 也 是 很 明显 的 ,只 要 对 每 一 
数 nn 与 数 2" 建立 对 应 . 

例 4 考察 一 个 较 复杂 的 例子 , 即 证 明 有 理 数 集 是 可 数 的 . 每 个 有 理 数 均 可 唯一 
地 写成 形 如 a =p/g(g >0) 的 既 约 分 数 ,我 们 称 和 数 |p | +9 为 有 理 数 a 的 高 度 . 显 
然 , 给 定 高 度 为 n 的 分 数 的 个 数 是 有 限 的 . 例如 ,高 度 为 1 的 分 数 只 有 0/1, 高 度 为 2 
的 分 数 是 1/1 及 -1/1 ,高 度 为 3 的 分 数 是 2/1,1/2, -2/1 及 -1/2, 等 等 . 我 们 将 一 
切 有 理 数 按 递增 的 高 度 进行 编号 , 即 首 先 写 出 高 度 为 1 的 分 数 ,然后 写 出 高 度 为 2 
的 分 数 ,等 等 . 这 时 ,对 任 一 有 理 数 都 获得 某 一 编号 , 即 一 切 自 然 数 与 一 切 有 理 数 之 
间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 

我 们 把 不 是 可 数 的 无 限 集 称 为 不 可 数 集 . 

下 面 证 明 可 数 集 的 某 些 一 般 性 质 . 

性 质 1 可 数 集 的 任 一 子 集 是 有 限 的 或 可 数 的 . 

证 明 设 4 是 可 数 集 ,而 B 是 它 的 子 集 . 现 对 集 4 的 元 素 进 行 编号 :a ,a,,*…， 
4,,…. 在 这 些 元 素 中 ,假设 & ,a ,… 是 合 于 8 的 元 素 . 如 果 在 数 n,n,，,… 中 有 最 大 
的 数 ,那么 B 是 有 限 的 . 如 果 在 数 n,n,,… 中 没有 最 大 的 数 , 那 么 B 是 可 数 的 ,因为 
它 的 元 素 a,,a,,… 可 以 用 数 1,2,… 进 行 编号 

性 质 2 任何 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 和 仍 是 可 数 集 

证 明 设 4,4,,… 是 可 数 集 . 我 们 可 以 认为 ,它们 两 两 不 相交 . 因为 不 然 的 话 ， 
我 们 考虑 用 41 ,4,\41 ,4A;\(41U4,),…( 其 中 每 一 个 集 至 多 是 可 数 的 ) 来 代替 它们 ， 
而 且 这 些 集 与 集 4, ,4, ,… 具 有 相同 的 和 . 下 面 我 们 可 以 把 集 4 ,4,,… 的 一 切 元 素 写 
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成 如 下 的 无 限 表 形式 : 
Qi WD) 013 Ci4 
221 222 223 224 
2431 432 2433 dy 
44 442 243 Qa 


这 里 , 集 4, 的 元 素 位 于 第 一 行 , 集 4, 的 元 素 位 于 第 二 行 ,等 等 . 现在 把 所 有 这 些 元 
素 “ 按 对 角 线 编号, 即 取 a, 为 第 一 个 元 素 , 取 o ,为 第 二 个 元 素 , 取 a, 为 第 三 个 元 
素 ,等 等 ,如 下 表 箭 号 所 指出 那样 的 顺序 选取 : 
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显然 ,这 时 每 一 集 的 每 一 元 素 都 获得 确定 的 编号 , 即 一 切 自然 数 与 一 切 集 4 ,4 ,… 
的 一 切 元 素 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 论断 证 毕 . 

习题 1 证 明 有 理 系数 的 一 切 多 项 式 的 集 是 可 数 的 . 

习题 2 ”如 果 数 & 是 某 一 有 理 系 数 多 项 式 的 根 , 则 & 叫做 代数 数 . 证 明 :一切 代 数 数 的 集 是 可 
数 的 . 

习题 3 证 明 :直线 上 -- 切 有 理 开 区 间 ( 即 有 理 端 点 的 开 区 间 ) 的 集 是 可 数 的 . 

习题 4 证 明 : 平 面 上 一 切 有 理 坐标 的 点 的 集 是 可 数 的 . 

提示 “利用 性 质 2. 

性 质 3 任 一 无 限 集 都 包含 可 数 子 集 . 

证 明 设 M 是 无 限 集 . 在 M 中 任 取 一 元 素 a ,由 于 M 是 无 限 的 ,所 以 可 在 1M 中 
找到 异 于 a, 的 元 素 w ,然后 又 可 在 M 中 找到 既 异 于 o 又 异 于 o 的 元 素 a; ,等 等 . 
继续 这 一 过 程 (因为 M 是 无 限 的 ,这 一 过 程 不 会 由 于 元 素 的 “不 足 ” 而 中 断 ) ,我 们 便 
得 到 集 M 的 可 数 子 集 


A = fa oa | 
命题 证 毕 . 
这 个 命题 表明 ,在 无 限 集 当中 ,可 数 集 是 “最 小 的 ”. 下 面 我 们 来 讨论 是 否 存在 不 
可 数 的 无 限 集 


3. 集 的 对 等 性 ”从 上 面 的 讨论 看 到 ,将 某 些 无 限 集 与 自然 数列 进行 比较 时 ,我 
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们 就 得 到 可 数 集 的 概念 . 显然 , 任 一 集 不 仅 可 以 和 自然 数 集 作 比较 ,而 且 任 何 两 个 集 
之 间 也 可 以 通过 建立 一 一 对 应 ( 双 射 ) 进行 比较 . 引入 下 列 定义 . 

定义 ”如 采集 内 与 的 元 素 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 , 则 称 M 与 N 是 对 等 的 , 记 
作 M~N. 

对 等 的 概念 可 以 应 用 到 不 论 是 有 限 集 或 是 无 限 集 的 任何 集 上 . 两 个 有 限 集 相互 
对 等 的 充 要 条 件 是 它们 的 元 素 的 个 数 相等 . 可 数 集 的 定义 现在 可 以 用 下 面 的 方式 来 
叙述 :如 果 某 集 对 等 于 自然 数 集 , 则 这 个 集 就 称 为 可 数 的 . 显然 ,对 等 于 第 三 个 集 的 
两 个 集 是 相互 对 等 的 ;特别 ,任何 两 个 可 数 集 相互 对 等 . 

例 1 任何 两 个 闭 区 间 [La,5] 与 [c,d] 上 的 点 集 相互 对 等 . 由 图 5 显然 可 见 , 它 
们 之 间 可 以 建立 双 射 . 也 就 是 说 ,如 果 点 p 与 g 是 辅助 线段 af 上 同一 点 7 的 射影 , 那 
么 这 两 点 就 相互 对 应 . 


图 5 图 6 


例 2 扩充 复 平 面 上 一 切 点 的 集 对 等 于 球面 上 的 一 切 点 的 集 . 例如 我 们 可 以 利 
用 测 地 投影 法 建立 双 射 a<->z( 图 6). 

例 3 开 区 间 (0,1) 内 一 切 数 的 集 对 等 于 直线 上 一 切 点 的 集 . 例如 我 们 可 以 借 
助 于 函数 

] ] 
Y = ctg % 十 Dp 

建立 一 一 对 应 . 

通过 上 面 与 第 2 段 所 举 的 例子 使 我 们 看 到 ,有 时 无 限 集 竞 对 等 于 它 的 真子 集 . 
例如 , 目 然 数 竟 像 一 切 整数 或 甚至 一 切 有 理 数 那样 一样" 多 , 开 区 间 (0,1) 上 的 点 
与 全 直线 上 的 点 "一样 "多 ,等 等 . 这 是 无 限 集 的 特征 . 事实 上 ,在 第 2 段 中 (性 质 3) 
我 们 已 经 证 明 ,从 任 一 无 限 集 M 都 可 选 出 可 数 子 集 , 设 4 = fo ,aa ，…a，…} 就 是 
这 样 的 子 集 . 

下 面 我 们 把 4 分 成 两 个 可 数 子 集 

4 = {a,a,as, | 与 4 = aaa 


并 建立 4 与 4 之 间 的 一 一 对 应 . 然后 可 以 将 这 个 对 应 延 拓 到 集 4U (M\4) =M 与 
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A1U(M\4) =M\4, 之 间 的 一 一 对 应 ,而 这 只 要 对 MA 中 的 每 一 个 元 素 与 该 元 素 本 
喘 对 应 束 可 以 了 . 集 M\4, 与 M 不 重合 , 即 M\4, 是 M 的 真子 集 . 这 样 ,我 们 得 到 下 
述 命题 : 
任 一 无 限 集 对 等 于 其 某 一 真子 集 . 
这 个 性 质 可 以 作为 无 限 集 的 定义 . 
习题 证 明 : 如 采 要 是 任 一 无 限 集 而 4 可 数 ,那么 
M~MUA. 


4. 实数 集 的 不 可 数 性 ”在 第 2 段 中 我 们 给 出 了 可 数 集 的 例子 , 像 这 样 的 例子 还 
可 以 继续 举 出 . 此 外 ,在 那里 我 们 还 证 明了 有 限 个 或 可 数 个 可 数 集 的 和 仍 是 可 数 集 . 
于 是 目 然 会 提出 这 样 的 问题 :是 否 存在 一 般 的 不 可 数 集 ? 下 面 的 定理 对 此 作 了 
肯定 的 回答 . 
定理 1 含 于 0 与 1 之 间 的 实数 集 是 不 可 数 的 ， 
证 明 ”假定 给 出 位 于 闭 区 间 [0,1] 上 实数 a 的 (所 有 的 或 者 只 有 一 些 ) 某 一 可 
数 集 : 
Q1 = 0. ai0i2013 0 
oa = 0. QZ21422023 "Oan 
03 = 0. 03l032033 03n 


(1) 


这 里 wx 是 数 w 第 上 位 小 数 的 数字 .下面 我 们 按 康 托 尔 (Cantor) 对 角 线 程序 构造 
小 数 
B = (0. DD 
也 就 是 说 ,我 们 取 与 ca 不 同 的 任意 数字 作为 六 , 取 与 ay, 不 同 的 任意 数字 作为 b, ,等 
等 ,一 般 地 , 取 与 ouw 不 同 的 任意 数字 作为 名. 这 个 十 进位 小 数 显然 不 可 能 与 表 (1) 所 
包含 的 任 一 小 数 相 等 . 事实 上 ,小 数 B 至 少 与 wm 的 第 一 位 的 数字 相 异 ,也 与 a 的 第 
二 位 的 数字 不 同 , 等 等 . 一 般 说 来 ,因为 对 所 有 的 nn 都 有 6b, 关 a, 所 以 小 数 B 蜡 于 包 
含 在 表 (1) 中 的 任 一 小 数 a. 于 是 ,位 于 闭 区 间 [0,1] 上 的 任 一 可 数 实数 集 都 不 能 填 
满 该 区 间 . 
上 面 的 证 明 包 含 不 大 的 “错觉 ”. 这 就 是 说 有 某 些 数 ( 即 形 如 p/10? 的 数 ) 可 以 用 
两 种 方式 写成 十 进位 小 数 的 形式 , 亦 即 可 以 写成 具有 无 限 个 0 或 无 限 个 9 的 形式 . 
例如 ， 
工 - 2. 
2 10 
于 是 ,两 个 十 进位 小 数 不 一 样 还 不 能 说 这 两 个 数 相 异 . 


- 0. 500 0... = 0. 499 9.… 
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但 是 ,如 果 构 造 小 数 B 注意 使 得 它 既 不 含 0 也 不 含 9. 例如 ,可 以 这 样 规定 : 当 
oa =1T 时 , 令 包 =2; 当 az 关 1 时 , 令 =1. 那 么 定理 的 证 明 就 完全 可 以 避免 上 面 所 
谈 到 的 问题 . 

习题 ”证明 : 具有 两 种 不 同 十 进展 开 式 的 数 构成 可 数 集 . 

于 是 , 闭 区 间 [0,1] 给 出 了 不 可 数 集 的 例 . 下 面 我 们 再 举 出 几 个 对 等 于 闭 区 间 [0,1] 的 集 的 
例子 . 

例 1 任何 闭 区 间 [a,5] 或 开 区 间 (a,6) 的 一 切 点 的 集 . 

例 2 直线 上 一 切 点 的 集 . 

例 3 平面 空间 ,球面 上 一 切 点 的 集 ,位 于 球 内 的 点 的 集 , 等 等 . 

例 4 平面 上 一 切 直线 的 集 . 

例 5 一 切 单 变量 或 多 变量 连续 函数 的 集 

对 于 例 1 与 例 2, 证 明 不 难 (参看 第 3 段 例 1 与 例 3) ,其 他 各 例 直接 证 明 就 相当 复杂 . 

习题 “利用 本 段 及 第 2 段 习题 2 的 结果 ,证 明 超越 数 ( 即 不 是 代数 数 的 数 ) 的 存在 . 

5. 康 托 尔 -~ 伯 恩 斯 坦 ( Cantor-Bernstein) 定理 ”下 述 定 理 是 集 论 中 的 一 个 基 
本 定理 . 

定理 2( 康 托 尔 - 伯 恩 斯 坦 ) 设 4 与 8 为 两 个 任意 集 . 如 果 存 在 集 4 到 集 B 的 
子 集 B, 上 一 一 映射 及 集 B 到 集 4 的 子 集 4, 上 的 一 一 映射 g, 那 么 4 与 有 对 等 . 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 4 与 B 不 相交 . 设 x 是 4 中 的 任 一 元 素 . 令 x =xo， 
并 用 下 面 的 方法 定义 元 素 序列 {x,). 设 元 素 x 已 经 确定 . 于 是 , 当 n 为 偶数 时 ,就 取 
满足 条 件 g(x, ,1) =x 的 B 中 元 素 作 为 x; ,1 (如果 这 样 的 元 素 存 在 的 话 ) ;而 当 n 为 
奇数 时 , 则 取 满 足 条 件 f(x, ,1) =x。 的 4 中 元 素 作 为 x, ,1( 如果 它 存在 的 话 ). 于 是 ， 
有 两 种 情况 可 能 出 现 : 

1° 对 于 某 一 个 n, 满 足 上 述 条 件 的 元 素 * 
的 阶 . 

2。 序列 {x 上 是 无 限 的 @. 这 时 x 称 为 无 限 阶 的 元 素 . 

现在 把 4 分 成 三 类 集 : 由 偶数 阶 元 素 组 成 的 集 4 ,由 奇数 阶 元 素 组 成 的 集 4。 
及 由 一 切 无 限 阶 元 素 组 成 的 集 4 对 于 集 B 也 用 类 似 的 方法 分 成 三 类 集 . 我 们 看 到 ， 
f 映 hs 到 B。 上 以 及 映 4 到 B, 上 ,而 g” 映 46 到 Bc 上 .于 是 与 f 在 4sU4, 上 重合 
以 及 与 g 在 4。 上 重合 的 一 一 映射 站 是 全 4 到 全 B 上 的 一 一 映射 

6. 和 集 的 势 的 概念 ”如 果 两 有 限 集 对 等 ,那么 它们 元 素 的 个 数 相 同 . 如 果 任 一 集 
N 与 集团 相 互 对 等 , 则 说 必 与 NV 具 有 同一 的 势 . 由 此 可 见 , 势 就 是 任何 两 个 相互 对 
等 集 共有 的 内 在 属性 . 对 于 有 限 集 来 说 , 势 的 概念 与 集 的 元 素 个 数 的 习惯 说 法 一 致 . 
自然 数 集 ( 即 任 何 可 数 集 ) 的 势 用 符号 No( 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”) 来 表示 . 如 果 某 集 对 等 
于 闭 区 间 [0,1] 上 所 有 实数 集 , 则 称 该 集 具有 连续 统 的 势 . 这 个 势 以 符号 c( 或 符号 


不 存在 . 这 样 的 数 n 叫做 元 素 x 


n+l 


@ 这 时 不 同 元 素 x 的 个 数 也 可 能 是 有 限 的 :它们 可 以 “循环 "形成 仅 包含 有 限 个 两 两 不 同 元 素 的 无 限 序 
列 . 
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N ) 记 之 . 
在 下 面 $4 中 ,我 们 将 要 讨论 关于 在 No 与 c 当中 是 否 存 在 势 这 个 极为 深刻 的 
问题 . 通常 在 分 析 学 中 讨论 的 无 限 集 ,或 者 是 可 数 的 ,或 者 是 具有 连续 统 的 势 的 集 . 

对 于 有 限 集 的 势 , 即 对 于 自然 数 除 了 有 相等 的 概念 外 ,还 有 “大 于 ”和 “小 于 ”的 
概念 . 我 们 试图 把 后 面 两 个 概念 推广 到 无 限 集 中 去 . 

设 4 与 B 是 两 个 任意 集 ,而 m(4) 与 m(B) 表 示 它 们 的 势 . 于 是 ,逻辑 上 可 能 有 
下 述 四 种 情况 : 

情况 1 4 对 等 于 集 B 的 某 一 子 集 ,而 B 对 等 于 集 4 的 某 一 子 集 ; 

情况 2 A 包含 与 对 等 的 某 一 子 集 ,而 在 B 中 没有 与 4 对 等 的 子 集 ; 

情况 3 B 包含 与 4 对 等 的 某 一 子 集 ,但 在 4 中 没有 与 B 对 等 的 子 集 ; 

情况 4 两 集中 的 任 一 集 都 没有 与 另 一 集 对 等 的 子 集 . 

在 第 一 种 情形 ,根据 康 托 尔 - 伯 恩 斯 坦 定理 , 集 4 与 集 如 相互 对 等 , 即 普 (4) = 
m(B). 在 第 二 种 情形 自然 认为 m(4) >m(8B). 而 在 第 三 种 情形 m(4) <m(B). 最 后 
第 四 种 情形 ,我 们 应 当 认为 集 4 与 集 B 的 势 不 能 相互 比较 ,但 是 这 种 情形 事实 上 也 
是 不 可 能 的 . 这 可 从 $4 中 所 谈 到 的 策 梅 洛 (Zermelo) 定理 推出 . 

于 是 ,任何 两 个 集 4 与 8B 或 者 相互 对 等 (这 时 ,m(4) =m(8B)), 或 者 满足 两 个 
关系 中 的 一 个 :m(4) <m(B) 或 m(4) >m(B). 

上 面 我 们 曾经 指出 ,可 数 集 是 “最 小 的 ”无限 集 ,而 后 又 证 明了 存在 具有 更 ”高 
阶 ” 无 限 性 的 无 限 集 ,也 就 是 具有 连续 统 的 势 的 集 . 然而 ,是 否 存在 超过 连续 统 的 势 
的 无 限 势 ? 更 一 般 地 说 ,是 否 存在 某 一 “最 大 的 ” 势 ? 下 述 定理 给 出 了 正确 的 回答 . 

定理 3 设 戏 是 某 一 集 , 而 中 是 以 集 W 的 一 切 可 能 的 子 集 为 元 素 组 成 的 集 . 这 
时 中 具有 比 原来 集 1N 更 大 的 势 . 

证 明 不 难看 出 , 集 况 的 势 m 不 可 能 小 于 原来 集 MM 的 势 m. 事实 上 ,M 中 “一 
个 元 素 ” 的 子 集 构成 中 中 的 子 集 , 它 与 集 W 对 等 . 剩 下 证 明 势 tm 与 m 不 一 致 . 假设 
集 M 的 元 素 c,2 ,与 集中 的 任 一 元 素 4,B,…( 即 MM 中 的 任 一 子 集 ) 之 间 可 以 建立 
一 一 对 应 关系 : 

a<—>A,b<—>B,.……. 

我 们 来 证 明 ,这 个 对 应 一 定 不 能 穷尽 全 中 也 就 是 说 ,我 们 作出 集 革 CM ,使 得 
M 中 任 一 元 素 不 与 X 对 应 . 设 X 是 M 中 那些 不 属于 与 自己 对 应 的 子 集 的 元 素 组 成 
的 集 . 详细 地 说 ,如 果 a<->A 且 a E 4, 那 么 元 素 a 不 属于 XX, 而 如 果 a<->A 且 a 
4A, 那么 元 素 a 属于 X. 显然 了 是 M 的 子 集 , 即 它 是 总 的 某 一 元 素 . 现在 我 们 证 明 M 
中 任 一 元 素 不 能 与 其 子 集 工 对 应 . 假定 这 样 的 元 素 x<->X 存在 ,我 们 看 它 是 否 属于 
X? 设 x 吴 X, 但 根据 定义 ,X 中 任 一 元 素 都 不 属于 它 所 对 应 的 子 集 ,因而 元 素 * 应 当 
属于 蕊 反之 ,假定 x* 属于, 我们 却 得 到 不 能 属于 ,因为 X 只 包含 不 属于 与 自己 
对 应 的 子 集 的 那些 元 素 . 于 是 ,与 子 集 X 对 应 的 元 素 x 应 当 同 时 既 属 于 X 叉 不 属于 
X. 由 此 可 见 , 这 样 的 元 素 一 般 不 存在 , 即 集 W 的 元 素 与 它 的 子 集 之 间 不 能 建立 一 一 
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对 应 的 关系 . 定理 证 毕 . 

于 是 ,对 于 任 一 势 ,我 们 确实 可 以 造 出 一 个 较 大 的 势 的 集 , 然 后 造 出 更 大 的 势 的 
集 ,等 等 . 这 样 ,所 得 到 势 的 大 小 没有 上 界 . 

注 集 距 的 势 记 作 2", 其 中 疾 是 集 W 的 势 (把 MW 考虑 作 有 限 的 情形 ,读者 就 
不 难 理解 这 个 记号 的 意义 ). 这 样 ,上 面 的 定理 就 可 以 用 不 等 式 m <2” 来 表示 . 特别 
当 m = No 时 ,就 有 不 等 式 N。<2 .下 面 我 们 证 明 2 = X , 即 证 明 自然 数列 的 一 切 
子 集 所 成 的 集 的 势 等 于 连续 统 的 势 . 

我 们 把 自然 数列 的 子 集 分 成 器 与 @ 两 类 ,其 余 集 是 无 限 的 那些 子 集 组 成 类 8， 
其 余 集 是 有 限 的 那些 子 集 组 成 类 G&. 特别 ,自然 数列 本 身 属于 类 人 @@ ,因为 它 的 余 集 是 
空 集 . 在 类 名 中 , 子 集 的 个 数 是 可 数 的 (请 读者 证 明之 ). 因此 , 它 不 影响 集 闫 = 
涛 UG 的 执 . 

类 由 的 子 集 与 半 闭 区 间 [0,1) 的 实数 a 之 间 可 建立 一 一 对 应 . 也 就 是 说 , 子 集 
A E 器 可 以 和 二 进位 展开 式 的 a,0<a<1: 


建立 一 一 对 应 ,这 里 se, =1 或 0 视 n 属 于 或 不 属于 集 4 而 定 . 详细 证 明 请 读者 目 行 
完成 . 

习题 证 明 : 在 某 一 集 M 上 定义 的 一 切 数值 函数 (或 在 两 个 元 素 以 上 的 集 内 取 值 的 更 一 般 
函数 ) 的 总 体 具 有 比 集 W 更 大 的 势 . 

提示 利用 下 述 事 实 :M 上 的 一 切 特征 函数 (只 取 0 与 1 两 个 值 的 函数 ) 的 集 对 等 于 MM 的 一 
切 子 集 的 集 . 
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本 节 我 们 讨论 与 有 序 集 概念 相关 联 的 一 系列 概念 . 这 里 仅 限 于 研究 最 基本 的 内 
容 , 更 详细 的 讨论 可 在 书 末 列 出 的 文献 里 找到 . 

1. 偏 序 集 设 M 是 任 一 集 而 9 是 MM 中 的 某 一 个 二 元 关系 (由 某 集 R,CMxM 
确定 的 ). 如 果 关 系 p 满足 下 列 条 件 : 

1) 目 反 性 : cpa， 

2) 传递 性 : 如 果 apb 且 boec ,那么 aoc， 

3) 反对 称 性 : 如 果 agb 且 bpc ,那么 c=， 
则 称 关 系 p 是 偏 序 的 . 

我 们 通常 用 符号 三 表 示 偏 序 性 . 于 是 ,记号 和 表示 偶 (ac,) 属于 对 应 的 集 
R,. 这 时 ,对 于 元 素 a 我们 说 它 不 超过 5b 或 从 属于 4b. 在 其 中 给 出 某 一 偏 序 的 集 叫 做 
偏 序 集 . 

下 面 举 一 些 偏 序 集 的 例子 . 
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例 1 如 采 当 且 仅 当 ac = 时 令 大) ,那么 任 一 集 都 可 按 通常 的 方式 看 作 偏 序 
的 . 换 句 话说 ,总 可 以 把 二 元 恒 等 关 系 s 作为 偏 序 性 . 当然 ,这 个 例子 不 会 引起 很 大 
的 兴趣 . 

例 2 设 M 是 财 区 间 [a,8] 上 一 切 连续 函数 的 集 . 如 果 当 且 仪 当 对 一 切 i,a=<t 
<B, f(1) g(t) 时 令 f<g. 显然 ,我 们 得 到 1 的 偏 序 性 . 

例 3 某 一 指定 集 的 一 切 子 集 的 集合 按 下 述 包 含 关系 是 偏 序 的 :MM < M, 意味 
着 MCM,. 

例 4 如 果 ac 和 表示 “b 被 a 整除” ,那么 一 切 自然 数 集 是 偏 序 的 . 

设 M 是 任意 偏 序 集 . 当 a<6b 且 ab 时 ,我 们 利用 符号 < 并 记 作 a <, 且说 wa 
小 于 bb 或 a 严格 从 属于 4b. 和 记号 a<2 一样 ,我 们 利用 等 价 记号 5 三 a 同时 并 说 5 不 
小 于 a( 大 于 a, 如 果 b 关 a) 或 5 在 a 的 后 面 . 如 果 由 大 推出 5b5=a, 则 a 称 为 极 大 
元 . 如 果 由 ca 推出 c=a, 则 a 称 为 极 小 元 . 

对 于 偏 序 集 的 任意 两 点 a,b, 可 以 找到 它们 后 面 的 点 c(a<c,b<c) ,此 集 就 称 为 有 癌 的 . 

2. 保 序 上 映射 ” 设 M 与 MM' 是 两 偏 序 集 , f 是 M 到 MM' 内 的 映射 . 如 果 a<b(a,b E 
M) 推 出 /ac) 三 2) (在 MM' 中 ), 则 称 映 射 是 保 序 的 . 如 果 映 射 f 是 双 射 ,而 关系 
f(a) 志 f(25) 当 且 仅 当 a<6 时 才 成 立 , 则 f 称 为 偏 序 集 必 M 与 M' 的 同 构 映 射 . 这 时 , 集 
M 与 M'" 本 身 叫 做 相互 同 构 的 . 

例如 , 设 MN 是 按 “ 整除“( 参 看 第 1 段 例 4) 给 出 偏 序 的 自然 数 集 ,而 内 也 是 自然 
数 集 ,但 它 按 自然 方式 赋 序 , 即 当 2 -a 是正 数 时 ,b 宇 a. 这 时 ,对 于 每 一 个 数 与 它 
本 身 对 应 的 M 到 M' 上 的 映射 是 保 序 的 (但 不 是 同 构 ). 

偏 序 集 之 间 的 同 构 关系 显然 是 等 价 关 系 ( 它 满足 对 称 性 \ 传 递 性 和 上 自 反 性 ). 因 
此 ,如 果 存 在 任意 一 组 偏 序 集 ,那么 所 有 这 些 集 可 以 分 成 相互 同 构 的 类 . 显然 ,如 果 
我 们 关心 的 不 是 集 元 素 的 本 性 而 是 集 的 偏 序 性 ,那么 两 个 相互 同 构 的 偏 序 集 可 以 简 
单 地 看 作 一 样 的 . 

3。 序 型 . 有 序 集 ”对 于 相互 同 构 的 偏 序 集 , 则 说 它们 具有 同一 的 序 型 . 于 是 , 序 
型 就 是 任何 两 个 相互 同 构 偏 序 集 的 公共 内 在 属性 ,如 同 势 是 相互 对 等 集 的 公共 内 在 
属性 一 样 (所 研究 的 对 等 集 不 依赖 于 它们 的 序 关系 ). 

设 a 与 5 是 偏 序 集 的 元 素 , 可 能 出 现 ,关系 a6 与 5<a 中 任何 一 个 都 不 成 立 . 
在 这 种 情况 下 ,元 素 a 与 叫做 不 可 比较 的 . 由 此 可 见 , 序 关 系 仪 对 一 些 元 素 偶 有 定 
义 , 因 此 才 把 它 叫 做 偏 序 性 . 如 果 在 偏 序 集 M 中 没有 不 可 比较 的 元 于 ,那么 集 MM 叫 
做 有 序 的 (线性 有 序 的 ,全 有 序 的 ). 于 是 ,如 果 M 是 偏 序 集 , 且 对 于 任何 两 个 不 同 的 
元 素 a,b E 1 ,一 定 有 a<18 或 <a, 那 么 集邮 是 有 序 的 . 

显然 ,有 序 集 的 任 一 子 集 仍 是 有 序 集 . 


Q@ 我 们 不 用 像 " 所 有 偏 序 集 " 那 样 的 概念 ,因为 这 种 概念 与 “所 有 集 的 集 " 的 概念 类 似 . 实际 上 ,这 种 内 在 
矛盾 的 概念 是 不 能 属于 精确 数学 概念 之 中 的 . 
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在 第 1 段 的 例 1 至 例 4 中 所 指 的 集 仅 是 偏 序 集 . 自然 数 集 , 有 理 数 集 , 闭 区 间 
[0,1] 上 的 实数 集 等 (在 这 些 集中 ,它们 都 具有 “大 于 ”和 “小 于 "的 目 然 天 系 ) 痢 可 
以 作为 线性 有 序 集 最 简单 的 例子 . 

因为 有 序 性 是 偏 序 性 的 特殊 情形 ,所 以 可 把 保 序 的 映射 概念 ,特别 是 同 构 的 概 
念 ,应 用 到 有 序 集中 去 . 因此 可 以 谈论 有 序 集 的 序 型 . 集 的 元 素 之 间 具 有 上 自然 序 关系 
的 自然 数列 1,2 ,3 ,… 乃 是 无 限 有 序 集 最 简单 的 例 . 它 的 序 型 通常 用 符号 w 记 之 . 

如 果 两 个 偏 序 集 相互 同 构 ,那么 它们 当然 具有 同一 的 势 ( 同 构 必 是 双 射 ) ,因此 
可 以 谈论 与 已 知 序 型 相当 的 势 (例如 序 型 w 相当 势 No). 但 反之 不 真 ,因为 已 知 势 的 
集 一 般 说 来 可 以 用 各 种 不 同 的 方式 赋 序 . 只 有 有 限 的 线性 有 序 集 的 序 型 才 可 以 用 它 
的 元 素 的 个 数 来 唯一 确定 ,其 中 集 的 元 素 也 用 同一 记号 7 记 之 . 例如 ,对 于 可 数 的 
自然 数 集 , 除 了 它 的 自然 序 型 外 ,这 样 的 序 型 

1,3,5,.…,2,4,6,: 

是 可 能 的 , 即 任 一 偶数 都 在 任何 奇数 之 后 , 而 奇数 与 个 数 彼此 之 间 都 按 北 增 顺序 排 
列 . 可 以 证 明 , 与 势 N。 相当 的 各 种 序 型 的 个 数 是 无 限 的 甚至 是 不 可 数 的 . 

.4 有 序 集 的 有 序 和 ” 设 M 与 M, 是 序 型 为 9 与 9, 的 两 个 不 相交 的 有 序 集 . 在 
集 MM 与 M, 的 并 M, UM, 中 可 以 引进 序 ,其 中 认为 M, 的 两 个 元 素 如 同 在 hf， 中 一 
样 有 序 ,M, 的 元 素 如 同 在 M, 中 一 样 有 序 ,并 且 M, 的 任 一 元 素 前 于 M, 的 任 一 元 素 
(请 验证 ,这 的 确 是 一 线性 有 序 集 !). 我 们 把 这 样 的 有 序 集 称 为 集 Mi 与 M 的 有 序 
和 ,并 记 作 Mi + Mi. 特别 注意 ,这 里 加 项 的 次 序 是 重要 的 ,一 般 说 来 ,和 Mi + MM 与 
和 M, + Mi 不 同 构 . 我 们 把 和 Mi + M, 的 序 型 称 为 序 型 9, 与 9, 的 有 序 和 ,并 记 作 4 
+ 0,. 

这 个 定义 不 难 推广 到 任意 有 限 个 加 项 9 ,0,,… ,0, 

” 例 考察 序 型 w 与 n. 容易 看 出 ,n+w=w. 事实 上 ,如 果 在 自然 数列 1,2,3， 

这 夫人 上 有 限 项 ,那么 我 们 便 得 到 同一 序 型 w. 同时 序 型 w +n 就 是 集 1， 2 
.al ， ,on 的 序 型 , 它 显然 不 等 于 ww. 

5， 良 序 集 . 赵 限 类 上 面 我 们 引进 了 仿 序 性 与 有 序 性 概念 ,这 里 再 引进 较为 
罕 但 更 为 重要 的 完全 有 序 性 概念 . 

定义 ”如 果 有 序 集 的 任 一 非 空子 集 都 含有 最 小 的 ( 即 前 于 该 子 集 所 有 元 素 的 ) 
元 素 , 则 称 它 为 恨 序 集 . 

如 果 有 序 集 是 有 限 的 ,那么 它 显然 就 是 良 序 集 . 闭 区 间 [0,1j] 可 以 看 作 有 序 集 ， 
但 不 是 良 序 集 的 例子 . 这 个 集 本 身 包 含有 最 小 元 素 , 即 数 0 ,但 它 的 由 正 数 组 成 的 于 
集 不 包含 有 最 小 元 素 . 

显然 , 良 序 集 的 任何 ( 非 空 ) 子 集 仍 是 良 序 集 . 

我 们 称 良 序 集 的 序 型 为 序数 ( 当 强 调 讨 论 的 是 无 限 集 时 ,我 们 就 称 之 为 超 限 序 
数 或 简称 超 限 数 ). 

自然 数列 (具有 自然 序 关 系 ) 不 仅 是 有 序 集 ,而 且 也 是 良 序 集 . 这 样 , 它 的 序 型 w 
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是 序数 ( 超 限 的 !1). wo + 上 即 集 型 
1 ,2 ，…, 刀 ……，,Q] ) 02 0 
也 是 序数 . 
相反 , 集 
3 -2 一 1 (1) 
是 有 序 的 ,但 它 不 是 良 序 的 . 这 里 ,每 一 个 非 空子 集 尼 有 最 大 的 元 素 ( 在 所 有 元 素 最 
后 的 元 素 ) ,但 一 般 说 来 它 没有 最 小 元 素 (例如 ,在 整个 集 (1) 中 就 没有 最 小 元 素 ). 
集 (1) 的 序 型 (不 是 序数 !) 通 常用 w 记 之 . 
我 们 来 证 明 下 面 简单 而 重要 的 事实 . 
引 理 1 有 限 个 良 序 集 的 有 序 和 仍 是 月 序 集 . 
事实 上 , 设 N 是 良 序 集 的 有 序 和 Mi + MWN2 + … +M, 的 任 一 子 集 ,我 们 考察 集 Mi 
中 包含 W 的 元 素 的 第 一 个 集 . 交 MMM, 为 良 序 集 1 的 子 集 ,这 表示 交 有 首 元 素 . 这 
个 元 素 也 是 整个 M 的 首 元 素 . 
推论 ”序数 的 有 序 和 仍 是 序数 . 
于 是 ,我 们 可 以 根据 某 一 组 序数 构造 出 新 的 序数 . 例如 ,根据 自然 数 ( 即 有 限 的 
序数 ) 与 序数 w, 可 得 到 序数 
WwW +POO+w,wO+w+PO+w+ 
等 等 . 读者 不 难 构造 出 相当 于 这 些 超 限 数 的 良 序 集 . 

和 序 型 的 有 序 和 一 样 ,我 们 可 以 引进 有 序 积 . 设 MM 与 W 是 按 型 0, 与 9, 赋 序 的 集 . 我 们 按 
M, 的 每 一 元 素来 取 集 MM 的 许多 样品 ,并 把 这 些 样品 代入 集 M, 的 元 素 中 . 这 样 得 到 的 集 称 为 Mi 
与 M 的 有 序 积 , 并 用 符号 Mi M, 记 之 . M1 M, 形式 上 是 由 偶 (a,5b) 构 成 的 集 ,其 中 4a E Hi， 
b E€ M, ,同时 当 b <b, 时 (oa ,6b1) < (a,,b,)( 对 于 任意 的 ai,@s), 且 当 al <a 时 (a1,8) < (a,,b). 

类 似 地 可 定义 任意 有 限 个 因子 的 有 序 积 M，* M,.…* M,. 有 序 集 的 Mi M, 的 序 型 9 称 为 
序 型 9, 与 9, 的 积 : 

0= 0 :0,. 
有 序 积 也 和 有 序 和 一 样 是 不 可 交换 的 . 

引 理 2 两 个 良 序 集 的 有 序 积 仍 是 良 序 集 . 

证 明 设 MM 是 积 M，。 M, 的 某 一 子 集 , 集 MM 是 由 偶 (a,5) 组 成 的 集 . 考察 属于 M 中 侦 的 一 切 
第 二 个 元 素 5b, 它 们 构成 MM 中 某 一 子 集 . 由 于 M, 的 完全 有 序 性 ,这 个 子 集 有 首 元 素 , 记 它 为 bo. 再 
考察 属于 中 形 如 (a,b。) 的 一 切 偶 ,它们 的 第 一 个 元 素 a 构成 中 的 某 一 子 集 . 由 于 M 的 完全 
有 序 性 ,这 个 子 集 有 首 元 素 , 记 它 为 ao. 这 时 ,不 难看 出 , 偶 (oo ,bo ) 就 是 M 的 首 元 素 . 

推论 序数 的 有 序 积 仍 是 序数 . 

例 “不 难看 出 ,o+w=w:.2,o+w+w=w:3. 根 据 序 型 wo .mo ,wn,w ,…,w7,… 也 不 
难 作 出 有 序 集 . 所 有 这 些 集 都 具有 可 数 势 . 

我 们 也 可 以 定义 序 型 的 其 他 运算 ,例如 ,在 上 述 序 数 中 引进 乘 宕 ,比如 说 ,w”,w” 等 等 . 

6. 序数 的 比较 ”如果 ni 与 122 是 两 个 有 限 序数 ,那么 它们 或 者 相等 ,或 者 其 中 
一 个 比 另 一 个 大 . 我 们 把 这 种 序 关系 推广 到 超 限 序数 . 为 此 引进 以 下 概念 . 线性 有 序 
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集 M 的 任 一 元 素 a 定义 一 始 截 段 P( 由 <a 的 元 素 组 成 ) 及 一 剩余 CQ( 由 =a 的 元 素 
组 成 ). 

设 a 与 B 是 两 个 序数 ,而 M 与 NN 分 别 为 序 型 a 与 B 的 集 . 如 果 必 与 N 同 构 , 则 
说 ac=B; 如 果 集 1M 与 集 w 的 任 一 始 截 段 同 构 , 则 说 a<pB; 反 过 来 ,如 果 集 NN 与 集 M 
的 任 一 始 截 段 同 构 , 则 说 a >p. 

定理 1 任何 两 个 序数 a 与 B 相互 之 间 的 关系 : 

a =B,a <B 或 a >B 

有 且 仅 有 一 个 成 立 . 

为 证 明 此 定理 ,我 们 首先 证 明 下 述 引 理 . 

引 理 3 如果 /是 良 序 集 4 到 它 的 某 一 子 集 B 上 的 同 构 映 射 ,那么 对 于 一 切 
a EA 有 f(a)=a. 

事实 上 ,如 果 存 在 这 样 一 些 元 素 a E 4 使 得 f(a) <a, 那 么 在 这 些 元 素 中 间 必 
有 首 元 素 (4 的 完全 有 序 性 ! ). 设 这 个 首 元 素 为 Co ,并 设 bo =f (ao). 于 是 bo < ao. 叉 
因为 1 是 同 构 映 射 , 所 以 f(b6) <f(ao) = 和 . 即 a 不 是 具有 上 述 性 质 的 元 素 中 的 首 
元 素 . 

从 这 个 引 理 还 立即 推出 , 良 序 集 不 能 与 自己 的 截 段 同 构 . 如 果 4 同 构 于 元 素 a 
所 确定 的 截 段 ,那么 关系 f(a) <a 成 立 . 因此 关系 a =B 与 a <B 不 能 同时 成 立 . 类 
似 地 ,a =B 与 a >B 不 能 同时 成 立 . 关系 a <B 与 a >B 也 不 能 同时 成 立 , 因 为 不 然 的 
话 ,我们 就 得 到 a < a( 根据 传递 性 ! ) ,这 是 不 可 能 的 . 于 是 ,我 们 证 明了 关系 a 委 B 的 
一 个 成 立 排斥 其 他 两 个 关系 . 现在 证 明 这 些 关 系 之 一 恒 成 立 , 即 任何 两 个 序数 总 可 
比较 . | 

首先 对 任 一 序数 a 构造 集 WW(a) ,把 它 作 为 a 的 “标准 代表 ”. 这 也 就 是 说 把 一 
切 小 于 a 的 序数 组 成 的 集 作 为 下 (a). WW(a) 中 的 一 切 数 是 可 以 相互 比较 的 ,而 集 
W(a) 本 里 ( 按 序数 大 小 顺序 ) 具 有 序 型 a. 事实 上 ,如 果 集 

A = {a,b ,| 
具有 序 型 a, 则 根据 定义 ,小 于 a 的 序数 与 集 4 的 始 截 段 成 一 一 对 应 ,因而 也 与 集 4 
的 元 素 成 一 一 对 应 . 换 句 话说 , 序 型 为 a 的 集 ,其 元 素 可 借助 于 小 于 a 的 序数 进行 
编号 : 
A = {a0,a1, ,a, ,|}. 

现 设 a 与 B 是 两 个 序数 ,这 时 A=W(a) 与 =W(B) 分 别 是 序 型 a 与 8 的 集 . 其 
次 , 设 C=ANB 是 集 4 与 B 的 交 , 即 同时 小 于 a 与 8 的 序数 的 全 体 . 集 C 是 良 序 的 ， 
记 它 的 序 型 为 y. 我 们 来 证 明 y<a. 事实 上 ,如 果 C=4, 那 么 y=a; 如 果 C 志 4, 那 么 
C 是 集 4 的 截 段 ,这 时 

7 < 4. 

这 是 因为 对 于 一 切 & E C,m E A\C 的 数 上 与 了 是 可 比较 的 , 即 上 私 7. 但 关系 <é < 
a 是 不 可 能 成 立 的 ,否则 这 时 7 E C. 因此 ,é <”. 由 此 可 见 ,C 是 集 4 的 截 段 ,从 而 
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y <a. 此 外 ,y 是 集 4\C 的 首 元 素 . 所 以 
Ya. 
类 似 地 也 有 
y 三 0. 

同时 ,情况 y <a,y <B 是 不 可 能 成 立 的 . 否则 这 时 我 们 有 y E 4\C,y E B\C， 

即 一 方面 y 外 C, 另 一 方面 y E 4nB = C. 因而 ,只 可 能 有 下 列 情况 : 
Y=a,y=pb,a=Bp, 
y=a,yY <B,a<b, 
Yy<a,y=pb,a>bh, 

即 ac 与 8 是 可 比较 的 ,定理 证 毕 . 

每 一 个 序数 相当 一 个 确定 的 势 , 而 从 序数 的 可 比较 性 显然 可 推出 相应 的 势 的 可 
比较 性 . 所 以 : 

如 果 4 与 B 是 两 个 良 序 集 , 那 么 它们 或 者 相互 对 等 (等 势 ) ,或 者 其 中 一 个 比 另 
一 个 势 大 ( 即 良 序 集 不 可 能 有 不 可 比较 的 势 ). 

我 们 研究 相当 于 有 限 或 可 数 势 的 一 切 序 数 的 集 ,它们 构成 良 序 集 . 不 难 验 证 ,这 
个 集 甚 至 是 不 可 数 的 . 事实 上 ,按照 通行 符号 的 意义 ,我 们 记 一 切 可 数 超 限 数 的 集 的 
序 型 为 wj. 如 果 与 它 相 当 的 势 是 可 数 的 ,那么 具有 wi +1 序 型 的 集 也 是 可 数 的 . 同时 
数 wo 显然 应 当 在 相当 于 有 限 或 可 数 势 的 所 有 超 限 数 后 面 . 

我 们 把 与 超 限 序数 wm, 相当 的 势 记 作 |, 不 难看 出 ,没有 任 一 势 m 能 满足 下 列 
不 等 式 

No<m< Ni. 
事实 上 ,如 果 这 样 的 势 m 存在 ,那么 在 wi 前 面 的 一 切 超 限 序数 的 集 下 (wi ) 中 ,存在 
势 m 的 子 集 . 这 个 子 集 是 良 序 的 且 是 不 可 数 的 . 但 这 时 它 的 序 型 a 在 wi 之 前 且 同 时 
应 在 所 有 可 数 超 限 数 之 后 ,这 与 w; 的 定义 矛盾 . 

7. 选择 公理 . 策 梅 洛 定理 及 与 其 等 价 的 其 他 命题 良 序 集 的 势 的 可 比较 性 提 
示 了 如 下 问题 :任何 一 个 集 能 否 以 某 种 方式 形成 一 个 良 序 集 ? 其 中 一 个 肯定 的 回答 
就 是 不 可 比较 势 一 般 不 存在 . 策 梅 洛 证 明了 任 一 集 都 可 以 良 序 化 以 后 回答 了 这 个 问 
题 . 这 个 定理 的 证 明 ( 这 里 我 们 不 准备 重复 它 ,请 读者 参见 [2] ) 主要 依据 下 述 的 所 
谓 选 择 公 理 . 

设 4 是 某 一 指标 a 的 集 , 并 设 对 于 每 一 a, 给 出 了 某 任意 集 M。. 这 时 ,选择 公理 
断言 ,可 以 作出 4 上 的 函数 9g, 使 对 于 每 个 a E 4 有 相应 的 集 M, 的 某 一 元 素 m。 与 
之 对 应 . 换 句 话说 ,也 就 是 可 以 从 每 一 M。 中 ,按照 一 个 且 只 取 一 个 元 素 得 到 某 一 
个 集 . 

我 们 讨论 这 种 形式 的 集 论 , 它 来 自 于 康 托 尔 与 策 梅 洛 ,就 是 “朴素 ”的 集 论 . 在 朴素 集 论 范围 
内 出 现 的 选择 公理 也 叫做 策 梅 洛 公 理 , 它 与 其 他 问题 一 起 ,如 连续 统 假设 , 即 关 于 连续 统 的 势 与 
第 一 个 不 可 数 的 势 N, 一 致 的 问题 一 起 ,引起 众说 纷 经 . 从 而 导致 数理 逻辑 与 数学 基础 方面 的 一 
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系列 著作 ,如 哥 德 尔 - 伯 奈 斯 (Gidel-Bernays) 和 策 梅 洛 - 弗兰克 尔 ( Zermelo-Frankel ) 构造 了 集 论 
的 公理 化 系统 . 在 这 一 理论 范围 内 建立 了 选择 公理 的 无 矛盾 性 与 独立 性 . 我 们 介绍 读者 参阅 以 下 
专著 :弗兰克 尔 (Frankel) 与 巴 - 希 勒 尔 (Bar-Hillel) 著 的 《 集 论 基础 》《Mazpy》,1966; 柯 恩 ( Cohen ) 
著 的 《 集 论 与 连续 统 假 设 》 《Mazp》,1969. 注意 ,否认 选择 公理 实质 就 妨碍 集 论 的 构造 . 

朴素 集 论 的 批判 以 及 回避 不 用 选择 公理 的 尝试 导致 了 如 递归 也 数 理论 这 样 的 
著名 理论 的 建立 ,以 及 如 计数 概念 这 样 的 概念 的 建立 . 

下 面 我 们 阐述 与 选择 公理 等 价 的 某 些 命题 ( 即 如 果 接受 选择 公理 ， 那么 可 以 证 
明 每 一 等 价 命题 成 立 ;反之 ,假定 这 些 命题 的 任何 一 个 的 正确 性 , 便 可 证 明 选 择 公 理 
成 立 ). 首先 显然 看 到 , 策 梅 洛 定理 本 身 就 是 这 样 的 命题 . 事实 上 ,如 果 假 定 任 一 集 
M, 是 良 序 的 ,那么 ,为 了 构造 选择 公理 断定 其 存在 的 函数 9 ,只 要 在 任 一 M。 中 选取 
首 元 素 即 可 . 

为 了 阐述 与 选择 公理 等 价 的 其 他 命题 ,我 们 引进 下 述 概 念 . 设 W 是 偏 序 集 ,4 是 
它 的 任 一 子 集 . 如 果 4 中 任何 两 个 元 素 彼此 可 比较 (在 M 中 引进 偏 序 的 意义 下 ) , 则 
4 叫做 链 . 如 果 一 个 链 不 作为 真子 集 包含 在 属于 M 的 其 他 链 中 , 则 称 此 链 为 极 大 的 . 
其 次 ,如 果 对 于 偏 序 集 M 的 子 集 M'CM 的 任何 元 素 a' 都 从 属于 a E MN, 则 称 元 素 a 
为 M' 的 上 界 . 

豪 斯 多 夫 ( Hausdorff) 定理 ” 偏 序 集 中 的 任何 一 个 链 必 包含 在 它 的 某 一 极 大 
链 中 . 

下 述 命 题 也 许 是 选择 公理 的 所 有 等 价 叙 述 中 最 方便 的 . 

佐 恩 (Zorn) 引 理 ” 如 果 偏 序 集 M 中 任 一 链 都 有 上 界 ,那么 MM 中 任 一 元 素 从 属 
于 某 一 极 大 元 . 

这 些 命题 (选择 公理 、 策 梅 洛 定理 、 豪 斯 多 夫 定 理 、 佐 恩 引 理 ) 等 价 性 的 证 明 , 例 
如 可 参阅 库 洛 什 ( Kypom ) 的 《一 般 代 数学 讲义 》, 数 学 物理 出 版 社 ,1962; 还 可 参阅 
[8]. 在 此 我 们 就 不 重复 了 . 

如 果子 集 4 的 上 界 集 有 最 小 的 元 c, 则 & 称 为 子 集 4 的 上 确 界 ;类 似 地 可 定义 下 确 界 . 如 果 仿 
序 集 的 任何 非 空 有 限 子 集 都 具有 上 确 界 与 下 确 界 , 则 称 该 集 为 格 或 结构 . 

8. 超 限 归 纳 法 ”证 明 某 些 命 题 的 一 种 广泛 普遍 的 方法 是 数学 归纳 法 . 众 所 周 
知 , 它 由 以 下 的 内 容 组 成 . 设 存 在 对 于 任 一 自然 数 n 作出 的 某 一 命题 P(n), 并 设 
已 知 : 

1) 命题 P(1) 正 确 ; 

2) 由 对 于 一 切 k<n,P(E) 正 确 , 推 出 P(n+1) 也 正确 . 

这 时 命题 P(n) 对 于 一 切 n =1,2,… 都 正确 . 事实 上 ,如 果 不 然 的 话 , 在 那些 使 
得 P(n) 不 真 的 n 中 可 以 找到 最 小 数 , 比 如 说 序 . 显然 nl >1, 即 nl -1 也 是 自然 数 . 
从 而 ,我 们 得 到 与 条 件 2) 相 矛盾 的 结果 . 

类 似 的 方法 可 应 用 于 代替 自然 数列 的 任何 良 序 集 . 在 这 种 情况 下 , 称 它 为 超 限 
归纳 法 . 这 样 , 超 限 归 纳 法 包含 以 下 内 容 . 设 给 定 某 一 良 序 集 4( 如 果 需 要 的 话 , 可 以 
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把 它 看 作 小 于 某 一 给 定 超 限 数 的 所 有 超 限 数 的 集 ) ,并 设 对 于 每 一 个 a E 4 作出 的 
某 命 题 P(a) ,使 得 P(a) 对 于 4 的 首 元 素 为 真 , 而 且 如 果 P(a) 对 于 a 前 面 的 一 切 元 
素 都 真 ,推出 对 于 a 也 真 . 于 是 P(a) 对 一 切 a E 4 都 真 . 事实 上 ,如 果 存 在 4 中 的 元 
素 , 使 得 P(a) 不 真 ,那么 在 这 些 元 素 的 集中 可 以 找到 首 元 素 , 比 如 说 a* ,从 而 我 们 
得 到 矛盾 ,因为 对 于 一 切 a <a "命题 P(a) 为 真 . 

因为 根据 策 梅 洛 定理 , 任 一 集 都 可 良 序 化 ,所 以 超 限 归 纳 法 原则 上 可 以 应 用 于 
任何 集 . 但 用 优 因 引 理 代替 超 限 归纳 法 实际 往往 是 方便 的 , 因 在 所 考虑 的 集中 , 它 只 
要 求 偏 序 性 的 存在 . 而 在 要 求 应 用 估 恩 引 理 的 问题 中 ,被 研究 的 对 象 的 某 一 偏 序 性 
“本 身 ” 通 常 就 以 目 然 的 方式 出 现 . 


$5. 集 族 ” 


1. 集 环 ”其 元 素 本 身 是 某 些 集 的 任何 集 称 为 集 族 . 如 果 没 有 相反 的 说 明 ,我 们 
将 研究 这 样 的 集 族 , 即 它 的 任 一 元 素 是 某 固 定 集 X 的 子 集 . 我 们 将 用 大 写 哥 特 字母 
表示 集 族 . 对 我 们 来 说 ,主要 感 兴趣 的 是 (关于 $1 中 所 引进 的 运算 ) 满足 某 些 确定 
封闭 性 条 件 的 集 族 

定义 1 设 中 为 非 空 集 族 . 如 果 它 具有 这 样 的 性 质 : 由 A E 站 与 BE 沉 推 出 
AABE Ns ANB E 沉 , 则 半 称 为 环 . 

为 对 于 任何 4 与 B 均 有 

AUB= (AAB)A(ANMNB) 及 A\B = AA(A NB), 

所 以 由 4 E 外 与 Be 外 可 推出 集 4UB 与 4\B 也 属于 詹 . 这 样 ， 集 环 关于 取 和 3 
交 , 减 法 与 对 称 差 的 运算 是 封闭 的 集 族 . 显然 , 环 关 于 形 如 


C=U Ah, D = 门 4 


的 任何 有 限 和 与 交 的 构造 也 是 封闭 的 . 

任何 环 都 包含 空 集 作 ,因为 4\4 = 所 恒 成 立 . 仅 由 空 集 组 成 的 族 乃 是 所 有 可 能 
的 最 小 集 环 . 

设 名 为 集 族 . 如 果 正 E 区 且 对 于 任意 4 E 包 , 等 式 

ANE=A4 z 

成 立 , 则 EE 叫做 已 的 单位 . 

于 是 , 集 族 @ 的 单位 是 这 个 族 的 包含 了 扣 中 的 一 切 其 他 集 的 最 大 集 . 

具有 单位 的 集 环 称 为 集 代 数 . 

例 1 对 于 任何 集 4, 它 的 一 切 子 集 所 成 的 族 观 (4) 乃 是 具有 单位 E=4 的 集 代 


@ 在 第 五 章 中 , 当 令 述 一 般 测度 理论 时 ,我 们 需要 本 节 中 所 讨论 的 概念 . 因此 本 节 的 内 容 可 以 推 后 学 习 . 
当 读 者 决定 限于 研究 平面 测度 (第 五 章 $ 1) 的 测度 理论 时 ,这 一 节 的 内 容 可 以 完全 不 学 . 
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数 . 

例 2 对 于 任何 非 空 集 4, 由 4 与 空 集 纪 组 成 的 族 { @ ,4| 构成 具有 单位 E=4 
的 集 代数 。 

例 3 任意 集 4 的 一 切 有 限 子 集 的 族 乃 是 集 环 ,这 个 环 是 集 代数 当 且 仅 当 集 4 
本 身 是 有 限 集 

例 4 数 轴 上 一 切 有 界 子 集 的 族 是 不 包含 单位 的 集 环 . 

从 集 环 的 定义 直接 推 得 

定理 1 任何 集 环 的 交响 = 门 咒 。 仍 是 环 . 


我 们 建立 下 面 简单 但 对 今后 重要 的 事实 . 

定理 2 对 于 任何 非 空 集 族 © 存在 一 个 且 仅 有 一 个 环 汰 ( 台 ) , 它 包含 马 且 属 
于 包含 包 的 任何 环 史 中 . 

证 明 不 难看 出 , 环 类 ( 马 ) 由 族 © 唯一 确定 . 为 了 证 明 它 的 存在 性 ,我 们 考察 
属于 已 的 一 切 集 4 的 并 式 =U 4 ,以 及 集 X 的 一 切 子 集 组 成 的 环 状 (X). 设 是 


属于 多 (4) 且 又 包含 的 一 切 集 环 的 总 体 . 显然 ,所 有 这 些 环 的 交 多 = 局 并 就 是 


所 要 求 的 环 并 ( 乌 ). 

事实 上 ,对 于 任何 包含 台 的 环 尖 " , 交 潜 = 六 "nn 观 (X) 是 3 中 的 环 , 从 而 多 C 
只 C 和 ,即时 确实 满足 极 小 性 的 要 求 . 这 个 环 叫 做 上 的 极 小 环 或 生成 环 ,并 
记 作 污 ( 名 ). 

2 集 半 环 在 许多 问题 中 ,例如 ,在 测度 论 中 ,除了 环 的 概念 起 着 重要 的 作用 
以 外 ,还 有 更 一 般 的 集 半 环 的 概念 . 

定义 2 如 采集 族 书包 含 空 集 儿 , 它 关 于 交 是 封闭 的 ,并 且 具 有 下 述 性 质 :由 允 


中 的 4 与 41 C4 就 能 得 到 形 如 A = U hi 的 4 的 表达 式 ,其 中 4; 是 马 中 两 两 不 相 


交 的 集 , 而 首 项 是 给 定 的 集 41. 则 称 © 为 半 环 . 

任 一 组 两 两 不 相交 的 集 4 ,4,,… ,4 的 并 是 已 知 集 4, 我 们 就 把 这 个 并 叫做 集 
4 的 有 限 分 解 式 . 

任 一 集 环 尖 都 是 半 环 ,因为 如 果 4 与 4 C4 属于 锅 , 则 成 立 分 解 式 

A = A, U 4,, 

其 中 4, =A\A, € %k. 

数 轴 上 所 有 开 区 间 (a,b) , 闭 区 间 [a,5], 半 开 区 间 [a,8) 及 (a,b] 的 全 体 ? 都 可 
以 作为 集 半 环 但 不 是 集 环 的 例子 . 平面 上 一 切 “ 半 开 ” 和 矩形 a<x<b,c <y<d 的 全 体 
或 空间 中 一 切 半 开 "平行 六 面体 的 全 体 也 可 以 作为 另 一 个 例 . 


由 同时 , 开 区 间 中 当然 也 包括 “ 空 的 ”" 开 区 间 (a,a) ,而 在 闭 区 间 中 则 包括 由 一 个 点 [a,a] 组 成 的 闭 区 间 . 
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我 们 建立 集 半 环 以 下 的 性 质 . 

引 理 1 设 集 4 ,4,,…,4,,4 属于 半 环 人 ,其 中 集 4; 两 两 不 相交 并 且 皆 属于 4. 
这 时 可 以 把 集 4., ,… ,4, E 马 添 加 到 一 组 集 4,(i=1,2,…,n) 上 ,使 得 集 4 的 有 限 
分 解 式 为 


4A=Uh (s 宇 nn). 


证 明 用 归纳 法 证 明 . 当 n = 1 时 ， 人 假定 对 于 n=m 
命题 成 立 ,我 们 来 考虑 满足 引 理 条 件 的 m+1 个 集 4 4,,1 根据 所 做 的 假定 
4=4U4U…U4 UPB， “UB, 

其 中 所 有 集 B,(g =1,2,…,p) 缘 属于 @. 令 B=4,w 门 B,. 根据 半 环 的 定义 ,有 分 
解 式 B, = Bs UBosU…UB,, ,这 里 所 有 Bj 党 属于 @. 不 难看 出 


4=4U…U4 J hn UU (UB) 


于 是 , 当 n=m+1 时 引 理 的 断言 得 证 ， 从 而 对 所 有 的 n 也 成 立 . 
引 理 2 任 一 有 限 个 属于 半 环 忆 的 一 组 集 4 ,…,4,, 均 可 在 已 中 找到 有 限 个 
两 两 不 相交 的 一 组 集 B; ,… ,B, ,使 得 每 一 4; 都 可 表 为 某 些 集 B, 的 如 下 形式 的 和 : 


4 = UB. 


证 明 当 n=1 时 引 理 成 立 ,因为 只 要 令 1=1,B, =4 即 可 . 假设 当 n=m 时 引 
理 成 立 , 我 们 来 考察 马 中 某 一 组 集 4 ,… ,4 ,4,41. 设 B1,B,,…,B, 是 满足 引 理 关 
于 4， ,4 4 条 件 的 © 中 的 集 . 令 
有 =41mnP. 

根据 引 理 1 ,分 解 式 

4 -UB UUB, B,'EbLS (1) 
成 立 ,而 由 半 环 本 身 的 定义 ,分 解 式 

B,=Bi UB,.U:…UB,,B EL 
成 立 . 不 难看 出 ， 


从 而 集 


两 两 不 相交 . 于 是 , 集 B,,B' 满足 引 理 关于 4 ,… ,4,, ,4,+1 的 条 件 . 

3， 半 环 生成 的 环 ”我 们 在 第 1 段 已 经 看 到 ,对 于 任 一 集 族 G6 都 存在 包含 G 的 
唯一 极 小 环 . 然而 对 任 一 族 名 ,按照 它 实际 地 构造 环 路 (名 ) 却 很 复杂 . 而 当 名 是 半 
环 这 一 重要 的 条 件 下 , 环 外 (名) 就 变 得 很 简单 . 它 的 构造 由 以 下 定理 给 出 
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定理 3 如 采 名 是 半 环 ,那么 总 ( 马 ) 与 在 集 4; E 号 上 具有 有 限 分 解 式 


4 = U A, 
的 集 4 所 成 的 族 8 一 致 
证 明 ”我们 来 证 明 族 8 构成 环 . 如 果 4 与 B 是 8 中 两 个 任意 集 ,那么 成 立 分 
解 式 
4A=U 4 B = U B， 4 € ©,B, EC. 
因为 人 是 半 环 ,所 以 集 


| 


C; = A:NB, 
也 属于 名. 根据 引 理 1 成 立 分 解 式 


4 =U GUU D, B=U CUU SE, (2) 


其 中 D;,E,E 名. 由 等 式 (2) 推 出 集 4nB 与 4AB 具有 分 解 趟 
ANMNB -= U Ci， AAB = U Da UU bk, 


它们 也 属于 8, 于 是 ， 8 确实 是 环 在 包含 E 的 一 切 环 当中 ， 它 的 极 小 性 是 显 
从 的 
4. a 代数 ”在 各 种 不 同 的 问题 中 ,特别 在 测度 论 中 ,不 仪 需 要 研究 有 限 个 集 的 
和 与 有 限 个 集 的 交 , 而 且 还 要 研究 可 数 个 集 的 和 与 可 数 个 集 的 交 . 因此 ,除了 上 面 引 
进 集 环 的 概念 以 外 ,再 引进 下 述 概 念 是 适宜 的 . : 
定义 3 如 采集 环 包含 任 一 集 序列 4 ,4A, ,… ,4,,… 同 时 一 定 包含 和 


S=U 4,, 
则 这 样 的 集 环 叫做 o 环 . 
定义 4 ”如 果 集 环 包含 任 一 集 序列 4 ,4, ,… ,4, ,… 同 时 一 定 包含 交 
p=N 4,, 
则 称 这 样 的 集 环 为 6 环 . 


具有 单位 的 er 环 与 具有 单位 的 8 环 自 然 分 别 叫做 e 代数 与 5 代数 . 然而 ,不 难 
看 出 ,这 两 个 概念 是 一 致 的 : 任 一 e 代数 同时 是 5 代数 ,而 任 一 5 代数 同时 也 是 o 代 
数 . 这 可 从 对 偶 关 系 ( 参 见 $1) 

U4,=E\N(EA,), MA,=E\U (EW,) 
推出 . 
某 集 4 的 所 有 子 集 的 总 体 是 o 代数 最 简单 的 例子 . 
如 果 有 某 一 集 族 到 ,那么 至 少 总 存在 一 个 包含 该 族 的 o 代数 . 事实 上 , 令 
X=UUJA4 


AEG 


8$5S. 集 族 " 23 ， 


并 研究 集 丰 的 一 切 子 集 的 族 8. 显然 ,8 是 包含 G 的 o 代数 . 如 果 和 是 包含 G 的 
任意 的 o 代数 ,而 全 是 它 的 单位 ,那么 任 一 4 E 名 都 属于 区 从 而 = 4C 允 如 


果 久 = U 4 , 则 称 o 代数 好 (关于 族 名 ) 为 不 可 约 的 . 换 句 话说 ,不 可 约 的 o 代数 是 


不 包含 不 属于 任 _ 4 E 名 的 点 的 e 代数 . 自然 在 每 一 种 情况 下 ,我 们 只 限于 研究 这 
种 og 代数 . 

与 上 面 证 明 过 的 关于 环 的 定理 2 类 似 ,对 于 不 可 约 o 代数 也 有 如 下 定理 . 

定理 4 ”对 于 任何 非 空 集 族 ,存在 (关于 这 个 族 ) 不 可 约 的 og 代数 只 (已 ) , 它 
包含 已 且 属 于 包含 @ 的 任何 o 代数 中 . 

证 明 证明 方法 完全 和 定理 2 一样 . o 代数 叭 (已 ) 称 为 族 忆 上 的 极 小 o 代数 . 

在 分 析 中 ,起 重要 作用 的 是 所 谓 博 雷 尔 ( Borel) 集 或 B 集 , 即 数 轴 上 属于 所 有 闭 
区 间 [a,b] 全 体 上 的 极 小 o 代数 的 集 . 

5. 集 族 与 映射 ”我 们 指出 以 下 一 些 对 研究 可 测 函 数 有 用 的 事实 . 

设 y=f(x) 是 在 集 M 上 的 定义 的 且 在 集 N 中 取 值 的 函数 ,并 设 冰 是 集 MN 的 子 
集 组 成 的 某 一 集 族 . 我 们 用 /( 跑 ) 表 示 所 有 属于 逆 的 集 的 象 f(4) 组 成 的 族 . 此 外 ， 
设 只 是 包含 在 NN 中 的 某 一 集 族 ,/ (只 ) 是 属于 园 的 集 的 一 切 原 象 (4) 组 成 的 
族 . 这 时 下 列 命题 成 立 ,其 证 明 留 给 读者 自行 完成 . 

1) 如 先是 环 , 则 f( 泡 ) 也 是 环 . 

2) 如 多 是 代数 , 则 j 广 〈 史 ) 也 是 代数 . 

3) 如 只 是 e 代数 , 则 广 (多 ) 也 是 e 代数 . 

4) RF (NR)) =f (RR)). 

5) Bf (NR)) =f (WB(N)). 

如 果 把 1 换 成 彤 光 换 成 饥 , 上 述 命题 是 否 仍 成 立 ? 
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.度量 空间 的 概念 


1. 定义 与 基本 例子 ”极限 运算 是 分 析 学 中 最 重要 运算 之 一 . 这 种 运算 基于 下 
述 事实 , 即 数 轴 上 一 点 到 另 一 点 的 距离 是 确定 的 . 分 析 学 中 有 许多 基本 性 质 与 实数 
的 代数 性 质 ( 即 与 它们 ) 所 构成 的 域 没有 联系 ,而 只 与 距离 的 概念 有 关 . 在 实数 集合 
中 引进 元 素 间 的 距离 而 予以 推广 ,这 时 我 们 就 得 到 度量 空间 的 概念 , 它 是 现代 数学 
最 重要 概念 之 一 .下面 我 们 研究 度量 空间 理论 的 基本 性 质 及 其 拓 广 一 一 拓扑 空间 . 
本 草 的 结果 对 于 后 面 的 学 习 极 为 重要 . 
定义 ”由 元 素 ( 点 ) 的 某 集 ( 空 间 )X 及 距离 p 组 成 的 偶 (X,p) 叫做 度量 空间 ,其 
中 距离 是 由 站 中 任何 x 与 y 确定 的 单 值 非 负 实 函 数 p(x,y) , 它 满足 以 下 三 条 公理 ， 
1) p(x,y) =0 当日 仅 当 x =y， 
2) p(x,Y) =p(yY,x) 〈 对 称 公理 ) ， 
3) p(x,z) 生 p(Y,y) +p(y,z) (三 角形 公理 ). 
通常 我 们 把 度量 空间 (X,p) 用 一 个 字母 来 表示 : 
= (X,p). 
在 不 致 引起 误解 的 情况 下 ,我们 常常 就 用 “点 的 仓库 ”X 本 身 这 同一 记号 来 表示 
度量 空间 . 
下 面 给 出 度量 空间 的 一 些 例子 ,其 中 有 些 空 间 在 分 析 学 中 起 着 很 重要 的 作用 . 
例 1 对 任意 集 的 元 素 , 令 
0, 当 x = yy 时， 
pz) = (i 当 x 关 y 时. 
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显然 ,我 们 得 到 一 个 度量 空间 . 它 可 以 称 为 孤立 点 空间 . 
例 2 距离 为 
p(X,Y) 一 上 一 YY 


p(x3y) = /> -xi (1) 


的 n 个 实数 有 序 组 x = (x ,x,,… ,x ) 的 集 称 为 n 维 算 术 欧 几 里 得 (Euclid) 空间 R". 
公理 1) 与 2) 对 R" 显然 成 立 . 我 们 来 证 明 三 角形 公理 在 R" 中 也 成 立 . 
设 x= (x ,%) ,Y= (71,7) 及 z = (有 1，… ,2z,), 这 时 三 角形 公理 可 写成 如 


下 形式 : 
| > (和 一) 三 [> 0 — x )” + >a - 入) (2) 


令 y 一 x = ,zi -Y=b ,我 们 得 到 zx =a, +b;, 而 不 等 式 (2) 这 时 化 为 
Sr < /Ear a 
但 此 不 等 式 可 从 著名 的 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 ( Cauchy-ByaakoBckzii) 不 等 式 @ 
(Fob) < Do (4) 
立即 推出 . 事实 上 ,由 于 这 个 不 等 式 , 我 们 有 
> (a +b,)” = > +2 和 ob + > 


的 实数 集 构 成 度量 空间 R. 
例 3 距离 为 


n n n n 
2 2 2 2 
< 一 
< > a,+2 Poo b+ ob 
k=1 k=1 k=1 k=1 


从 而 证 明了 不 等 式 (3) ,因而 也 就 证 明了 (2). 
例 4 考虑 同样 的 n 个 实数 有 序 组 x = (x ,… ,x,) 的 集 , 但 其 中 距离 由 下 式 


pi(%,y) = 之 | x 一 和 | (5) 
定义 . 这 时 公理 1) 一 3) 显 然 成 立 . 我 们 以 R' 记 这 个 度量 空间 . 


中 从 恒等式 


(人 ww) - > > -bh 
推 得 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 ,而 这 个 恒等式 可 直接 验证 . 
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例 5 我 们 再 取 与 例 3、 例 4 同样 的 集 ,而 其 元 素 之 间 的 距离 由 公式 
po (xi7) = max | ys — i | (6) 
定义 . 公理 1) 一 3) 显 然 成 立 . 我 们 记 这 个 空间 为 R". 在 分 析 学 的 许多 问题 中 ,其 方 
便 之 处 不 在 欧 几 里 得 空间 R" 之 下 . 
后 面 三 个 例子 表明 ,对 于 度量 空间 本 身 以 及 对 于 它 的 点 集 具 有 不 同 的 记号 有 了 时 
确实 也 很 重要 ,因为 同样 的 一 组 点 可 以 有 不 同 的 度量 . 
例 6 距离 为 
plf,8) = max | g(t) -f(t) | ， (7) 
定义 在 闭 区 间 [a,6] 上 的 一 切 连 续 实 函数 的 集 C[a,b] 也 形成 度量 空间 . 此 空间 在 分 
析 学 中 起 着 极 重 要 的 作用 . 我 们 也 用 此 空间 点 集 的 同样 记号 CLa,6bj] 来 记 它 . 同时 把 
C10,1j 简 记 为 C. 
例 7 我 们 用 表示 这 样 的 度量 空间 ,其 中 的 点 为 满足 下 述 条 件 


要 


的 一 切 可 能 的 实数 序列 YX 一 (Xi ;YX2 9 ,X ) ,而 距离 由 公式 


p(x,y) = 2. (9 一 (8) 


定义 . 从 基本 不 等 式 (x, +y;)? <2(x; + 六) 推 得 ,对 一 切 x,y E 1, ,函数 p(x,y) 都 有 
意义 , 即 如 果 

Zr < 与 ZY < m， 
则 级 数 > (y - x,)” 收敛 . 现在 我 们 来 证 明 ,函数 (8 ) 满足 度量 空间 公理 , 公理 1) 与 
2) 显然 成 立 ,而 三 角形 公理 这 时 具有 形式 


/> (a — x )” < [> a -7y;)” + [> — x ). (9) 
由 上 面 讨论 知 道 ,(9) 式 中 三 个 级 数 都 收敛 . 男 一 方面 ,对 于 任 一 ,不 等 式 
/> a 一 和) 三 [> a -yy;)” + | 2 0 一 2) 
成 立 ( 人 参见 例 4). 当 n 一 % 时 ,对 上 式 取 极 限 便 得 (9) 式 , 即 ,中 三 角形 不 等 式 成 立 . 
例 8 像 例 6 一样 ,我 们 考察 闭 区 间 [a,5b5] 上 的 一 切 连续 函数 的 集 ,而 距离 按 下 
面 的 公式 定义 , 即 令 
p(x%,Y) = (| (x(1) -7(D)2d (10) 


我 们 把 这 样 的 度量 空间 记 为 C,[ 4a,5] ,并 称 它 为 具有 平方 度量 的 连续 函数 空 
间 . 显然 ,度量 空间 公理 1) 与 2) 在 这 里 仍然 成 立 ,而 三 角形 公理 可 直接 从 柯 西 - 布 


$1， 度 量 空间 的 概念 . 29 . 
尼 雅 可 夫 斯 基 积 分 不 等 式 了 
(fx) < | #0) a | 7(D)d 


推 得 . 
例 9 考察 一 切 有 界 实数 序列 x = (xi ,xs,… ,x,,… ) 的 集 . 令 
p(x,y) = sup |y; ~ |, (11) 
我 们 就 得 到 一 个 度量 空间 ,并 记 它 为 m. 公理 1) 一 3) 显 然 成 立 . 
例 10 距离 为 
pp(%,y) = (> 和 (12) 


(其 中 p 宕 1 是 任意 固定 的 数 ) 的 nn 个 实数 有 序 组 构成 的 集 是 一 度量 空间 ,我 们 把 它 
记 为 R'. 显然 ,公理 1) 与 2) 在 这 里 也 成 立 . 下 面 验证 公理 3). 设 x= (x1，…,%,) ,y= 
(Ji 7) 2 = (21 ,2 ) 是 入 ， 中 三 个 点 . 令 yi 一 Xi = a4,2 E -7y =b, ,这 时 ， 要 证 的 
不 等 式 

ps(%,2) p(X,Y) + po(y,2) 
就 化 为 如 下 的 形式 


(Florhl) < (Plo) + (1) (13) 


这 就 是 所 谓 闵可夫 斯 基 ( Minkowski) 不 等 式 . 当 p =1 时 闵可夫 斯 基 不 等 式 显然 成 立 
(和 的 绝对 值 不 超过 绝对 值 之 和 ) ,所 以 我 们 将 认为 p>1@ 
当 p >1 时 ,不 等 式 (13) 的 证 明 根据 所 谓 赫 尔 德 ( Hilder) 不等式 


> labl< (>lol) (Fl) (14) 
其 中 数 p >1 及 gq >1 具有 关系 
工 + 工 - __p 
Pp 4 ! p-1 (15) 


我 们 指出 ,不 等 式 (14) 是 齐 次 的 . 这 意味 着 , 如 果 对 于 任意 两 个 同 量 4 = 
(qa1,… ,4) 与 5=(b1,…,b;) 不 等 式 (14) 成 立 , 那么 不 等 式 (14) 对 于 向 量 Aa 与 wb 


@ 这 个 不 等 式 可 以 从 容易 验证 的 恒等式 
s 2 b, ” 1 ff 2 
(xD7(Ddj) =j (DO 二 上 Ex(D7D -YXCDY(D] asd 


得 到 . 
@ 当 p <1 时 ,闵可夫 斯 基 不 等 式 不 成 立 . 换 句 话说 ,如 果 我 们 想 要 研究 当 p <1 时 的 空间 R ,那么 在 这 样 
的 空间 中 三 角形 公理 不 成 立 . 
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(其 中 和 与 人 是 任意 数 ) 也 成 立 . 因此 对 不 等 式 (14) 只 要 在 


A (16) 
的 情况 下 来 证 明 就 可 以 了 . 
于 是 ,假设 条 件 (16) 成 立 ; 我 们 来 证 明 
> | ai |<1. (17) 


我 们 研究 由 方程 了 = 名” (& >0) 或 同样 的 方程 
上 =7 (图 7) 所 确定 的 (&,n) 平 面 上 的 曲线 . 由 图 
中 显然 看 出 ,对 于 任意 选取 的 正 数 a 与 5 都 有 Si+ 
S, 宇 ab. 我 们 来 计算 5, 与 5, 的 面积 : 


a 本 Pp 
1 一 dé 一 厅 ， 
0 


， q~1 b’ 
S, = jn dn = gi 图 7 
于 是 , 数 的 不 等 式 


成 立 . 
把 上 面 的 不 等 式 中 的 a 换 成 | a | ,b 换 成 15; | ,并 且 按 从 1 到 nn 求 和 ,注意 
到 (15) 及 (16) 式 ,我 们 得 到 
> | ww |<1. 

这 就 证 明了 不 等 式 (17) ,因而 也 就 证 明了 一 般 的 不 等 式 (14). 当 p =2 时 , 赫 尔 
德 不 等 式 (14) 就 成 为 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 (4). 

现在 我 们 转 到 闵可夫 斯 基 不 等 式 的 证 明 . 为 此 考虑 恒等式 

(lal+ 1581)? = (lal+t lol) lal+t(lal+t 2) 16. 

在 上 式 中 把 a 换 成 QL. ,b 换 成 以 并 按 k 从 1 到 Nn 求 和 ,我 们 得 到 


> (lalt+ 1b | )? 
k=1 


= (olr lo) ol+t Sy Coal+t | 有 | 
k=1 k=1 


现在 把 赫 尔 德 不 等 式 应 用 到 上 式 右 边 两 个 和 中 的 每 一 个 ,并 考虑 到 (p -1)g =p, 我 
们 得 到 


> (Nalt+ | 5; | )? 
k=1 
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< (二 la | + 【0 | [> EA 十 [> LA 小 
在 这 个 不 等 式 的 两 边 除 以 
EA 
便 得 
(leiaD < 人 (lo + (Fr) 
由 此 立即 推 得 不 等 式 (13). 从 而 三 角形 公理 在 空间 R， 中 成 立 . 
在 这 个 例子 中 所 研究 的 度量 p, , 当 p =2 时 就 成 为 欧 几 里 得 度量 ( 例 3), 当 p=1 
时 就 成 为 例 4 的 度量 . 可 以 证 明 , 例 5 中 引进 的 度量 
pa (x,7) = max | ys 一 和 | 
正 是 度量 p,(x,y) 的 极限 情形 , 即 
pe (X,Y) = lim ( > [ys 一 和 网 
从 上 面 得 到 的 不 等 式 


也 不 难 推出 赫 尔 德 积 分 不 等 式 
[lay la < (xn (fly) loa) 


对 于 使 得 右边 的 积分 有 意义 的 任何 函数 x(i) 与 y(t) ,此 不 等 式 是 正确 的 . 由 此 同样 
也 可 得 到 闵可夫 斯 基 积 分 不 地 


(J |x(t) + y(t) "dy < (| | x( ?dy (外 | y(£) ?dy 
例 11 我 们 再 指出 度量 空间 一 个 有 趣 的 例子 . 这 个 空间 的 元 素 是 满足 条 件 
> Ix,|?<% 

(其 中 p>1 是 某 一 固定 的 数 ) 的 一 切 可 能 的 实数 序列 = (x ,x ，…,%,，…) ,而 距离 
由 式 

pe = (Dy) (18) 
定义 . 我 们 记 这 个 度量 空间 为 L | 

根据 闵可夫 斯 基 不 等 式 (13) ,对 任何 有 
(< 人 (人 

因为 ,由 假设 知道 ,级 数 
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之 | x “与 > | yi |? 
都 收敛 . 所 以 当 n 一 % 时 取 极 限 ,我 们 得 到 


(Elm) < 人 (im (im < 9) 

于 是 ,我 们 证 明了 1 中 按 公式 (18) 定义 的 距离 ,对 任意 的 x,y E 7 确实 有 意义 . 同 
时 ,不 等 式 (19) 表 明 在 中 满足 三 角形 公理 . 其 他 公理 显然 也 成 立 . 

用 下 面 的 方法 可 以 进一步 给 出 无 穷 多 的 例子 , 设 R=(X,p) 是 度量 空间 而 MM 是 
X 中 的 任意 子 集 . 那么 ,具有 同一 函数 p(x,y) 的 W 也 是 一 度量 空间 ,但 在 这 里 我 们 
认为 p(x,yY) 是 对 MM 中 的 x 与 y 来 定义 的 ,M 称 为 空间 玉 的 子 空间 . 

2. 度量 空间 的 连续 映射 . 等 距 设 X 与 Y 是 两 个 度量 空间 ,f 是 空间 X 到 空间 
Y 内 的 映射 . 于 是 ,对 于 每 一 个 x E 和 有 了 中 的 某 一 元 素 y =f (x) 与 之 对 应 . 如 果 对 
于 任意 的 e >0, 存 在 6>0 ,使 得 对 于 

p(X,x0) <6 
的 一 切 x E X, 不 等 式 
pi(f (x), f(x%0)) < 2 

成 立 ( 这 里 p 是 X 中 的 距离 ,而 pi 是 了 中 的 距离 ) , 则 称 映射 f 在 点 x。E XX 连续 . 如 
果 映 射 了 在 空间 X 的 一 切 点 都 连续 , 则 称 f 在 X 上 连续 . 如 果 工 与 了 都 是 数 集 , 即 / 
是 在 数 轴 的 某 一 子 集 X 上 定义 的 数值 函数 ,那么 导出 的 连续 映射 的 定义 就 成 为 大 家 
所 熟知 的 初等 分 析 中 连续 函数 的 定义 . 

类 似 地 可 定义 多 变量 x，E 下， E X,( 其 中 XX ,…,X, 是 度量 空间 ) 的 在 度 
量 空间 了 中 取 值 的 连续 冰 数 (映射 )/ 

说 到 这 里 ,我们 指出 ,如 果 把 距离 p(x,y) 看 作 X 中 变量 x 与 y 的 函数 ,那么 距离 
p(x,Y) 本 和 号 是 连续 的 . 这 可 从 不 等 式 

[p(x,y) ~ p(xo,y0) | < p(xo,x) +p(yoy) 

立即 推 得 ,而 此 不 等 式 不 难 从 三 角形 不 等 式 推出 . 

如 果 映 射 户 X 一 了 是 一 对 一 的 ,那么 存在 空间 了 到 空间 世上 的 逆 映 射 x = 
太 - (7). 如 果 有 映射 是 一 对 一 且 是 双方 连续 的 ( 即 .与 广 : 都 是 连续 映射 ) , 则 了 称 为 
同 胚 映射 或 同 胚 ,而 在 其 间 可 以 建立 同 胚 的 空间 与 YY 本身 称 为 相互 同 胚 的 . 整个 
数 轴 ( - % ,% ) 与 开 区 间 , 例 如 开 区 间 ( -1,1) ,可 以 作为 同上 胚 的 度量 空间 的 例子 . 
此 时 同 胚 由 下 式 

Y = 二 arctg %X 

建立 . 所 谓 等 距 映 射 是 同 胚 的 重要 特殊 情形 . 

如 果 对 于 任意 x1 ,xy E RR， 

p(X1i,%2) = p'(f (x), f(x,)), 
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则 称 度量 空间 R= (X,p) 与 R'=(Y,p') 之 间 的 双 射 了 为 等 距 映 射 . 在 其 间 可 以 建立 
等 距 对 应 的 空间 R 与 R' 叫 做 等 中 的 . 

空间 与 R' 等 距 意 味 着 它们 的 元 素 之 间 的 度量 关系 是 一 样 的 ;所 不 同 的 可 能 
只 是 它们 的 元 素 的 特性 ,从 度量 空间 观点 来 看 这 是 非 本 质 的 . 今后 我 们 把 彼此 等 距 
的 空间 简单 地 看 成 同一 空间 . 

在 本 章 $5 末 , 我 们 还 要 返回 来 用 最 一 般 的 观点 来 曾 述 这 里 的 概念 (连续 性 、 
同 胚 ). 
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1. 极限 点 . 闭 包 ”这 里 我 们 引进 度量 空间 理论 的 一 些 概 念 , 这 些 概 念 以 后 经 党 
要 用 到 . 

设 尺 是 一 个 度量 空间 . 我 们 把 满足 条 件 

p(X,X0) < 7 

的 点 x E RR 的 全 体 B(xo,r) 称 为 开 球 ,其 中 点 xo 称 为 该 球 的 中 心 ,而 数 " 称 为 球 的 
半径 . 

我 们 把 满足 条 件 

PCxY,XYo) Er 

的 点 x E 尺 的 全 体 B[xo ,rj] 称 为 团 球 . 

我 们 把 z 为 中 心 ,e 为 半径 的 开 球 又 叫做 点 xo 的 - 邻 域 ,并 记 作 0,(%o). 

习题 ” 试 举 出 度量 空间 的 例子 ,在 此 空间 中 有 使 得 pm > ps 的 两 个 球 B(x,pi ) ,B(Y,p:) 但 
B(x,pi) CB(y,p2). 

如 果 集 MCR 完全 包含 在 某 一 球 中 , 则 称 集 W 是 有 界 的 . 

如 果 点 x ER 的 任何 邻 域 至 少 包含 集 MCR 中 的 一 个 点 , 则 称 此 点 为 1 的 接触 
点 . 集 1M 的 一 切 接触 点 的 总 体 记 作 [ 履 ] 并 称 为 该 集 的 闭 包 . 于 是 ,我 们 可 以 对 度量 空 
间 的 集 定义 闭 包 的 运算 , 亦 即 从 集 M 变 到 其 闭 包 [ 1] 的 运算 . 

定理 1 闭 包 运算 具有 下 列 性 质 : 

1) MCLM|, 

2) [[M]]=[M], 

3) 如 果 Mi CM, ,那么 [M1] CLM,]， 

4) [af UM, | 一 [AM1 | U [M, |]. 

证 明 ”第 一 个 命题 显然 成 立 ,因为 属于 M 的 一 切 点 都 是 W 的 接触 点 . 我 们 来 证 
明 第 二 个 命题 . 

设 x E[[LM]]. 这 时 在 点 x 的 任何 邻 域 0.(*) 中 可 以 找到 点 ELMj]. 令 e- 
p(x,x1) = el 并 考察 球 0。(xi ). 这 个 球 完全 包含 在 球 0,(*) 中 . 事实 上 ,如 采 z E 
CO。 (xi ) ,那么 p(Z,X1) < 21. 又 因为 p(x,xi) ET El ,所 以 根据 三 角形 公理 
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plz,%) < El +(e -ElI) = 2， 
即 z E 0。(%). 因为 x E[M], 所 以 在 0。(x ) 中 可 以 找到 和 E M. 但 这 时 局 Ee 
0,(x). 因为 0,(x) 是 点 x 的 任意 邻 域 ,所 以 x Ee[M]. 第 二 个 命题 证 毕 . 
第 三 个 性 质 是 明显 的 . 最 后 ,我们 来 证 明 第 四 个 性 质 . 
如 果 x 三 [ 14， UM, | ,那么 多 至 少 属于 集 [ Mi] 或 [MM] 中 之 一 , 即 
[MUM]CI[IM]UI[M,]. 
因为 MCMiUM, 及 M,CMUM,, 所 以 由 性 质 3) 得 到 相反 的 包含 式 . 定理 证 毕 . 

如 果 点 x E R 的 任何 邻 域 包 含 MCR 中 无 限 多 个 点 , 则 称 点 x 为 集 M 的 极 
限 点 . 

极限 点 可 以 属于 MM, 也 可 以 不 属于 M. 例如 ,如 果 1 是 闭 区 间 [0,1] 中 的 有 理 数 
集 , 那 么 该 区 间 的 每 一 个 点 都 是 M 的 极限 点 . 

如 果 在 点 x 充分 小 的 邻 域 0.(x) 中 没有 异 于 x 的 M 中 的 点 , 则 属于 集 MN 的 点 x 
称 为 这 个 集 的 孤立 点 . 作为 习题 请 读者 证 明 下 面 的 命题 : 

集 1 的 任 一 接触 点 或 是 该 集 的 极限 点 ,或 是 孤立 点 . 

由 此 可 以 断言 , 闭 包 [M] 一 般 说 来 由 下 列 三 种 类 型 的 点 组 成 : 

1) 集 的 孤立 点 ; 

2) 属于 MM 的 集 M 的 极限 点 ; 

3) 不 属于 M 的 集 M 的 极限 点 . 

于 是 ,给 M 添加 上 它 的 一 切 极 限 点 便 得 到 闭 包 [ M1]. 

2. 收 和 敛 性 设 x, ,x,,… 是 度量 空间 R 中 的 点 列 . 如 果 点 x 的 每 一 个 邻 域 O_(x) 
包含 从 某 一 项 开始 的 一 切 点 x, , 即 如 果 对 于 任 一 a >0, 可 以 找到 这 样 的 数 NN, ,使 得 
当 n >N。 时 0,(x) 包 含 所 有 的 点 x , 则 称 这 个 序列 收敛 于 点 x. 点 x 称 为 序列 {x } 的 
极限 . 

这 个 定义 显然 还 可 以 用 下 列 方式 叙述 :如 果 

limp(%,x,) = 0， 
则 序列 {x,| 收敛 于 x. 

从 极限 定义 直接 推出 :1) 任 一 序列 不 可 能 有 两 个 相 异 的 极限 ;2) 如 果 序 列 
tx 收敛 于 点 *, 那 么 它 的 任 一 子 序 列 也 收敛 于 同一 个 点 . 

下 面 的 定理 建立 了 接触 点 与 极限 点 两 概念 之 间 的 紧密 联系 . 

定理 2 点 x 是 集 MM 的 接触 点 的 充 要 条 件 为 M 中 存在 收敛 于 x 的 点 列 {x ,上 

证 明 必要 条 件 ,因为 如 果 x 是 集 MM 的 接触 点 ,那么 在 它 的 任 一 邻 域 0,,(x) 中 
至 少 包 含 一 个 点 x, E MM. 这 些 点 构成 收敛 于 x 的 序列 . 充分 性 显然 . 

如 有 果 x 征集 M 的 极限 点 ,那么 可 以 选取 与 不 同 的 n 相对 应 的 两 两 不 同 的 点 x， 
E 0u,(x) 阁 MM. 于 是 ,点 x 是 MM 的 极限 点 的 充 要 条 件 为 在 MM 中 存在 收敛 于 x 的 两 两 
不 同 的 点 的 序列 . 

现在 我 们 可 以 用 收敛 序列 的 术语 来 叙述 $1 中 引进 的 度量 空间 已 到 度量 空间 了 
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内 连续 映射 的 概念 . 即 如 果 对 于 收敛 于 x。 的 任 一 序列 {x,} ,序列 1y, = 了 (x, )| 都 收 
争 于 yo =f (%o) , 则 映射 y=f (x) 在 点 xo 连续 . 这 个 连续 性 定义 与 $1 引进 的 连续 
性 ,它们 等 价 性 的 证 明 与 数值 函数 两 种 连续 性 定义 (“用 ,6 术语 ”与 “用 序列 术 
语 ”) 的 等 价 性 证 明 没 有 什么 不 同 ,请 读者 证 明 . 

3. 稠密 子 集 设 4 与 B 是 度量 空间 R 中 两 个 集合 . 如 果 [4] DB, 则 称 集 4 在 B 
中 稠密 . 特别 ,如 果 集 4 的 闭 包 [4] 与 全 空间 尺 重合, 则 称 集 4( 在 空间 尺 中) 处 处 稠 
密 . 例如 ,有 理 数 集 在 数 轴 上 处 处 稠密 . 如 果 集 4 在 任 一 球 中 不 稠密 , 即 如 果 在 任 一 
球 记 CR 中 包含 有 另 一 与 4 无 任 一 公共 点 的 球 B', 则 称 集 4 无 处 稠密 . 

具有 可 数 处 处 稠密 集 的 空间 的 例子 . 具有 可 数 处 处 稠密 集 的 空间 称 为 可 分 空 
间 . 我 们 用 这 个 观点 研究 $ 1 中 给 出 的 例子 . 

例 1 在 $1 例 1 中 所 说 的 “离散 ”空间 ,在 该 空间 中 包含 可 数 处 处 稠密 集 的 充 
要 条 件 为 它 本 身 只 由 可 数 个 点 组 成 . 这 是 由 于 在 这 个 空间 中 ,任何 集 M 的 闭 包 [ M] 
总 与 愉 相 同 . : 

在 $1 例 2 至 例 8 中 所 列举 的 一 切 空间 ,都 包含 可 数 处 处 稠密 集 . 我 们 在 其 中 每 
一 个 空间 指出 这 样 的 集 ,详细 证 明 请 读者 自行 完成 

例 2 在 实数 轴 R 上 的 有 理 点 . 

例 3 一 例 5 在 n 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 以 及 在 空间 R?,R" 中 那些 具有 有 理 坐 
标 向 量 的 全 体 . 

例 6 在 空间 ClLa,b] 中 那些 具有 有 理 系数 一 切 多 项 式 的 全 体 . 

例 7 在 空间 4 中 的 这 样 的 序列 的 全 体 ,其 中 任 一 序列 的 一 切 项 是 有 理 数 ,并 
且 异 于 零 的 项 只 有 有 限 项 (对 每 一 序列 本 身 而 言 ). 

例 8 在 空间 C,[a,b] 中 那些 具有 有 理 系 数 一 切 多 项 式 的 全 体 . 

同时 指出 ,有 界 序列 空间 m( $1 例 9) 是 不 可 分 的 . 

事实 上 ,考虑 由 0 与 1 组 成 的 所 有 可 能 序列 ,它们 构成 连续 统 的 势 的 集合 (因为 
它们 与 自然 数列 的 子 集 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ). 在 这 个 集中 按 $1 公式 (11) 定 义 
的 两 点 之 间 的 距离 等 于 1. 我 们 围绕 其 中 每 一 个 点 作 半 径 为 1/2 的 开 球 ,这 些 球 互 不 
相交 . 如 果菜 一 个 集 在 m 中 处 处 稠密 ,那么 所 构造 的 每 一 个 球 都 应 当 至 少 包含 该 集 
中 的 一 个 点 . 从 而 此 集 不 可 能 是 可 数 的 . 

4. 开 集 与 闭 集 在 度量 空间 中 我 们 来 研究 两 类 重要 的 集 , 即 开 集 与 闭 集 . 

设 M 是 度量 空间 R 中 的 集合 . 如 果 M 与 其 闭 包 重合 :[M] =M, 则 称 M 为 闭 集 . 
换 句 话说 , 集 称 为 闭 的 ,就 是 说 它 包含 了 自己 的 一 切 极限 点 . 

根据 定理 1 知道 ,任何 集 MM 的 闭 包 是 闭 集 . 从 同一 个 定理 还 推出 ,[M] 是 包含 M 
的 最 小 团 集 ( 请 读者 证 明 此 断言 !). 

例 1 数 轴 的 任 一 闭 区 间 [a,b] 是 闭 集 . 

例 2 闭 球 是 闭 集 . 特别 ,在 空间 C[a,b] 中 满足 条 件 |f (1) | <KK 的 函数 所 成 
的 集 是 闭 的 . 
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例 3 在 空间 C[a,5] 中 满足 条 件 |f (+) | <K( 开 球 ) 的 函数 /所 成 的 集 不 是 闭 
的 ; 它 的 闭 包 是 满足 条 件 |f (+) | <K 的 函数 /的 全 体 . 

例 4 对 于 任何 度量 空间 RR, 空 集 作 及 全 空间 尺 痢 是 闭 的 . 

例 5 由 有 限 个 点 组 成 的 任何 集 都 是 闭 的 . 

闭 集 的 基本 性 质 可 以 叙述 为 以 下 定理 的 形式 . 

定理 3 ”任意 多 个 闭 集 的 交 与 任意 有 限 多 个 闭 集 的 和 仍 是 闭 集 . 

-证 明 设 F= 咯 FF 是 闭 集 下 ,的 交 ,% 是 下 的 极限 点 ,这 表示 x 的 任何 邻 域 0。 
(x) 包 含 下 中 无 限 多 个 点 . 但 这 时 0,(%) 更 是 包含 每 一 个 Ff 中 的 无 限 多 个 点 . 于 是 ， 
因为 所 有 的 是 闭 的 ,所 以 点 x 属于 每 一 个 F. 因此 ,x E 和 = 阁 F, 即 FF 是 闭 的 . 


现 设 是 有 限 个 闭 集 之 和 : F = J F, ,点 «不 属于 .我 们 来 证 明 ,x 不 可 能 是 


的 极限 点 . 事实 上 ,x 不 属于 闭 集 F, 中 的 任何 一 个 ,因而 也 就 不 是 了; 中 任何 一 个 
的 极限 点 . 所 以 ,对 于 每 一 个 i 可 以 找到 点 x 的 邻 域 0, (x) ,使 得 这 个 邻 域 至 多 包含 
F, 中 有 限 个 点 . 从 邻 域 0. (x) ,…,0。(x) 中 选取 最 小 的 一 个 ,我 们 便 得 到 至 多 包含 
F 中 有 限 个 点 的 点 x 的 邻 域 0,(x). 

于 是 ,如 果 点 x 不 属于 五 ,那么 它 不 可 能 是 下 的 极限 点 , 即 F 是 闭 的 . 定理 证 毕 . 

如 果 存 在 点 x 的 邻 域 0,(x) 完 全 包含 在 集 履 中 , 则 点 x 称 为 集 必 的 内 扣 . 

其 一 切 点 均 为 内 点 的 集 称 为 开 集 . 

例 6 数 轴 R 的 开 区 间 (a,5) 是 开 集 . 事实 上 ,如 果 a<a<5b, 那 么 0,(a)(e= 
min(aw -a,b -a) ) 完 全 包含 在 开 区 间 (c ,2) 中 . 

例 7 任何 度量 空间 R 中 的 开 球 B(a,r) 是 开 集 . 事实 上 ,如 果 x E B(a,r) , 那 
么 p(a,x) <r. 令 ee=r-p(a,x). 于 是 B(x,e) CB(a,7). 

例 8 在 [a,6b5] 上 满足 条 件 f (1) <g(t) (g(t) 是 某 一 给 定 的 连续 晴 数 ) 的 连续 
阻 数 的 集合 乃 是 空间 CL c ,的 一 个 开 子 集 . 

定理 4 集 M 是 开 的 充 要 条 件 为 它 的 余 集 R\M 关于 全 空间 是 闭 的 . 

证 明 ”如果 M 是 开 的 ,那么 对 于 M 中 每 一 点 x 都 有 一 个 邻 域 完 全 包含 在 M 中 ， 
即 这 些 邻 域 与 R\M 没有 任何 一 个 公共 点 . 于 是 ,不 属于 R\M 的 任何 一 点 就 不 能 是 
R\M 的 接触 点 , 即 R\M 是 闭 的 . 反之 ,如 果 R\M 是 闭 的 ,那么 对 于 M 中 任 一 点 都 有 
完全 包含 在 M 中 的 邻 域 , 即 M 是 开 的 . 

由 于 空 集 与 全 空间 RR 是 闭 的 ,并 且 它 们 又 同时 互 为 余 集 ,因此 空 集 与 全 空间 
也 都 是 开 的 . 

由 定理 3 及 对 偶 原 理 ( 余 集 的 交 等 于 和 的 余 集 , 余 集 的 和 等 于 交 的 余 集 , 参 看 第 
一 章 $1 第 2 段 ) 可 以 推出 下 面 与 定理 3 互 为 对 偶 的 重要 定理 . 

定理 3 任意 (有 限 或 无 限 ) 多 个 开 集 的 和 与 任意 有 限 个 开 集 的 交 仍 是 开 集 . 

由 空间 R 的 一 切 开 子 集 与 闭 子 集 生成 的 属于 o 代数 的 集 称 为 博 雷 尔 集 . 

5. 直线 上 的 开 集 与 闭 集 ”在 一 些 度量 空间 中 , 开 集 与 闭 集 的 结构 可 能 是 很 复 


$ 2. 收敛 性 . 开 集 与 闭 集 .37 ， 


杂 的 . 这 种 复杂 性 甚至 连 二 维 或 多 维 的 欧 几 里 得 空间 的 开 集 与 闭 集 也 不 例外 . 但 是 ， 
在 一 维 即 在 直线 的 情况 下 ,对 一 切 开 集 (因而 也 对 一 切 闭 集 ) 做 出 详尽 的 描述 并 不 困 
难 . 这 就 是 下 面 给 出 的 定理 . 

定理 5 数 直 线 上 任 一 开 集 乃 是 有 限 个 或 可 数 个 两 两 互 不 相交 开 区 间 的 
和 和 集 @. 

证 明 设 6 是 直线 上 的 开 集 . 我 们 对 G 中 的 点 引进 等 价 关 系 :如 果 存 在 这 样 的 
开 区 间 (a,B) ,使 得 x,y E (a,B) CG, 我 们 就 把 x,y 看 作 是 等 价 的 ,并 记 作 x~y. 显 
然 , 这 个 关系 是 自 反 的 ,对 称 的 ,而 且 还 是 传递 的 . 因为 如 果 x ~y 及 y ~z, 则 存在 这 
样 的 开 区 间 (a,B) 与 (y,6) ,使 得 

Xx,y E(a,B) CGRY,z E(Y,6) CGC. 
但 这 时 y <B 且 开 区 间 (a,6) 完 全 位 于 G 中 并 包含 点 x 与 z. 因此 ,相互 等 价 的 点 把 C 
分 解 为 两 两 互 不 相交 的 类 7。 : 

G=ULI. 

我 们 来 证 明 , 任 一 7 都 是 开 区 间 (a,5) ,其 中 a =inf ,b=supl,. 包含 式 1LC(a,b) 显 
然 成 立 . 另 一 方面 ,如 果 *,y E 1,, 那 么 由 7 本 身 的 定义 知 , 开 区 间 (%x,y) 包 含 在 1 中 . 
因为 a 点 右边 任何 邻 域 与 5 点 左边 任何 邻 域 都 是 1 中 的 点 ,所 以 1 包含 其 端点 属于 
(a,5) 的 任何 开 区 间 (a',b'). 由 此 可 见 工 = (a,5). 这 些 互 不 相交 的 开 区 间 组 [至 多 
是 可 数 的 . 事实 上 ,我 们 可 以 在 其 中 每 一 个 开 区 间 用 任意 的 方式 选取 有 理 点 ,于 是 这 
些 开 区 间 与 有 理 数 集 的 某 一 子 集 建立 了 一 一 对 应 . 定理 证 毕 . 

因为 闭 集 是 开 集 的 余 集 ,所 以 由 此 推出 :直线 上 的 任 一 闭 集 可 以 从 直线 上 去 掉 
有 限 个 或 可 数 个 开 区 间 而 得 到 . 

闭 集 最 简单 的 例子 是 闭 区 间 , 单 点 集 以 及 有 限 个 这 些 集 的 和 . 下 面 我 们 研究 直 
线 上 一 个 比较 复杂 的 闭 集 例子 , 即 所 谓 康 托 尔 集 . 

设 是 闭 区 间 [0,1]. 从 Ff 中 去 掉 开 区 间 (1/3,2/3) , 而 剩 下 的 闭 集 记 作 i. 
然后 从 F 中 去 掉 开 区 间 (1/9,2/9) 与 (7/9,8/9) , 而 剩 下 的 闭 集 (由 四 个 闭 区 间 组 
成 ) 记 作 忆 . 在 这 四 个 闭 区 间 中 的 每 一 个 去 掉 长 为 (1/3)? 的 中 间 的 开 区 间 ,等 等 (图 
8). 继续 这 一 过 程 , 便 得 到 递减 的 闭 集 序列 F,. 令 

及 = 人 门下. 
F 是 闭 集 ( 看 作 闭 集 之 交 ). 它 是 从 闭 区 间 [0,1] 中 去 掉 可 数 个 开 区 间 而 得 到 的 . 

我 们 研究 集 下 的 结构 ,属于 下 的 点 

0,1,1/3,2/3,1/9,2/9,71/9,8/9,.… (1) 
显然 是 被 去 掉 开 区 间 的 端点 . 但 是 ,这 些 点 并 没有 遍历 集 F. 事实 上 , 闭 区 间 [0,1] 上 
属于 集 忆 的 那些 点 可 以 用 下 面 的 方式 来 说 明 它 的 特征 . 我 们 把 0<x<1 的 每 一 个 数 


中 我 们 这 时 把 ( - % ,% ) ,(a,% ) 与 (-o ,B) 的 集 也 列 为 开 区 间 . 
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图 8 
X 写成 三 进位 小 数 : 
人 人 
x = 二 + 二 + 二 十 …， 
3 3 3 


其 中 数 a, 可 以 取 值 0,1 或 2. 像 十 进位 小 数 的 情形 一 样 , 某 些 数 允 许 两 种 写法 . 
例如 ， 
4 对 

3 3 3- 

不 难 验 证 , 凡 属 于 集 下 的 仅仅 是 0<x<1 上 这 样 的 数 *, 它 至 少 可 以 用 一 种 方法 
写成 三 进位 小 数 ,在 这 种 形式 中 使 得 序列 o ,oa ,…,a,,… 不 出 现 1. 于 是 ,对 于 每 一 
点 x E 下 ,可 以 使 得 它 与 序列 

Ql C2 ， “0 (2 ) 
相对 应 ,其 中 , 等 于 0 或 2. 这 些 序列 的 全 体 构 成 连 4 续 统 的 势 的 集 . ; 这 可 验证 如 下 ， 
对 每 一 序列 (2) ,使 它 与 序列 

DO (2 ) 
相对 应 ,其 中 当 a, =0 时 4b,=0, 当 a,=2 时 b=1. 序列 (2 ) 可 以 看 作 0<y<1 上 某 
一 实数 7 的 二 进位 小 数 表 示 形 式 这 样 ,我 们 就 得 到 集 玉 到 整个 闭 区 间 [0,1] 上 的 映 
射 . 由 此 推出 下 具有 连续 统 的 势必 因为 点 集 (1) 是 可 数 的 ,所 以 这 些 点 不 可 能 填 满 
整个 下 | : 

习题 1 直接 证 明 ,属于 集 下 的 点 1/4 不 是 被 去 掉 开 区 间 中 的 任何 一 个 端点 . 

提示 ”点 1/4 分 区 间 [0,1] 为 1 与 3 之 比 . 在 第 一 次 去 掉 开 区 间 以 后 而 剩 下 的 闭 区 间 [0， 
1/3] 也 被 点 1/4 分 成 1 与 3 之 比 ,等 等 

(1) 中 的 点 称 为 集 严 的 第 一 类 点 ,下 中 其 余 的 点 称 为 第 二 类 点 . 

习题 2 证 明 , 第 一 类 点 构成 中 处 处 稠密 集 . 

习题 3 证 明 , 形 如 4 + 人 和 5 E 万 的 一 切 数 填 满 整个 闭 区 间 [0,2]， 


QD 所 建立 的 集 下 与 闭 区 间 [0,1] 之 间 的 映射 是 单 值 的 ,但 不 是 相互 单 值 的 (因为 同一 个 数 有 时 可 以 用 相 
异 的 二 进位 小 数 来 表示 ). 由 此 推出 ,F 具有 不 小 于 连续 统 的 势 . 但 下 是 闭 区 间 [0,1] 的 一 部 分 ,从 而 它 又 不 能 
大 于 连续 统 的 势 . 


$2. 收敛 性 . 开 集 与 闭 集 39 ， 


我 们 已 经 证 明 集 F 具有 连续 统 的 势 , 即 它 与 整个 闭 区 间 [0,1] 包 含 同 样 多 
的 点. 


把 这 一 事实 与 下 面 的 结果 进行 比较 是 有 趣 的 :一 切 被 去 掉 开 区 间 的 长 之 和 二 


+ 襄 +… 愉 好 等 于 1 
. 补充 讨论 
1) 设 M 是 度量 空间 RR 中 的 某 一 个 集 ,x 是 该 空间 的 点 . 数 
p(x,M) ="inf p(x,a) 
称 为 点 x 到 集 M 的 距离 . 


如 果 x E 1M, 那 么 p(x,M) =0, 但 从 p(x,M) =0 并 不 能 推出 x E M. 7 从 接触 点 的 定义 直接 得 
到 :p(x,M) =0 的 充 要 条 件 为 x 是 集 1 的 接触 点 . 这 样 一 来 , 闭 包 运算 可 以 定义 为 :与 集 的 距离 等 
于 零 的 一 切 点 均 归 人 该 集 . 
2) 两 集 之 间 的 距离 可 类 似 地 定义 . 设 4,B 为 度量 空间 R 的 两 个 集 , 则 
p(4A,B) = infp(a,6). 


如 果 4MB 必 ,那么 p(4,B) =0; 一 般 说 来 ,反之 不 成 立 . 
3) 设 Mx 是 Cla,bj 中 所 有 函数 /所 成 的 集 , 其 中 /满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 :对 于 任意 
ti ,t, ELa,b | 
|f(1) -fu)| <KIb, -ul|, , 
这 里 是 某 一 固定 的 数 . 集 Mx 是 闭 的 . 它 与 [a,5] 上 满足 |f (1) | <K 的 切 可 微 函数 所 成 的 集 
的 闭 包 一 致 


4) 设 集 M = U Mx ,对 于 任何 K,Mx 是 满足 利 普 希 茨 条 件 的 函数 所 成 的 集 , 则 MM 非 财 . 它 的 


闭 包 是 整个 空间 C[a,6] 

5) 设 CG 是 nn 维 欧 几 里 得 空间 的 开 集 . 如 果 任 意 两 点 x,y E G 可 以 用 完全 位 于 G 中 的 折线 来 
连接 ; 则 称 G 为 连通 的 . 例如 , 圆 的 内 部 +? <1 是 连通 集 . 相反 地 ,两 个 贺 

+y <1 与 (x-2) + 六 <1 
的 和 不 是 连通 集 ( 虽 然 在 这 两 个 圆 上 有 一 公共 的 切 点 1). 设 且 是 开 集 G 的 开 子 集 . 如 果 它 是 连通 
的 且 不 包含 在 C 的 任意 更 大 的 连通 开 子 集中 , 则 称 互 为 集 6 的 分 支 . 在 6 中 可 以 引进 等 价 关 系 
x ~y: 如 果 存 在 G 中 的 连通 开 子 集 五 把 % 与 y 盖 住 , 即 
x,yYEHCGSG, 

则 x~y. 像 在 直线 的 情形 一 样 ,不 难 验 证 上 述 等 价 关系 具有 传递 性 ,所 以 可 以 把 6 分解 为 两 两 不 
相交 的 类 :GC = UI 这 些 类 是 G 的 开 分 支 , 它 们 的 个 数 至 多 是 可 数 的 . 

在 n=1, 即 在 直线 的 情形 下 , 任 一 连通 开 集 是 开 区 间 ( 其 中 也 包括 无 限 开 区 间 ( - o ,4) , (5， 
% ) 和 ( - m ,om )). 于 是 ,定理 5 关于 直线 上 开 集 的 构造 由 两 个 命题 组 成 :a) 直线 上 任 一 开 集 力 
是 有 限 个 或 可 数 个 分 支 的 和 集 ;b) 直线 上 的 连通 开 集 是 开 区 间 . 这 两 个 命题 中 的 前 一 个 对 维 欧 
几 里 得 空间 (还 可 以 进一步 推广 ) 的 集 也 是 正确 的 ,而 后 一 个 命题 只 对 直线 的 集成 立 . 
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$ 3. 完备 度量 空间 


1. 完备 度量 空间 的 定义 与 例子 ”自学 习 数学 分 析 的 开始 阶段 ,我们 就 看 到 数 
直线 的 完备 性 , 即 任 一 基本 实数 列 收敛 于 某 一 极限 这 一 性 质 , 在 分 析 学 中 起 着 多 人 么 
重要 的 作用 . 数 直 线 乃 是 所 谓 完 备 度量 空 间 最 简单 的 例子 ,本 节 我 们 就 研究 这 种 空 
间 的 基本 性 质 . 

设 ix1 是 度量 空间 RR 的 点 列 ,如 果 它 满足 柯 西 准 则 , 即 如 果 对 于 任意 e >0, 存 
在 数 NN,, 使 得 对 所 有 的 n' >N,,n” >N,,p(%, ,x,) <e 成 立 , 则 称 {x,| 为 基本 点 列 . 

从 三 角形 公理 直接 推 得 , 任 一 收敛 序列 都 是 基本 的 . 事实 上 ,如 果 {x,} 收 伍 于 x， 


那么 对 于 给 定 的 = >0 ,可 以 找到 数 N,, 使 对 一 切 n>NN,,p(%,,x) < 了 这 时 ,对 于 任 


意 的 n’>N, 与 n”>N, ,p(x,,,%,) Sp(%,,%) +D(OX YX) <e. 

定义 1 如 来 空间 RR 中 任 一 基本 序列 都 收敛 , 则 这 个 空间 称 为 完备 的 . 

例如 ,在 $ 1 所 研究 的 一 切 空间 中 , 除 例 8 以 外 ,都 是 完备 的 . 事实 上 : 

例 1 在 孤立 点 的 空间 中 ($1 例 1) ,只 有 定常 序列 ( 即 从 其 中 某 一 个 下 标 开始 
都 重复 着 同一 个 点 的 序列 ) 是 基本 的 . 任 一 这 样 的 序列 当然 都 收敛 ,也 就 是 说 该 空间 
是 完备 的 . 

例 2 从 分 析 学 知道 ,实数 全 体 构成 的 欧 几 里 得 空间 R 是 完备 的 . 

例 3 从 R' 的 完备 性 直接 可 推出 欧 几 里 得 空间 R" 的 完备 性 . 事实 上 , 设 {x”] 
是 R" 中 的 基本 点 列 . 这 意味 着 对 任 一 e >0 可 以 找到 V = WV_ ,使 得 对 一 切 大 于 NN 的 
P,9, 有 


> ( x?) — x ) < 2”, 
k=1 


其 中 x”= {x ,… ,x |}. 这 时 ,对 于 每 一 k=1,2,…,n, 我 们 得 到 相应 于 坐标 xx? 
的 ,对 于 一 切 p,q > V 都 成 立 的 不 等 式 : 
| xi) 一 区 (9 | <_e， 
即 {x 和 名 上 是 基本 数列 . 设 
XE 一 ]imxk 及 x = (Xi,X2 ,XY,), 


这 时 显然 有 


例 4 一 例 S 空间 Rs 与 Ri 的 完备 性 可 完全 类 似 地 证 明 . 
例 6 我 们 来 证 明 CLa,5] 的 完备 性 . 设 {x,(t) |} 为 CLa,b] 中 的 某 一 基本 序列 . 
这 表示 对 每 一 >0, 存 在 这 样 的 NN, 使 得 当 n,m >N 时 ,对 于 一 切 t(a<t<6b)， 


|x,(t) -x,(t)| <e. 


A TO ed em A a TE ee EC 
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由 此 推出 序列 {x,(?) | 一 致 收敛 . 大 家 知道 ,此 时 它 的 极限 x(1) 是 连续 函数 . 在 上 面 
不 等 式 中 让 m 趋 于 无 限 大 ,对 于 所 有 的 1 及 一 切 n >N, 有 
|x,(t) -x(t)| < e. 
这 也 就 意味 着 x, (it) |] 在 空间 Cla,b] 的 度量 意义 下 收 钙 于 x(2). 
例 7 我 们 来 证 明 空间 的 完备 性 . 设 |x'” | 是 1 中 的 基本 序列 . 这 表示 对 任意 
& >0, 可 以 找到 这 样 的 N, 当 n,m >N 时 ， 
p (x ,x™ ) = > (a -x/™)” <&, (1) 
其 中 zx = (xz ,x4”,… x”,…). 由 (1) 推 出 ,对 于 任意 的 k,(xt” -x4”) <e, 即 
对 于 每 一 个 ,实数 列 |xi”| 是 基本 的 因而 它 收 敛 . 设 x = limx" ”并 用 x 表示 序列 
(xi ,X2 NE) 这 时 应 当 证 明 : 
a) So <%, 即 x EL,, 
b) limp(#" ,4) =0. 
下 面 我 们 来 证 明 . 从 不 等 式 (1) 推 出 ,对 任何 固定 的 M 有 
Y (xm) -xm ) ”< 2. 
此 时 上 述 和 仅 有 有 限 个 加 项 ,我 们 就 可 以 固定 ,让 m 一 % 取 极限 ,得 
> (ze 一 X 过 2. 
这 个 不 等 式 对 任何 1 成立. 令 Mw 而 取 极 限 使 之 成 为 无 穷 级 数 ,我 们 得 到 


(xi -x) <e. (2) 
fc1 


由 级 数 (x9)? 及 (x0 一 吉 )? 的 收 全 性 得 到 级 数 六 允 的 收敛 性 (根据 初等 
不 等 式 (a + 妨 "过 2(0o + 天 ) ), 即 命题 a) 得 证 . 其 次 ,因为 e 可 任意 小 ,所 以 不 等 式 


(2 ) 表示 
limp(x ,YX) = lim | > (xi -x,)” =0, 
"> k=1 


即 在 空间 4 度量 意义 下 x” 一 xx. 命题 b) 也 得 证 . 
例 8 不 难 验 证 空间 C,[a,5] 不 完备 . 例如 ,考察 连续 函数 序列 
-1], 当 -1<i<-1/n 时 ， 
p(t) = | 当 -1/n<it<1/n 时 , 
1 当 1/n<i<1 时 . 
这 个 序列 在 C,[ -1,1] 中 是 基本 的 ,因为 
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1 ， 7 
| (p00) -pnd < ty 


但 它 不 收敛 于 C,[ -1,1] 中 的 任何 函数 . 事实 上 , 设 f 为 C,[ -1,1] 中 某 一 函 
数 ,y 为 下 述 间断 函数 , 即 当 1<0 时 yy 等 于 -1, 当 t=0 时 y 等 于 +1. 
根据 闵 可 夫 斯 基 积 分 不 等 式 ( 对 于 分 段 连续 函数 显然 也 成 立 ) 有 


(f GD -ps) 


<(f V0 -wa + (| Cp -woD)2a 
由 于 函数 /的 连续 性 ,上 面 不 等 式 左 端的 积分 异 于 零 .其 次 ,显然 有 
lim | (we(D -w(t))’d = 0 


所 以 , 当 n->w 时 | (f (4) - p(t))”dz 不 可 能 趋 于 堆 

习题 证明: 一 切 有 界 序列 所 成 的 空间 ( $ 1 例 9) 是 完备 的 . 

2. 球 套 定理 ”在 分 析 学 中 ,所 谓 区 间 套 引 理 被 广泛 地 应 用 着 . 在 度量 空 s 间 理论 
中 ,下 面 的 所 谓 球 套 定理 也 起 着 类 似 的 重要 作用 . 

定理 1 上 度量 空间 RR 是 完备 的 充 要 条 件 为 R 中 半径 趋 于 零 的 一 个 包含 另 一 个 
的 团 球 的 任 一 序列 有 非 空 的 交 . 

证 明 必要 性 . 设 空间 R 完备 ,并 设 B,B, ,Bs,… 是 一 个 包含 另 一 个 的 闭 球 的 
序列 . 设 球 B, 的 半径 为 7,, 球 心 为 %. 球 心 序 列 {x,1 是 基本 的 ,因为 当 m >n 时 
p(XiyXm) <T, 而 当 n 一 w 时 7 一 0. 由 于 RR 完备 , 故 limx， 存在 . 设 x = limx, ;这 时 x E 


门 B, . 事实 上 , 球 B, 可 能 除了 点 x1 ,x,,… ,x 以 外 包含 序列 {x,| 的 一 切 点 . 于 是 ， 
* 是 每 一 个 球 B, 的 接触 点 . 但 因为 B, 是 闭 集 ,所 以 对 所 有 的 n,x E B,. 

充分 性 . 设 {%,1 是 基本 序列 . 我 们 来 证 明 , 它 有 极限 . 由 于 |x,| 是 基本 序列 ,我 们 
可 以 选取 这 样 的 点 x, ,使 得 对 于 一 切 nn ,p(x, ,x, ) < 172. 我 们 把 点 x, 取 作 半径 
为 1 闭 球 的 中 心 ;并 记 该 球 为 Bi 然后 从 |%,} 中 选取 %, ,使 得 n>n, 且 对 于 一 切 n 
>n ,p(x,,%,,) <1/2 . 我 们 把 点 x, 作为 半径 为 1/2 闭 球 的 中 心 , 并 记 该 球 为 B,. 一 
般 地 ,如 果 已 经 选 得 x ,x,，,…,%, (mn < ns <… <n) ,那么 我 们 可 选取 点 x*， ,使 得 
n, ,1 >m 且 对 一 切 nn ,P(Xs%,，，) <1/2” ,并 且 以 半径 为 1/2* 的 闭 球 Bi,1 包 
含 点 *。… 继续 这 一 作法 ,我 们 便 得 到 一 个 包含 另 一 个 的 闭 球 序列 B ,而且 B 的 半 
径 为 1/2“. 由 假设 知 ,这 个 球 序列 有 公共 点 , 记 这 点 为 x. 显然 ,点 * 就 是 子 序列 
{x | 的 极限 点 . 但 如 果 基 本 序列 包含 收敛 于 x 的 子 序列 ,那么 这 个 基本 序列 本 身 也 
收敛 于 同一 极限 . 因此 ,x = limx,. 

习题 1 证 明定 理 1 中 闭 球 套 的 交 变 为 一 个 点 . 
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习题 2 数 
d(M) = Supp(*,Y) 

称 为 度量 空间 中 集 M 的 直径 . 证 明 在 完备 的 度量 空间 中 ,直径 趋 于 零 的 一 个 包含 另 一 个 非 空 的 任 
一 闭 集 序列 有 非 空 的 交 . 

习题 3 举 出 一 个 完备 的 度量 空间 和 其 中 具有 空 交 的 闭 球 套 的 例子 . 

习题 4 证 明 : 完备 度量 空间 尺 的 子 空间 是 完备 的 充 要 条 件 为 其 在 尺 中 是 闭 的 . 

3， 贝尔 ( Baire ) 定理 ”下 述 定 理 在 完备 度量 空间 理论 中 起 着 基本 的 作用 . 

定理 2( 贝尔 ) ”完备 度量 空间 R 不 能 表 为 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 的 形式 . 


证 明 ”假设 不 然 . 设 尺 = LA ,其 中 任 一 M, 为 无 处 稠密 集 . 设 5。 是 某 一 半径 
为 1 的 闭 球 . 因为 集 MM 为 无 处 稠密 的 ,所 以 它 在 S, 中 不 稠密 . 于 是 存在 半径 小 于 
1/2 的 财 球 S; ,使 得 S CSo, 且 SmnMi = 儿 . 因为 集 MWM, 在 5S, 中 不 稠密 ,和 上 面 一 样 ， 
存在 半径 小 于 1/3 的 闭 球 5, 包含 在 球 5 中 ,使 得 5, mA = 名 ,等 等 . 于 是 我 们 得 到 
半径 趋 于 零 的 一 个 包含 男 一 个 的 闭 球 序列 {5,1 ,并 且 5, nM = 名. 根据 定理 1, 交 


人 1 $, 包含 某 一 点 由 上 面 的 作法 这 点 不 属于 集 MM, 中 的 任何 一 个 ,因而 ,x 吴 U 


M., ,BP Rz U M,. 这 与 假设 矛盾 . 

特别 ,没有 孤立 点 的 任 一 完备 空间 是 不 可 数 的 . 事实 上 ,在 这 种 空间 中 只 包含 一 
个 点 的 任 一 集 都 是 无 处 稠密 的 . 

4. 空间 的 完备 化 ”如 果 空 间 R 不 完备 ,那么 总 可 以 用 某 种 (而 且 实 质 上 是 唯一 
的 ) 方 法 把 RR 包含 在 一 个 完备 化 空间 内 . 

定义 2 设 R 是 度量 空间 ,R'* 是 完备 度量 空间 . 如 果 

1) R 是 空间 R* 的 子 空间 ， 

2) RR 在 R* 中 处 处 稠密 , 即 [R] =R* (此 处 [R] 自 然 表 示 空 间 R 在 R* 中 的 闭 
包 )， 
则 R* 称 为 R 的 完备 化 . 

例如 ,一 切实 数 的 空间 是 有 理 数 空 间 的 完备 化 . 

定理 3 任 一 度量 空间 RR 都 有 完备 化 ,并 且 , 这 个 完备 化 如 对 那 种 能 使 R 中 的 
不 动 点 保持 等 距 的 映射 不 加 区 别 是 唯一 的 . 

证 明 ” 先 证 唯一 性 . 我 们 需要 证 明 : 如 果 R* 与 R** 是 空间 R 的 两 个 完备 化 , 那 
么 存在 空间 R* 到 R** 上 的 一 一 映射 p, 使 得 

1 ) 对 于 一 切 x E€ R,wp(x) =x; 

2) 如 来 x x 及 7 Oy” ,那么 pi(x”,y*) =ps(x”“,y”“), 其 中 pl 是 R* 
中 的 距离 ,而 p, 是 R** 中 的 距离 . 

映射 p 可 用 下 面 的 方法 来 定义 . 设 x* 是 R* 中 的 任 一 点 . 这 时 ,根据 完备 化 的 定 
义 , 存 在 RR 中 的 点 列 {x,] , 收 化 于 x *. 点 列 {x,} 也 包含 在 R** 中 . 因为 R** 完备 ,所 
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以 {x 收 伊 于 R** 中 的 某 一 点 x"“. 显然 ,xz ” 和 收 钱 于 x” 的 序列 {x, |} 的 选择 无 关 . 
设 p(x” ) =x*"“. 映射 p 就 是 要 求 的 等 距 映 射 
事实 上 ,根据 上 面 的 作法 ,对 于 一 切 x € R 有 g(x) =x. 其 次 , 设 
在 R* 中 {x,} 一 x” 及 在 R** 中 x,} 一 x*“， 
在 R* 中 和 y,} 一 y” 及 在 R** 中 {y,] 一 y**. 
这 时 ,根据 距离 的 连续 性 ， 
pi(%” ,y ) = limp (xn ,7 ) 二 limp(%, ,yn 
同样 地 ， 
pa(% ) =]imp(xnyyn) = limp(%,,y,). 
因此 ， 
px ,y ) =ps(x ,yy ) 
现在 我 们 来 证 明 完备 化 的 存在 性 . 这 个 证 明 的 想法 与 康 托 尔 实数 理论 的 思想 是 
一 样 的 . 但 这 里 的 证 明 要 比 实数 理论 的 情形 更 简单 ,因为 在 实数 理论 中 ,对 于 新 引进 
的 对 象 无 理 数 ,还 要 求 定义 所 有 的 算术 运算 . 
设 RR 是 任 一 度量 空间 . 如 果 RR 中 两 个 基本 序列 {x,} 与 {x 外 满足 条 件 
limp(%, ,x,) = 0， 
则 称 {x,1 与 1x,} 等 价 ,并 记 作 {x,} ~ fx 我 们 所 以 称 之 为 “等 价 ” ,由 于 这 个 关系 
是 自 反 的 ,对 称 的 与 传递 的 . 由 此 可 见 , 可 以 把 空间 R 中 的 点 的 一 切 基 本 序列 按 彼此 
等 价 的 序列 进行 分 类 . 现在 我 们 来 定义 空间 R* ,并 把 彼此 等 价 的 基本 序列 一 切 可 能 
的 类 作为 它 的 点 ,而 两 点 之 间 的 距离 用 下 面 的 方法 给 出 . 设 * 与 yY* 为 两 个 这 样 的 
类 . 我 们 从 其 中 每 一 类 取出 一 个 代表 , 即 取出 某 一 基本 序列 |x, | 与 1y,}. 令 2 
p(x ,y ) = limp(%,,y,). (3) 
我 们 来 证 明 这 个 距离 定义 的 正确 性 , 即 证 明 (3) 式 的 极限 存在 , 且 和 基本 序列 
[x.| E x" 及 1y,} Ey" 的 选取 无 关 . 
由 不 等 式 
[p(xi37is) —p xnsyn) | < p(x xn) +p(Y,, yn) (4) 
以 及 序列 {x, | 与 1y,| 是 基本 序列 知 ,对 于 充分 大 的 一 切 n 与 m， 
p(x)7s) ~-p(xnsyn) | < 
由 此 可 见 , 实 数列 s, =p(x, ,7y,) 满 足 柯 西 准 则 ,从 而 s, 有 极限 . 
这 个 极限 不 依赖 于 lx Ex 与 1yEy 的 选择 . 事实 上 , 设 
(x) ,lx Ex” 与 1{y,) ,1y,} Ey 
完全 类 似 于 (4) 式 的 计算 ,有 不 等 式 


中 为 简便 起 见 ,我 们 仍 用 原来 空间 R 的 距离 的 同一 记号 p 来 表示 空间 R* 的 距离 . 
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[p(x,ys) -px 7 ) | < px,,%’) +p(y,,y’). 
因为 {x,} ~ {x 及 1y,} ~ fw ,由 此 得 到 
limp(%,,y,) = limp(%,,y;). 
”现在 我 们 来 证 明 , 度 量 空间 的 公理 在 R* 中 成 立 . 

从 基本 序列 等 价 的 定义 直接 推 得 公理 1). 

公理 2) 显 然 成 立 . 

下 面 验证 三 角形 公理 . 因为 在 原来 的 空间 RR 中 ,三 角形 公理 成 立 , 所 以 

p(Xns2n) SPX ,Ys) + pOY, ,zn). 
令 n 一 % ,对 上 面 不 等 式 取 极限 ,得 
limp(%, ,2,) < limp(%,,y,) + limp(y, ,2), 
即 
p(x ,2 ) p(x ,yy ) tp(y” ,2 ). 

我 们 再 证 明 R 可 以 看 作 空 间 R* 的 子 空间 . 

对 于 每 一 点 x E 及 ,有 等 价 基 本 序列 的 某 一 类 与 之 对 应 , 即 与 收敛 于 x 的 所 有 序 
列 的 全 体 对 应 . 因为 这 个 类 包含 一 切 项 皆 等 于 x 的 定常 序列 ,所 以 它 非 空 . 同时 ,如 
果 4 = Ji 及 y= limy,, 屠 和 

p(%,y) = limp(%,,y,). 

于 是 ,每 一 点 x E R 都 与 收敛 于 它 的 基本 序列 所 成 的 类 x* 相对 应 . 这 样 ,我 们 
就 得 到 R 到 空间 R* 内 的 等 中 映射 . 以 后 ,我 们 就 可 以 对 空间 R 本 身 与 其 在 R* 中 的 
象 不 加 区 别 , 并 把 RR 看 作 R'* 的 子 空间 . 

下 面 证 明 R 在 R* 中 处 处 秽 密 . 事实 上 , 设 x* 是 R* 中 的 某 一 点 且 e >0 是 任意 
的 . 在 x“ 中 选取 一 个 代表 , 即 某 一 基本 序列 {x,|}. 设 NN 是 使 得 对 一 切 n,m >N,p(x,， 
xn) <2 的 数 . 这 时 当 > V 时， 

plxn,%° ) = limp(%n,,xn) < €, 
即 点 x* 的 任意 邻 域 包含 R 中 某 一 点 . 因此 ,R 在 R* 中 的 闭 包 就 是 整个 R*. 

最 后 证 明 R* 的 完备 性 . 首先 指出 ,根据 R* 的 构造 ,对 于 RR 中 的 点 所 成 的 任何 基 
本 序列 x ,x ,…%;,,… 都 收敛 于 R* 中 的 某 一 点 , 即 收敛 于 用 这 个 序列 本 身 定义 的 点 
x” E R". 其 次 ,因为 RR 在 R" 中 完备 ,所 以 对 于 R* 中 的 点 所 成 的 任何 基本 序列 x? ， 
%2 px ，"“ 忆 可 以 用 RR 中 的 点 作出 与 它 等 价 的 序列 2 ,x ,…,x,,…. 为 此 只 要 取 


RR 中 使 p(%, ,x ) < 一 的 任何 一 点 作为 x, 即 可 . 这 样 作出 的 序列 {x,1 在 中 是 基本 
的 ,根据 定义 , 它 收 全 于 某 一 点 x* E R". 但 这 时 序列 | } 也 收敛 于 zx 
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1. 压缩 映射 原理 ”对 于 某 些 类 型 方程 (例如 ,微分 方程 ) 解 的 存在 性 与 唯一 性 
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有 关 的 一 系列 问题 ,可 以 叙述 为 关于 相应 的 度量 空间 到 其 本 身 的 某 一 映射 的 不 动 点 
的 存在 性 与 唯一 性 的 问题 . 在 判别 这 种 类 型 的 映射 下 的 不 动 点 的 存在 性 与 唯一 性 的 
各 种 准则 当中 ,最 简单 同时 也 最 重要 的 是 所 谓 压 缩 映 射 原理 . 

设 尺 是 度量 空间 ,4 为 空间 RR 到 其 本 身 的 映射 . 如 果 存 在 数 a <1 ,使 得 对 于 任 
意 两 点 x,y E RR 满足 不 等 式 

pl(Ax,Ay) < ap(x,y)， (1) 

则 称 4 为 压缩 映射 或 简称 压缩 . 任何 压缩 映射 是 连续 的 . 事实 上 ,如 有 果 x, 一 x, 那 么 根 
据 (1) 有 4x 一 4x. 

如 果 hx =*, 则 点 x 称 为 映射 4 的 不 动 点 . 换言之 ,不 动 点 是 这 个 方程 Ax =x 
的 解 . 

定理 工 (压缩 映射 原理 ) ”在 完备 度量 空间 定义 的 任 一 压缩 映射 有 且 仅 有 一 个 
不 动 点 . 

证 明 设 x 是 R 中 任意 一 点 . 令 xi =4xo,x = Ax! =Axo, 等 等 ;一 般 地 ,x = 
4x =4x0. 

我 们 来 证 明 ,序列 {x,} 是 基本 的 . 事实 上 ,为 确定 起 见 , 可 以 认为 m 宇 n. 于 是 有 

PCx xm) = pA'xo,A"xo) < op(Xo, Xn-n) 
< oa" {p(xo,%1) +p(X1,%2) + er +p(Xnn1s Km-n) | 


<ap(xo,x) {ll +a + Qo +…+an | 


n 1 
< Q"D(CXo ,Xi ) 1 二， 


因为 a<1, 所 以 上 式 当 nn 充分 大 时 可 以 任意 小 . 由 于 空间 R 的 完备 性 ,序列 {x,| 是 
基本 的 ,因而 有 极限 . 设 


x = limx,. 
这 时 由 映射 4 的 连续 性 ， 
Ax = Alimx, = limAx, = limx,,! = %. 
于 是 ,不 动 点 的 存在 性 得 证 . 下 面 证 明 它 的 唯一 性 . 如 果 
Ax = %,Ay 一 ) ， 


那么 ,不 等 式 (1) 可 取 如 下 的 形式 
PCx;Y) < oap(x,y). 
因为 a<1, 由 此 得 到 
p(x,y) = 0, 即 x = 7y. 

习题 ”举例 说 明 ,对 一 切 * 关 y 满足 条 件 p(4x,4y) <p(x,y) 的 映射 4, 可 能 连 一 个 不 动 点 也 
没有 | 
2. 压缩 映射 原理 最 简单 的 一 些 应 用 ”压缩 映射 原理 可 以 应 用 到 各 种 类 型 方程 
解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 的 证 明 中 . 压缩 映射 原理 除了 证 明 方 程 4x =x 解 的 存在 性 


$ 4. 压缩 映射 原理 及 其 应 用 “ 47， 


与 唯一 性 外 ,实际 上 还 给 出 求 这 个 解 的 近似 方法 (逐次 逼近 法 ). 我 们 考察 下 面 几 个 
简单 的 例子 . 

例 1 设 f 是 定义 在 闭 区 间 [a,b] 上 ,满足 利 善 希 茨 条 件 

| [f(x,) -f(x) | <K|x,—x | 
(其 中 常数 <1) , 且 把 闭 区 间 [a,5] 映 射 到 自身 内 的 函数 . 这 时 f 是 压缩 映射 ,根据 
上 面 已 证 明 的 定理 ,序列 x0 ,x =f(xo),x, =f(xi),… 收 敛 于 方程 x =f(x) 的 唯一 
的 根 . 

特别 ,如 果 函 数 在 闭 区 间 [a,5] 上 有 导数 /'(x) ,并 且 |f'(x) | <K<1, 那 么 压 
缩 条 件 满足 . 

图 9 与 图 10 描述 了 在 0<f'(x) <1 与 -1<f'(x) <0 两 种 情形 的 逐次 逼近 
过 程 . 


图 9 


现在 我 们 研究 形 如 F(x) =0 的 方程 ,并 且 F(a) <0,F(5) >0, 且 在 [a,b8] 上 0 
<Ki (x) 三 有 .我 们 引进 函数 所 zx) =x -AF(x) ,并 求解 与 方程 F(x) =0(Az0 
时 ) 等 价 的 方程 x=f (x). 因为 f(x) =1 -AF'(x) ,所 以 1 -AK,<f'(x)<1 -AK, 
而 且 不 难 选 择 数 A ,使 得 可 以 用 逐次 和 逼近 法 进行 求解 . 这 是 求 根 方法 的 一 种 推广 . 

例 2 考察 由 线性 方程 组 

= San + (i=1,2,.…,n) 
给 出 的 n 维 空间 到 自身 内 的 映射 4 
如 果 4 是 压缩 的 ,那么 我 们 可 以 应 用 逐次 逼近 法 求解 方程 x = 4x. 
在 什么 条 件 下 映射 4 是 压缩 的 ? 这 个 问题 的 答案 与 空间 中 度量 的 选择 有 关 . 我 


们 人 研究 下 面 三 个 例子 . 
a) 空间 入. , 即 p(x， 7) = max |x; —Yy;|; 
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图 10 
/ i 
. a,(% 一 和 ) | 


<mgx 之 |a, | EE -| < max 2 oj | max | x — 


p(y',Y") =max |y, —-Y | = max 


二 (max > |a; | jo(z 
由 此 压缩 条 件 为 


> la [<a<1,i=1,.,n. (2) 


1=1 


b) 空间 R?, 即 p(x,y) = > EA 
p(y 7) = 5 1y -y= > DACRE 
i i 7 
三 > > |a, | EE -x | (max > |a; | )p (x’ ,x"). 
i J J i 


由 此 压缩 条 件 为 
> qosl<a<1)=1,.,n. (3) 


c) 空间 R", 即 p(x,y) = > (~ : . 根据 柯 西 - 布 尼 雅 柯 夫 斯 基 不 等 式 ， 


p(y’',Y) = AACY -x")) ( > Ya p(x’, x" ). 
由 此 压缩 条 件 为 


有 


2 Da<l1. (4) 


L 
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因此 ,如 果 条 件 (2) 一 (4) 中 至 少 有 一 个 成 立 , 那 么 就 存在 一 个 而 且 只 有 一 个 
点 (Xi1,%,，"…,%,) ,使 得 x，= 2 QiX1 + b; ,并 且 这 个 解 的 逐次 逼近 具有 下 列 形式 : 


(0) _ (0) (0) (0) 
多 一 (Xi 多 2 9"" "9X ) ， 
(1) (1) (1) (1) 
一 (xi »， NX2 ，” "9%, ) ， 
(K) (k) (Ek) (k) 
多 一 (xi 如 2 ”9 和 pn ) ， 


其 中 


(Kk) (k-1) 
XxX; = 人 qi + b., 


而 可 以 取 R" 中 的 任何 一 点 作为 x = (x sx ). 

条 件 (2) 一 (4) 中 的 任何 一 个 都 是 使 得 映射 ”= 4x 为 压缩 的 充分 条 件 . 还 可 以 
证 明 , 对 于 条 件 (2) 与 (3) 是 使 映射 ”=4x 为 压缩 的 必要 条 件 (分 别 在 度量 a) 与 度量 
”上 了 ) 的 意义 下 ). 

] 条 件 (2) 一 (4) 中 的 任何 一 个 ,对 于 逐次 逼近 法 的 应 用 不 是 必要 的 . 
) 如 果 | o | <1/n, 那 么 所 有 三 个 条 件 (2) 一 (4) 都 成 立 . 因此 显然 可 以 应 用 逐次 
逼近 法 . 

如 果 | o | 三 1/n, 那 么 条 件 (2) 一 (4) 中 的 任何 一 个 都 不 成 立 . 

3. 微分 方程 的 存在 性 与 唯一 性 定理 ”在 上 一 段 中 ,我 们 给 出 了 压缩 映射 原理 
应 用 于 一 维 空间 与 n 维 空间 中 的 两 个 简单 例子 . 然而 ,将 这 个 原理 应 用 于 无 限 维 泛 
函 空 间 对 分 析 学 更 为 重要 . 下 面 我 们 指出 如 何 利用 压缩 映射 原理 ,得 到 某 些 类 型 的 
微分 方程 与 积分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 定理 

(1) 柯 西 问题 设 具 有 初始 条 件 


y(%0) = yo (5) 
的 微分 方程 
oY = f(x,y) ， (6) 


同时 函数 ,在 包含 点 (xo,yo) 的 某 一 平面 区 域 C 内 有 定义 而 且 连 续 , 又 在 该 区 域内 关 
于 7 满足 利 普 希 光 条件: 


中 特别 ,从 条 件 (2) 一 (4) 中 的 任何 一 个 都 可 推出 


CQ11 -1 CQ12 机 dln  ， 


.50 . 第 二 章 ”度量 空间 与 拓扑 空间 


[flx,y) -fx,y) [|< M|y, -y,|. 

这 时 ,我 们 来 证 明 , 附 有 初始 条 件 (5 ) 的 方程 (6) ,在 某 一 闭 区 间 jx -xo | <d 上 
存在 一 个 而 且 只 有 一 个 解 y=ep(x) (皮卡 (Picard) 定 理 ). 

方程 (6) 与 初始 条 件 (5) 合 在 一 起 等 价 于 积分 方程 

g(z) =% + | fisp(0)) (7) 

由 于 函数 的 连续 性 ,在 包含 点 (x ,Yo ) 的 某 一 区 域 6'CG 内 ,有 |f(x,y) | 三 及 我 
们 选取 这 样 的 d >0 ,满足 条 件 : 

1) 如 果 |x-xo| <d, |y-yo| Kd, 那 么 (x,y)E G0'; 

2) Md<l. 

我 们 把 在 闭 区 间 jx -x | <d 上 定义 的 , 且 满 足 条 件 | g(x) -yo | 三 Ka 的 一 切 
连续 函数 wp 所 成 的 空间 记 作 C” ,其 中 度量 为 p( 9pi ,9,) = max [91(x) -p(x) |. 

因为 6 "是 | xo -d,xo+d]j 上 一 切 连 续 函 数 的 完备 空间 的 团子 空间 ,所 以 空间 
C “是 完备 的 . 我 们 考虑 由 式 


p(x) = 为 + 人 pe(D)d 


定义 的 映射 少 =4p ,其 中 jx -xo | 大 这 个 映射 变 完备 空间 C "为 自身 且 在 其 中 是 
压缩 的 . 事实 上 , 设 p EC” ,|x-x | 三 d 这 时 ， 
|y(x) -yo| = Aig ) dl< Ka 
因而 ,4(C”) CC”. 此 外 ， 
(0) -po < Aip()) -Kepz(D) | 
<Md max [p(x) - op,(%) |. 
因为 Md <1, 所 以 4 是 压缩 的 . 
由 此 推 得 ,方程 pg =4p( 即 方程 (7) ) 在 空间 C* 中 有 一 解 且 仪 有 一 解 . 
(2) 方程 组 的 柯 西 问题 设 给 定 附 有 初始 条 件 
pi(X0) = yo = 1,2,.…,n (8) 
的 微分 方程 组 
Pix) = f(x, px), p(x)) ,i = 1,2,.,n (9) 
同时 函数 在 包含 点 (xo ,yo yo) 的 空间 R"* 的 某 一 区 域 6 中 有 定义 而 且 连 续 ， 
并 满足 利 普 硕 次 条 件 
f(x ss ys) Mamax| 和 一 和 | 
这 时 ,我 们 来 证 明 , 初 值 问题 (8) ,(9) 在 某 一 闭 区 间 jx -x | <d 上 ,存在 一 个 
且 只 有 一 个 解 , 即 在 上 述 财 区 间 上 存在 一 个 且 只 有 一 个 满足 方程 (9) 及 初始 条 件 
(8) 的 函数 组 pi: 
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方程 组 (9 ) 与 初始 条 件 (8 ) 合 在 一 起 等 价 于 积分 方程 组 
Pi) = yu + flop Dp D) di = yen (10) 
由 于 函数 /的 连续 性 ,所 以 它 在 包含 点 (%。 ,yo ,… ,Yo ) 的 某 一 区 域 6'CC 内 有 
界 , 即 存在 常数 天 ,使 得 
[f(x,y1,,y,) |<K. 
我 们 选取 这 样 的 d >0, 使 得 下 列 条 件 成 立 、 
1) 如 果 |x-xo| <<d,|y,-yo| 志 Kd (i=1,…,n) ,那么 ， 
(xy yo) EC 
2) Md < 1. 
我 们 考察 空间 C。, 它 的 元 素 是 定义 在 闭 区 间 |x -x | <d 上 ,并 且 是 由 满足 条 
件 | pi(X) — Yo; | <Kd 的 并 个 连续 函数 o = (Pi ,9 ) 组 成 的 . 其 度量 由 下 式 定 义 : 
p(9,y) = max | g(x) -w(x) |. 
上 面 引 进 的 空间 C* 是 完备 的 . 由 方程 组 


iD) = 90+ [ filspi(D) ,pa ) 


给 出 的 映射 =Agp 是 完备 空间 C; 到 自身 的 一 个 压缩 映射. 事实 上 ， 
内 (x) — yi (x) 
=| UCoo® Ds, gD 0D) -fag (0) ,g(t) ) Jd, 
因而 
max | (x) ~ pi (x) | < Md max | p1" (x) ~- pt” (%) |. 
因为 Md <1, 所 以 映射 4 是 压缩 的 
由 此 推出 , 算 子 方程 p =4p 在 空间 C; 中 有 一 解 且 仅 有 一 解 
4 压缩 映射 原理 应 用 于 积分 方程 
(1) 弗 雷 德 霍 姆 (Fredholm) 方程 ”现在 我 们 应 用 压缩 缺 射 法 来 证 明 第 二 类 旧 
雷 德 圭 姆 非 齐 次 线性 积分 方程 


fx) = A | Kx)fy) dy + pla) (11) 


解 的 存在 性 与 唯一 性 ,其 中 K( 称 为 核 ) 与 p 是 给 定 的 函数 ， f 是 要 求 的 函数 ， 而 入 是 
任意 参数 . 

我 们 将 要 看 到 ,压缩 映射 法 只 对 足够 小 的 参数 值 A 有 效 . 

我 们 假定 K(x,y) 与 g(x) 在 asx<0b,a<sy<4b 上 连续 ， 因此 | K(x,y) | <M. 我 
们 考虑 由 式 


g(z) = A | K(x dy + (a) 
给 出 的 完备 空间 CLa,5] 到 自身 的 映射 g = 4f 我 们 有 
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p(g1,82) = er bl (x) - g(x) | < |AIM(b -a)max |fi(x) -f(x)|. 


因而 , 当 和 A < 元 jp Me Sa) 映射 4 是 压缩 的 . 


从 压缩 映射 原理 推 知 ,对 于 | 入 | < HD -的 一 一 切入 ， 弗 雷 德 霍 姆 方程 有 唯一 
的 连续 解 . 逐次 逼近 于 这 个 解 的 函数 万 六 ， ,… 具 有 形式 : 


f(x) = A KC) (ydy + os), 


其 中 可 选取 任意 连续 少数 作为 h(x). 
(2) 非 线 性 积分 方程 ”压缩 映射 原理 可 以 应 用 于 形 如 


f(x) = A Kesyiy) )gy + p(x) (12) 
的 非 线性 积分 方程 ,其 中 玉 与 p 是 连续 函数 ;此 外 , 核 玉 关于 它 的 “ 泛 函 ”变量 满足 
利 普 希 蒋 条件; 
| K(x,y;z1) — K(x,y;z, ) | 三 M|z, 一 Z2 | . 
此 时 ,对 于 由 公式 


g(z) = 和 | K(xsyif(y)) dy + p(s) (13) 


给 出 的 完备 空间 CLa,b] 到 自身 的 映射 g =A4f, 不 等 式 
max | g(x) -g(x) |< |AIMGb -a)max |fi(x) -f(x) | 


成 立 ,其 中 g1 = 好 ,gs = 所 因而 , 当 |A | < 宁 cB -zj 时 ,映射 4 是 压缩 的 
(3) 沃 尔 泰 拉 ( Voltemra) 方 程 ” 最 后 我 们 研究 沃 尔 泰 拉 型 积分 方程 
fx) =A | KC)Ay) dy + pls). (14) 


这 个 积分 方程 与 弗 雷 德 霍 姆 方程 不 同 之 处 在 于 积分 上 限 为 变量 x. 如 果 我 们 给 函数 
KK 补充 定义 : 当 y >x 时 ,K(x,y) =0. 那么 , 沃 尔 泰 拉 方 程 形式 上 可 看 作 弗 雷 德 替 姆 
方程 的 特殊 情形 . 

但 是 ,在 讨论 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 的 情形 时 ,我 们 当时 不 得 不 限制 参数 和 取 足 
够 小 的 值 . 然而 应 用 压缩 上 映射 原理 (及 逐次 逼近 法 ) 于 沃 尔 泰 拉 方程 时 ,对 于 一 切 和 A 
值 却 是 无 所 限制 的 . 确切 地 说 ,就 是 下 面 所 说 的 压缩 映射 原理 的 拓 广 . 

设 4 是 使 得 它 的 某 次 宕 B=4" 为 完备 度量 空间 R 到 自身 的 压缩 连续 映射 . 这 时 
方程 

Ax =%x 


有 且 仅 有 一 解 . 
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事实 上 , 设 x 是 映射 B 的 不 动 点 , 即 Bx =x. 我 们 有 
Ax = AB'x = BAx = Bxo—x (一 oo). 
因为 B 是 压缩 的 ,所 以 对 任 一 点 x。E R, 序 列 Bxo ,B xo,B xo,… 收 敛 于 映射 B 的 不 
动 点 x. 因而 ， 
Ax = xX. 
这 个 不 动 点 是 唯一 的 ,因为 关于 4 的 每 一 个 不 动 点 也 是 关于 压缩 映射 4” 的 不 
动 点 ,而 压缩 映射 4” 的 不 动 点 只 可 能 是 一 个 . 
现在 我 们 再 来 证 明 映 射 | 
4Ks) = 和 | K(x,y)7y)dy + p(x) 
的 某 次 宪 是 压缩 的 . 设 f 与 有 为 闭 区 间 [a,b5] 上 的 两 个 连续 函数 . 这 时 
|Afi(x) -Ap(x)|= | f kG,y) (f(y) -p(y))dy 


<|IAIM(x-a)max|f(x) -f(x) |, 
其 中 MM=max | K(x,y) |. 由 此 


hp) = MF) | < TANI E38-max f(x) -fs) |. 
一 般 地 ， 
fs) ~ AR) | < ADM Em < |A lMm 
其 中 m=max f(x) -f(x) |， 
对 于 任意 值 ,可 以 选择 这 样 大 的 数 ,使 得 


IA | M"(b -a) < 
n! 


此 时 ,映射 4” 是 压缩 的 . 于 是 , 沃 尔 泰 拉 方程 (14) 对 任何 入 都 有 解 ,而 且 还 是 唯 
一 的 . 


(b -a)" 
nl! ， 
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1. 拓扑 空间 的 定义 与 例子 ”前面 我 们 引进 了 度量 空间 理论 的 基本 概念 (如 极 
限 点 、 接 触 点 、 集 的 闭 包 等 ) ,这 些 概念 都 是 基于 邻 域 概念 的 ,或 实质 上 是 基于 开 集 概 
念 来 引进 的 ,后 两 个 概念 ( 邻 域 , 开 集 ) 同 样 地 也 是 在 所 考察 的 空间 中 借助 于 给 定 的 
度量 来 定义 的 . 但 是 ,我 们 也 可 以 从 另 一 种 方法 人 手 ,不 利用 给 定 集 尺 的 度量 而 直接 
借助 于 公理 在 R 中 定义 开 集 族 . 这 种 方法 保证 了 更 多 的 运算 自由 ,从 而 使 我 们 得 到 
拓扑 空间 . 度量 空间 虽然 也 很 重要 ,但 它 已 成 为 某 种 特殊 的 情形 . : 

定义 ” 设 X( 某 一 个 集 ) 是 “空间 承载 子 ” ,rt 是 的 子 集 G 所 成 的 任 一 集 族 . 如 果 


“34. 第 二 章 ”度量 空间 与 拓扑 空间 


z 满 足下 列 两 条 公理 : 
1” 集 X 本 身 与 空 集 儿 第 属于 e， 


2° rt 中 任意 多 个 (有 限 个 或 无 限 个 ) 集 的 和 U G, 及 任意 有 限 个 集 的 交 N Cr 


都 属于 r， 
则 称 r 为 X 中 的 拓扑 . 

集 式 与 在 其 中 给 定 的 拓扑 z, 即 偶 ( 碟 ， z) 称 为 拓扑 空间 . 

凡 属 于 集 族 rz 的 集 和 经 称 为 开 集 . 

如 同 度量 空间 是 点 集 一 一 承载 子 ” 和 在 此 点 集 引 入 度量 的 总 体 一 样 ,拓扑 空间 
是 点 集 和 在 此 点 集 引入 拓扑 的 全 体 . 因此 ,给 定 拓 扑 空 间 就 意味 着 给 出 了 某 集 X 并 
在 其 中 给 出 了 拓扑 r, 亦 即 表明 式 中 的 那些 子 集 都 被 认为 是 开 的 . 

显然 ,对 同一 集 X 可 以 引进 不 同 的 拓扑 ,从 而 把 它 变 为 不 同 的 拓扑 空间 . 同时 ， 
我 们 把 所 有 相同 的 拓扑 空间 (XX,z) 用 同一 个 字母 了 表示 . 拓扑 空间 的 元 素 称 为 点 . 

开 集 6 的 余 集 T\G 称 为 拓扑 空间 7 的 闭 集 . 利用 对 偶 原理 (第 一 章 $1) ,从 公 
理 1° 与 2° 可 推出 相应 的 两 条 性 质 . 

1. 至 集 台 与 全 空间 了 是 闭 的 . 

2. 任意 多 个 (有 限 个 或 无 限 个 ) 闭 集 的 交 与 任意 有 限 个 闭 集 的 和 也 是 闭 的 . 

根据 上 述 定义 自然 要 在 每 一 拓扑 空间 中 引进 邻 域 .接触 点 、 集 的 闭 包 等 概 
念 , 即 : 

我 们 把 包含 点 x E 了 的 任 一 开 集 CC7 称 为 点 x 的 邻 域 ;如 果 点 x E 了 的 任 一 
邻 域 都 至 少 包含 MCT 中 的 一 点 , 则 点 x 称 为 集 M 的 接触 点 ;如 果 点 x 的 任 一 邻 域 
都 至 少 包含 M 中 异 于 x 的 一 点 , 则 称 x 为 集 M 的 极限 点 ; 集 W 的 一 切 接触 点 的 全 体 
称 为 集 MU 的 闭 包 并 记 作 [ M]. 不 难 证 明 ( 这 个 证 明 留 给 读者 ) ,W 为 闭 集 ( 上 面 我 们 
把 它 作为 开 集 的 余 集 来 定义 ) 的 充 要 条 件 为 [LM] = M. 也 与 度量 空间 的 情形 一 样 ， 
[M] 是 包含 M 的 最 小 闭 集 . 

习题 证 明 : 用 拓扑 定义 的 闭 包 [M] 的 运算 具有 $ 2 定理 1 所 说 的 性 质 1) 一 4). 

例 1 根据 $2 定理 3', 任 一 度量 空间 中 的 开 集 满足 拓扑 空 间 定 多 的 公理 1。 与 
2°. 因此 , 任 一 度量 空间 也 是 拓扑 空间 . 

例 2 设 了 是 任意 集 . 我 们 将 假定 它 的 一 切 子 集 缘 是 开 的 . 这 时 公理 1" 与 2?" 显 
然 成 立 , 亦 即 我 们 事实 上 得 到 一 个 拓扑 空间 . 在 这 个 空间 中 的 一 切 集 同 时 既是 开 的 
又 是 财 的 ,也 就 是 说 其 中 每 一 个 集 与 其 闭 包 相合 . 例如 , $1 例 1 中 所 指 的 度量 空间 
的 离散 拓扑 就 具有 这 种 性 质 . 

例 3 作为 男 一 种 极端 的 情形 ,我 们 来 研究 任意 集 X 中 只 由 全 空间 XX 与 空 集 @ 
下 这 里 任 一 非 空 集 的 闭 包 都 是 全 空间 X. 这 样 的 拓扑 空间 可 称 为 “ 夭 

空间 (mpocrpaHcTrBo cmmarmrrxcg Todek)”. 


例 4 设 了 是 由 两 点 与 组 成 的 空间 ， 同时 我 们 认为 全 空间 7、 空 集 以 及 由 一 
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个 点 必 组 成 的 集 都 是 开 集 . 这 时 公理 1° 与 2° 成立 . 在 这 个 空间 ( 常 称 为 两 点 连通 空 
间 ) 中 ,这 些 子 集 如 全 空间 7T、 空 集 与 点 a 都 是 闭 集 . 单 点 集 {681 的 闭 包 是 全 空间 

习题 “在 由 两 个 ,三 个 ,四 个 以 及 五 个 点 组 成 的 空间 站 中 构造 一 切 拓 扑 . 

2. 拓扑 的 比较 ” 设 在 同一 个 承载 子 式 上 给 定 两 个 拓扑 z 与 (从 而 确定 了 两 个 
拓扑 空间 娓 =(XYm) 与 也 =(Xm)). 如 果 集 族 m: 包 含 在 mm 中, 则 称 拓 扑 r; 比 拓扑 rm 
较 强 (或 较 细 ). 关于 拓 jjm ,这 时 就 说 它 比 ri 较 弱 (或 较 粗 ). 

在 集中 所 有 可 能 的 拓扑 之 总 和 可 按 自 然 方式 引进 偏 序 性 (如 果 拓 扑 7z, 比 拓扑 
zx 较 弱 ,那么 2 前 于 z ). 其 中 由 一 切 开 集 ( 例 2) 组 成 的 拓扑 乃 是 这 一 拓扑 总 和 中 的 极 
大 元 素 , 而 只 由 全 空间 XX 与 空 集 名 两 个 开 集 ( 例 3) 组 成 的 拓扑 却 是 这 一 拓扑 总 和 中 
的 极 小 元 素 . 

定理 1 和 中 任意 一 组 拓扑 的 交 += 门 仍 是 X 中 的 拓扑 ,这 个 拓 半 hz 较 拓 hz 


中 的 任何 一 个 都 能 . 
证 明 显然 , 门 包含 X 与 作 . 其 次 ,从 对 每 一 个 5 所 取 的 任意 多 个 和 与 有 限 


个 交 是 封闭 的 推 知 ,r= 门 zt 具有 定理 所 说 的 性 质 . 


推论 设 吕 是 集 人 的 任意 一 组 子 集 ,那么 在 X 中 存在 包含 员 的 极 小 拓扑 . 

事实 上 ,存在 包含 只 的 拓扑 (例如 ,在 其 中 所 有 4CX 为 开 集 的 拓扑 即 是 包含 3 
的 拓扑 ). 包含 妈 的 一 切 拓扑 的 交 就 是 要 求 的 拓扑 . 这 个 极 小 拓扑 称 为 由 族 好 生成 
的 拓扑 ,并 记 作 r( 办). 

设 式 是 任 一 集 而 4 是 它 的 子 集 . 我 们 把 形 如 4mB,B € 8 的 子 集 组 成 的 族 8, 
称 为 集 族 双 在 子 集 4 上 的 迹 . 容易 看 出 ,( 在 下 中 给 定 的 ) 拓扑 r( 在 4 上 ) 的 迹 是 4 
中 的 拓扑 rz,. 因此 ,任何 拓扑 空间 的 任 一 子 集 4 仍 是 拓扑 空间 . 拓扑 空间 (4,r,) 称 为 
原 拓扑 空间 (XX,t) 的 子 空间 . 显然 ,和 中 两 个 不 同 的 拓扑 r, 与 c 可 能 在 4CX 中 生成 相 
同 的 拓扑 . 拓扑 z, 称 为 4 中 的 相对 拓扑 . 

3， 确 定 邻 域 族 . 基 . 可 数 性 公理 ”我 们 已 经 看 到 ,在 空间 7 中 给 出 一 个 拓扑 ,这 
就 意味 着 在 了 中 给 出 一 组 开 集 . 但 在 一 些 具体 问题 中 不 给 出 所 有 的 拓扑 而 只 给 出 它 
的 某 一 部 分 常 是 方便 的 , 亦 即 只 给 出 某 一 组 开 集 来 唯一 确定 所 有 开 子 集 的 全 体 . 例 
如 ,在 度量 空间 中 ,我 们 首先 引进 了 开 球 (s 邻 域 ) 的 概念 ,然后 把 每 一 点 连同 其 某 一 
球 邻 域 都 包含 在 内 的 那 种 集 定义 为 开 集 . 换 句 话说 ,度量 空间 中 的 集 是 开 的 , 当 且 仅 
当 它 可 表 为 (有 限 多 个 或 无 限 多 个 ) 开 球 的 和 . 特别 ,直线 上 的 集 是 开 的 , 当 且 仅 当 它 
可 表 为 开 区 间 之 和 的 形式 . 通过 这 些 讨论 使 我 们 得 到 拓扑 空间 的 基 的 重要 概念 . 

定义 设 多 为 空间 7 的 开 子 集 族 ,如 果 空 间 7 中 任 一 开 集 可 表 为 多 中 一 些 ( 有 
限 多 个 或 无 限 多 个 ) 集 的 和 , 则 称 多 为 空间 7 的 拓扑 基 . 

例如 ,所 有 开 球 (具有 任意 中 心 与 任意 半径 ) 的 全 体 构 成 度量 空间 的 基 . 特别 ,所 
有 开 区 间 族 是 直线 的 基 . 仅 具 有 有 理 端 点 的 开 区 间 也 构成 直线 上 的 基 , 因为 任意 开 
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区 间 均 可 表 为 这 样 一些 开 区 间 的 和 的 形式 ,这 就 意味 着 直线 上 任意 开 集 也 可 以 表 为 
这 样 一 些 开 区 间 的 和 的 形式 . 

于 是 ,我 们 可 以 指定 空间 7 的 某 一 基 儿 来 给 出 7 的 拓扑 r; 这 个 拓扑 与 表 为 的 
和 集 所 成 的 集 族 相合 . 

在 拓扑 空间 T= (X,r) 中 , 任 一 基 多 具有 以 下 两 条 性 质 : 

1) 任意 一 点 x E 区 至 少 属于 8 中 的 一 个 集 6; 

2) 如 采 x E cine(c,c E 乌 , 那 么 存在 Cs E 多 使 得 

XEG CGN G,. 

事实 上 ,性 质 1) 只 不 过 表示 整个 是 开 的 , 它 一 定 可 表 为 多 中 一 些 集 的 和 ;由 
GinG, 是 开 的 ,因而 它 是 基 的 一 些 元 素 之 和 推 得 性 质 2). 

反之, 设 X 是 任 一 集 而 多 是 忒 中 具有 性 质 1) 与 2) 的 子 集 族 . 这 时 ,可 表 为 多 的 
和 集 的 集 族 构成 X 中 的 拓扑 (也 就 是 说 它 满足 拓扑 空间 定义 的 公理 1° 与 2°). 

事实 上 , 设 r( 区 为 X 中 所 有 可 表 为 多 的 集 之 和 的 全 体 . 这 时 空 集 0 与 整个 X 属 
于 z( 吃 , 且 r( 乌 中 任意 多 个 集 的 和 也 属于 rz( 多. 我 们 来 证 明 ,z( 允 中 任意 有 限 个 集 
的 交 属于 r( 只 我 们 只 要 对 两 个 集 来 证 明 就 可 以 了 . 设 4 = LU 6 及 B = LU Gy, 这 


时 4nB = U (cn cs). 由 条 件 2) 推 出 , 任 一 Co。n Gs 都 属于 zr( 驴 .所 以 4NB 也 


a,B 

属于 z( 分 . 

于 是 ,我 们 得 到 以 下 结果 . 

定理 2 集 X 的 子 集 G 所 成 的 集 族 多 是 中 的 某 一 拓扑 基 的 充 要 条 件 为 多 具 
有 性 质 1) 与 2). 

现在 假定 在 空间 7 中 给 出 某 一 确定 的 拓扑 .在 7 中 取 具 有 性 质 1) 与 2) 的 开 
集 族 之 作 为 它 的 基 , 显 然 我 们 得 到 7 中 的 一 个 拓 #hr( 多 ,这 个 拓扑 或 者 与 原来 的 拓 
扑 相合 ,或 者 比 原来 的 拓扑 更 弱 . 下 面 我 们 来 建立 多 正好 产生 给 定 拓扑 7 的 条 件 . 

定理 3 族 多 r 是 给 定 拓 扑 7z 的 基 的 充 要 条 件 为 它 满足 下 述 条 件 : 

3) 对 于 任 一 开 集 C 及 每 一 点 x E C, 存 在 G, E 多 使 得 x E G,CG. 

证 明 如 果 条 件 3) 成 立 ,那么 每 一 开 集 C 都 可 表 为 如 下 的 形式 : 


C = LU 6G,, 
XEC 


也 就 是 说 8 是 拓扑 r 的 基 . 反之 ,如 果 多 是 拓扑 7 的 基 , 那 么 ,每 一 G Er 都 可 表 为 
搬 中 集 之 和 的 形式 . 这 时 ,对 每 一 点 x € G, 可 以 求 得 G, € 多 使 得 x E G6, CG. 

习题 设 宅 与 党 为 中 两 个 基 ( 即 满足 两 条 性 质 1) 与 2) 的 两 个 集 族 ) ,而 zc 与 7 为 由 它们 确 
定 的 拓扑 . 证 明 :m Cz 的 充 要 条 件 为 对 于 任意 CE 贸 及 任意 一 点 x E G ,存在 6G, E 史 使 得 x 
E GC, CO.. 


中 它 作为 族 乡 元 素 的 空 集 的 和 而 得 到 的 . 
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例如 ,利用 定理 3 易 证 ,在 任 一 度量 空间 中 所 有 开 球 的 全 体 构 成 度量 空间 的 拓 
扑 基 . 半径 为 有 理 数 的 所 有 球 的 全 体 也 是 度量 空间 的 拓扑 基 . 再 如 ,所 有 有 理 开 区 间 
( 即 具有 有 理 端点 的 开 区 间 ) 的 全 体 可 以 作为 直线 上 的 基 . 

具有 可 数 基 的 空间 ,也 就 是 在 其 中 至 少 存在 一 个 由 至 多 可 数 个 集 组 成 的 基 的 这 
种 空间 ,构成 重要 的 一 类 拓扑 空间 . 我 们 把 具有 可 数 基 的 空间 也 称 为 具有 第 二 可 数 
性 公理 的 空间 . 

如 果 在 拓扑 空间 7 了 中 有 可 数 基 , 那 么 在 7 中 必 有 可 数 处 处 稠密 集 , 即 这 样 的 可 
数 集 ,其 闭 包 是 全 空间 了 事实 上 , 设 {G,) 是 7 中 的 可 数 基 . 我 们 在 这 个 基 的 任 一 元 
素 中 任 取 一 点 x,. 可 数 集 钱 = {x, |} 在 7 中 处 处 稠密 ,因为 不 然 的 话 , 非 空 开 集 G = 太 \ 
[X] 不 含 对 中 任何 一 个 点 ,这 是 不 可 能 的 , 因 G 是 族 | G,| 中 某 些 集 的 和 ,而 x。E G6 

像 度 量 空间 一 样 ,我 们 把 具有 可 数 处 处 稠密 集 的 拓扑 空间 称 为 可 分 的 . 

上 面 证 明 过 的 论断 的 道 命题 对 度量 空间 是 正确 的 : 

如 果 度 量 空间 R 是 可 分 的 ,那么 在 R 中 就 有 可 数 基 . 事实 上 , 像 开 球 B(x,， 
1/m) 就 构成 R 中 的 可 数 基 , 其 中 x,} 是 可 数 处 处 秽 密 集 ,而 与 m 独立 地 取 遍 所 有 
自然 数 . 于 是 ,下 面 的 定理 成 立 : 

定理 4 ”上 度量 空间 RR 具有 可 数 基 的 充 要 条 件 为 它 是 可 分 的 . 

根据 这 个 定理 ,所 有 可 分 度量 空间 的 例子 也 可 以 看 作 具 有 第 二 可 数 性 公理 度量 
空间 的 例子 . 对 于 不 可 分 的 有 界 序 列 空间 (参见 $1 例 9) , 它 就 没有 可 数 基 . 

注 一 般 说 来 ,定理 4 对 任意 ( 非 度量 的 ) 拓 扑 空 间 是 不 正确 的 :可 以 指出 没有 
可 数 基 的 可 分 空间 的 例子 . 下 面 我 们 就 来 说 明 这 一 点 . 对 于 度量 空间 R 的 每 一 点 x， 
存在 它 的 邻 域 可 数 族 (例如 , 开 球 族 B(x,1/n)), 具 有 以 下 性 质 :对 于 任 一 包含 点 
x 的 开 集 G, 均 可 找到 族 1 中 的 邻 域 ,使 得 它 完 全 包含 在 6 中 . 这 样 的 邻 域 族 称 为 点 
x 的 确定 邻 域 族 . 

如 果 拓 扑 空间 7 的 点 x 有 可 数 的 确定 邻 域 族 , 则 说 在 这 点 满足 第 一 可 数 性 公 
理 . 如 果 空 间 了 7 的 每 一 点 和 丝 有 可 数 的 确定 邻 域 族 , 则 空间 7 称 为 具有 第 一 可 数 性 公 
理 的 空间 . 

任何 度量 空间 ,甚至 不 可 分 的 度量 空间 ,它们 都 自动 满足 第 一 可 数 性 公理 . 但 
是 ,在 任意 拓扑 空间 中 (即使 由 可 数 个 点 组 成 的 空间 ) ,第 一 可 数 性 公理 可 能 不 成 立 . 
因此 ,我 们 没有 把 度量 空间 中 关于 从 可 数 处 处 稠密 集 的 存在 推 得 该 空间 可 数 基 的 存 
在 的 讨论 , 搬 到 任意 拓扑 空间 上 去 . 即使 具有 第 一 可 数 性 公理 的 可 分 拓扑 空间 , 它 也 
可 能 没有 可 数 基 . 


设 X 是 一 个 集 而 [M.。| 为 一 集 族 . 如 果 UM。 DX, 则 1M。 称 为 的 覆盖 . 由 开 
( 闭 ) 集 组 成 的 拓扑 空间 7 的 覆盖 称 为 开 ( 闭 ) 覆盖 . 如 果 覆 盖 { M。| 本 身 的 某 一 部 分 
My。 构成 空间 7 的 一 个 覆盖 , 则 称 |M。 | 为 覆盖 |M。| 的 子 覆盖 

定理 5 “如果 了 是 具有 可 数 基 的 拓扑 空间 ,那么 从 它 的 任 一 开 柳 盖 中 可 以 选 出 
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有 限 或 可 数 的 子 覆盖 . 

证 明 设 |0。) 是 空间 7 了 的 某 一 开 和 覆盖 . 这 时 任 一 点 x E 了 属于 某 一 0。. 设 
1G.1 是 了 中 的 可 数 基 . 对 每 一 点 x E 7, 存 在 可 数 基 的 元 素 G,(x) ,使 得 x E G, (x) 
C0。. 这 样 选取 的 集 C,(x) 的 全 体 是 有 限 或 可 数 的 覆盖 ,从 而 覆盖 全 空间 7. 对 于 每 
一 cz) ,选取 包含 它 的 集 0。 中 的 一 个 ,我 们 就 得 到 有 限 或 可 数 的 覆盖 | 0。| 的 子 

善 . 定理 证 毕 . 

按照 拓扑 空间 的 定义 , 空 集 与 全 空间 7 同时 既是 开 的 又 是 闭 的 . 在 其 中 没有 其 
他 同时 既是 开 的 又 是 闭 的 集 的 空间 称 为 连通 空间 . 直线 R' 乃 是 连通 空间 中 最 简单 
的 一 个 例子 . 而 如 果 从 R 中 去 掉 一 个 或 一 些 点 ,那么 剩 下 的 空间 已 不 再 是 连通 
的 了 . 

4. 了 中 的 收敛 序列 ”六 和 暴乱 的 度量 空间 中 收敛 序列 的 概念 容易 搬 到 拓扑 空 
间 . 这 就 是 说 , 设 x ,x,，,…,%, 为 了 中 的 点 列 , 如 果 点 x 的 任 一 邻 域 含 有 这 个 序列 从 
某 项 开始 的 所 有 点 , 则 称 了 中 的 这 个 点 列 收敛 于 *. 这 个 收敛 性 概念 在 度量 空间 中 起 
看 并 基 性 的 作用 ,而 在 拓扑 空间 中 却 不 是 这 样 . 因为 在 度量 空间 尺 中 ,点 x* 是 集 MC 
RR 的 接触 点 的 充 要 条 件 为 M 中 存在 收敛 于 > 的 序列 ,而 在 拓扑 空间 中 这 一 般 说 来 不 
成 立 . 在 拓扑 空间 了 中 ,从 x 是 1 的 接触 点 ( 即 * E[M]) 不 能 推出 在 M 中 存在 收敛 
于 x 的 序列 . 作为 示例 ,我 们 取 闭 区 间 [0,1] ,并 认为 它 的 子 集 ( 及 空 集 ) 是 开 的 而 这 
些 子 集 是 从 [0,1 |] 中 去 掉 任意 有 限 个 或 可 数 个 点 得 到 的 . 不 难 证 明 ,这 样 取 的 子 集 族 
此 时 满足 公理 1° 与 2%( $5 第 1 有 段 ) ,也 就 是 说 我 们 得 到 一 个 拓扑 空间 . 在 这 个 拓扑 
空间 中 ,只 有 定常 序列 ( 即 从 某 一 下 标 开 始 ,其 元 素 都 相同 :x, = zx, = … 的 序列 ) 才 
收敛 (请 读者 自行 证 明 !). 另 一 方面 ,例如 ,如 果 我 们 取 半 开 区 间 (0,1] 作 为 内 ,那么 
太 0 就 是 1 的 接触 点 (读者 验证 之 !) ,但 1 中 的 任 一 点 列 在 上 述 拓扑 空间 中 却 不 收 
敛 于 0. 

如 有 果 我 们 考察 的 不 是 任意 拓扑 空间 ,而 是 具有 第 一 可 数 性 公理 的 空间 ( 即 空间 
7 的 每 一 点 x 皆 存 在 可 数 的 确定 邻 域 族 ) ,那么 ,收敛 序列 “具有 恢复 自身 的 权利 ”. 
这 时 ,任意 集 MCT 的 每 一 接触 点 就 可 以 看 作 M 的 某 一 点 列 的 极限 . 事实 上 , 设 


10,} 是 点 < 的 可 数 的 确定 邻 域 族 . 可 以 认为 0,,: C 0,( 不 然 的 话 ,我 们 用 门 0; 代 
替 0.). 设 入 是 1 中 属于 0(F=1,2,…) 的 任意 一 点 . 这 样 的 % 显然 存在 ， 否则 
不 是 M 的 接触 点 . 于 是 ,序列 {zx} 收 化 于 x， 

正如 我 们 已 经 指出 ,所 有 度量 空间 都 满足 第 一 可 数 性 公理 . 所 以 我 们 也 可 以 对 
度量 空间 所 有 这 样 的 概念 ,如 闭 包 , 接 触 点 等 ,用 收敛 序列 的 术语 来 叙述 . 

5. 连续 映射 . 同 胚 ”在 $ 1 中 我 们 对 度量 空间 引进 的 连续 映射 概念 自然 地 可 拓 
广 到 任意 拓扑 空间 上 去 . 

定义 ” 设 和 ,了 为 两 个 拓扑 空间 ,f 为 空间 到 空间 Y 内 的 映射 . 如 果 对 于 点 y。 
=f(%o) 的 任 一 邻 域 0 ,可 以 找到 点 wx 的 邻 域 ,使 得 f(V,) CU , 则 称 映射 /在 
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点 xo 连续 . 如 果 映 射 f:X-> 了 在 每 一 点 x E 六 都 连续 , 则 称 f 为 连续 的 . 特别 ,拓扑 空 
间 外 到 数 直线 内 的 连续 映射 就 叫做 该 空间 的 连续 函数 . 

不 难 验证 ,对 于 度量 空间 ,这 个 定义 实际 上 就 是 在 $1 中 给 出 的 , 变 一 个 度量 空 
间 为 另 一 个 度量 空间 内 映射 的 连续 性 定义 . 

我 们 所 给 出 的 定义 具有 “局 部 ”特性 . 通过 映射 /在 每 一 点 的 连续 性 来 定义 /在 
全 空间 XX 上 的 连续 性 . 这 就 是 说 ,一 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 内 映射 的 连续 性 
概念 可 以 用 开 集 的 术语 来 叙述 , 亦 即 用 这 些 空间 的 扑 拓 术 语 来 叙述 . 

定理 6 拓扑 空间 不 到 拓扑 空间 了 内 的 映射 /是 连续 的 充 要 条 件 为 任 一 开 集 G 
CY 的 原 象 厂 =f “'(G) (在 X 中 ) 是 开 的 . 

证 明 ”必要 性 . 设 映 射 / 是 连续 的 ,G6 为 了 中 的 开 集 . 我 们 来 证 明 厂 =f (6) 是 
开 的 . 设 * 是 集 栈 的 任 一 点 而 y=f(x). 这 时 G6 成 为 点 y 的 邻 域 . 按照 连续 性 定义 ,可 
以 找到 点 % 的 邻 域 ,使 得 AV,) CG, 亦 即 VCI 换 句 话说 ,如 果 x ET, 则 存在 这 
点 的 邻 域 了 , 它 包含 在 太 中 . 这 意味 着 丁 是 开 的 . 

充分 性 . 设 当 GCY 是 开 的 时 , 厂 =f“'(G) 也 是 开 的 . 我 们 来 考察 任 一 点 x EX 
及 点 y =f(%) 的 任意 邻 域 加. 因为 y E 0,, 所 以 点 x 属于 集 f“!'(U,). 这 个 开 集 也 成 
为 点 x 的 邻 域 , 它 的 象 包含 在 U, 中 . 

注 设 X 与 Y 篆 是 任意 集 而 f 是 了 到 了 内 的 映射 . 如 果 在 了 中 给 定 某 一 拓扑 = 
( 即 包含 包 ,Y 以 及 关于 取 任 意 多 个 和 与 有 限 个 交 为 封闭 的 集 族 ) ,那么 拓扑 7 的 原 
象 ( 即 所 有 和 集 f “1(C) 的 全 体 ,其 中 G Er) 是 X 中 的 拓扑 . 

为 了 证 明 这 个 论断 ,只 要 回忆 关于 原 象 的 和 集 与 交集 的 定理 (参见 第 一 章 $2). 
我 们 记 了 中 的 拓扑 为 11(7). 如 果 这 时 XX 与 Y 是 具有 拓扑 7 与 7 的 拓扑 空间 ,那么 
定理 6 可 叙述 为 :映射 /:X>Y 是 连续 的 ,而 且 仅 当 拓 扑 z 较 拓扑 f(z,) 强 . 

从 余 集 的 原 象 是 原 象 的 余 集 推出 定理 6 的 对 偶 定理 

定理 6' 拓扑 空间 到 拓扑 空间 了 内 的 映射 是 连续 的 充 要 条 件 为 Y 中 任 一 
闭 集 的 原 象 (在 了 中) 是 闭 的 . 

不 难 验证 , 开 ( 闭 ) 集 在 连续 映射 下 的 象 不 一 定 是 开 ( 闭 ) 的 . 例如 ,我 们 考察 半 
开 区 间 XX=[0,1) 到 圆周 上 的 映射 . 这 时 , 它 把 [0,1) 内 的 闭 集 [1/2,1) 变 为 圆周 上 
的 非 闭 集 (图 11). 

/(0) 


0 1/2 1 


f(1/12) 


图 11 
如 果 映 射 把 任 一 开 集 仍 变 为 开 集 , 则 称 此 映射 为 开 的 . 如 果 上 映射 把 任 一 闭 集 仍 
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变 为 团 集 , 则 称 此 映射 为 闭 的 . 

对 于 连续 映射 ,也 成 立 类 似 于 大 家 所 熟悉 的 分 析 学 中 关于 复合 函数 连续 性 的 
定理 . 

定理 7 设 X,Y 及 2 为 拓扑 空间 ,f 与 分别 为 到 了 Y 内 与 Y 到 2Z 内 的 连续 映 
射 . 这 时 ,空间 到 空间 2Z 内 的 映射 >ep(HFKx) ) 也 是 连续 的 . 

从 定理 6 可 立即 得 到 这 个 定理 的 证 明 . 

在 $1 中 我 们 对 度量 空间 引进 的 同 胚 概念 ,也 可 以 拓 广 到 拓扑 空间 上 去 ,也 就 
是 说 ,如 果 拓 扑 空 间 开 到 拓扑 空间 了 上 的 映射 /是 一 对 一 的 、 双 方 连续 的 , 则 太 称 为 
同 胚 映射 ;这 时 空间 与 Y 称 为 同 胚 的 . 同 胚 空间 具有 同样 的 拓扑 性 质 ,而 且 从 拓扑 
的 观点 来 看 ,它们 简直 可 以 看 作 同 一 空间 的 两 种 摹 本 . 因此 ,在 两 个 同 胚 空间 中 的 拓 
扑 ,可 以 相互 作为 象 和 原 象 . 同 胚 关系 是 自 反 的 ,对 称 的 和 传递 的 . 所 以 任何 拓扑 空 
间 的 总 体 可 以 分 成 彼此 同 胚 的 空间 的 两 两 不 相交 的 类 . 

注 ”两 个 相互 同 胚 的 度量 空间 所 具有 的 度量 性 质 可 以 是 不 同 的 0. 所 以 ,其 中 一 
个 空间 可 以 是 完备 的 , 而 另 一 个 却 不 是 . 例如 , 开 区 间 ( -7/2,7/2) 同 胚 于 数 直 线 
(对 应 的 同 胚 可 由 函数 x 一 tg x 给 出 ), 但 这 时 直线 是 完备 空间 , 而 开 区 间 
| -二 ,到 | 却 不 是 

6. 分 离 性 公理 虽然 度量 空间 中 的 许多 基本 概念 不 难 拓 广 到 任意 拓扑 空间 上 
去 ,但 从 分 析 学 的 任务 的 观点 来 看 ,这 种 空间 毕竟 是 过 于 一 般 的 对 象 . 这 里 出 现 本 质 
上 不 同 于 度量 空间 中 可 能 发 生 的 情况 . 例如 ,我 们 已 经 看 到 ,在 拓扑 空间 中 有 限 点 集 
可 能 不 是 闭 的 ($5 第 1 段 例 4) ,等 等 . 

在 诸 拓 扑 空 间 中 ,可 分 出 其 性 质 与 度量 空间 更 为 相近 的 空间 来 . 为 此 还 需要 对 
拓扑 空间 的 公理 1° 与 2*( $5 第 1 有 段 ) 添 加 某 些 补 充 条 件 . 例如 ,可 数 性 公理 就 可 以 
作为 这 样 的 条 件 . 这 样 就 可 能 根据 收敛 性 概念 来 研究 空间 的 拓扑 . 另外 一 些 性 质 的 
要 求 组 成 另 一 重要 类 型 的 补充 条 件 , 即 所 谓 分 离 性 公理 . 下 面 我 们 依次 列举 逐渐 加 
强 的 分 离 性 公理 . 

公理 (第 一 分 离 性 公理 ) ”对 于 空间 7 任何 两 个 不 同 的 点 x 与 y, 存 在 点 x 的 
邻 域 0,( 不 包含 点 7y) 以 及 存在 点 y 的 邻 域 0,( 不 包含 点 x). 

满足 这 个 公理 的 空间 称 为 7 空间 . 两 点 连通 空间 可 以 作为 拓扑 空间 但 不 是 了 
空间 的 例子 . 

在 了 空间 中 任何 点 都 是 闭 集 . 事实 上 ,如 果 xzy, 则 存在 点 y 的 邻 域 0,( 不 包 
含 x), 即 y 括 Lxj]. 所 以 [x] =x. 因此 ,在 7 空间 中 任何 有 限 点 集 也 是 闭 的 . 并 且 不 
难 验 证 ,公理 7 恰恰 等 价 于 所 有 这 些 集 的 闭 性 要 求 . 


中 空间 RR 的 度量 唯一 确定 它 的 拓扑 ,但 反之 不 然 ; 在 XX 中 给 定 不 同 的 度量 可 以 得 到 R(X,p) 中 同样 的 拓 
扑 . 
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前 面 (参见 $5 第 1 段 ) 我 们 已 经 在 拓扑 空间 了 中 定义 了 集 1 的 极限 点 x 为 使 
得 交 UNnM\ {x| 非 空 的 点 ,这 里 U0 是 点 x 的 任意 邻 域 . 
在 不 满足 公理 7 的 空间 中 ,甚至 仪 由 有 限 个 点 组 成 的 集 M 可 以 存在 极限 点 . 设 
7 了 是 两 点 连通 空间 ， 其 中 拓扑 由 名 ， 5 及 a,b 组 成 . 这 时 点 a 是 集 MWM = {41 的 极 
限 点 . 
在 7 空间 中 上 述 情 形 已 经 不 可 能 发 生 , 亦 即 下 述 命题 为 真 . 
引 理 点 x 是 7 空间 中 集 1 的 极限 点 的 充 要 条 件 为 它 的 任 一 邻 域 0 包含 以 
中 无 限 多 个 点 . 
条 件 的 充分 性 是 明显 的 . 我 们 来 证 四 它 的 避 要 由 设 x 是 的 极限 点 . 假定 存在 
点 x 这 样 的 邻 域 0, 它 只 包含 M 中 有 限 个 点 . 设 x1,x,,…,x, 是 除了 x 本身 以 外 (如 
果 这 样 的 4 属于 1 的话) 所 有 这 种 点 . 这 时 ,V=U - ， 是 的 邻 域 ,并 且 了 了 
MAM\iIx| = 0. 
任 一 度量 空间 显然 是 7 空间 . 所 以 在 度量 空间 中 就 把 引 理 中 所 指 的 性 质 作 为 
集 的 极限 点 的 定义 . 
加 强 第 一 分 离 性 公理 就 成 为 公理 7. 
公理 7,( 第 二 分 离 性 公理 或 豪 斯 多 夫 分 离 性 公理 ) ”拓扑 空间 了 的 任意 两 个 不 
同 的 点 x 与 y 有 不 相交 的 邻 域 0, 与 0,. 
满足 这 个 公理 的 空间 称 为 7 空间 或 豪 斯 多 夫 空 s 间 . 任 一 察 斯 多 夫 空 间 必 是 TI 
空间 ;但 反之 不 真 . 闭 区 间 [0,1] 可 以 作为 Ti 空间 但 不 是 豪 斯 多 夫 空 间 的 例子 ， 在 这 
个 闭 区 间 [0,1] 去 掉 至 多 可 数 个 点 所 得 到 的 一 切 集 与 空 集 是 开 的 . 
公理 7,( 第 三 分 离 性 公理 ) ”任意 一 点 与 不 包含 该 点 的 闭 集 有 不 相交 的 邻 域 . 
这 时 ,包含 W 的 任 一 开 集 U0 称 为 拓扑 空间 7 中 集 W 的 邻 域 . 
对 这 个 公理 又 可 以 给 出 以 下 等 价 的 叙述 : 
任意 一 点 x 的 任何 邻 域 0 包含 同一 点 的 连同 其 闭 包 也 含 在 0 内 的 较 小 邻 域 
读者 可 以 把 它 作 为 习题 来 证 明 . 
因为 任意 拓扑 空间 中 的 点 可 能 不 是 闭 集 ,所 以 第 三 分 离 性 公理 只 对 满足 公理 也 
空间 才 有 意义 . 我 们 把 满足 两 个 公理 7 与 7 的 空间 称 为 正则 空间 
任 一 正则 空间 当然 是 豪 斯 多 夫 空间 ;但 反 过 来 不 成 立 . 满足 下 述 条 件 的 闭 区 间 
[0 ,1 可 以 作为 豪 斯 多 夫 空 间 但 不 是 正则 空间 的 例 . 在 [0,1j] 中 除 点 0 以 外 的 一 切 
点 ,都 用 通常 的 方法 来 定义 它 的 邻 域 ,而 把 从 其 中 去 掉 形 如 1/n(n =1,2,…) 的 这 样 
的 所 有 可 能 的 半 开 区 间 [0,a) 作 为 零 的 邻 域 . 这 是 一 个 窒 斯 多 夫 空 间 , 但 其 中 点 0 与 
不 包含 它 的 闭 集 {1/nj 不 是 用 彼此 不 相交 的 邻 域 来 分 离 的 , 即 公 理 7 不 成 立 . 
在 分 析 学 中 ,通常 不 会 磁 到 比 正则 空间 更 一 般 的 空间 . 不 但 如 此 ,一 般 地 说 ,从 
分 析 学 的 观点 来 看 , 感 兴趣 的 是 满足 以 下 更 强 要 求 的 空 x 间 ， 这 种 要 求 即 所 谓 空 间 的 
正规 性 . 
公理 四 (正规 性 公理 ) ”如果 在 也 空间 中 ,任意 两 个 不 相交 的 闭 集 有 不 相交 的 
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邻 域 , 则 7 空间 称 为 正规 的 . 

特别 ,所 有 度量 空间 都 属于 正规 空间 . 事实 上 , 设 X 与 7 为 度量 空间 RR 中 的 两 个 
不 相交 的 闭 集 . 对 于 每 一 点 x E 有 一 个 与 了 不 相交 的 邻 域 0, ,因而 存在 点 x 到 了 
的 某 一 正 距 离 p, ,类 似 地 ,对 于 每 一 点 y EY 到 的 距离 是 p,. 我 们 考察 分 别 包 含 
与 的 开 集 2 


U = U B(x,ps/2) 与 V = LU B(y,p,/2), 


并 证 明 它 们 的 交 是 空 的 . 假设 z € UNV. 这 时 在 和 中 存在 点 x。 使 得 p(xo,z) < 
pwo/ 2, 而 在 Y 中 存在 点 yo 使 得 p(z,yo) <p,,/2. 为 确定 起 见 , 假 设 p, <p,. 于 是 


p(Xo ,yo ) <D(Cxo;z) + Pp(z,Yo) < p,/ 2 +p,/2 < py， 


即 x。E 8(yo,p,). 但 这 与 p, 的 定义 矛盾 . 于 是 命题 得 证 . 、 

由 于 任 一 度量 空间 的 子 空间 仍 是 度量 空间 ,所 以 它 总 具有 正规 性 . 一般 说 来 ,这 
对 于 任意 正规 空间 不 真 :正规 空间 的 子 空间 不 一 定 是 正规 的 . 因此 空间 的 正规 性 没 
有 遗传 性 @. 

正则 性 的 重要 加 强力 是 所 谓 拓扑 空间 的 完全 正则 性 ,这 是 遗传 性 质 . 拓扑 空间 
7 称 为 完全 正则 的 ,如 果 对 于 每 一 个 闭 集 C7 与 每 一 点 x。E T\F 存在 7 上 的 实 连 
续 函 数 , 它 在 点 xo 等 于 0, 而 在 上 等 于 1, 并 且 满 足 条 件 0<f(x) <1. 任 一 正规 空 
间 是 完全 正则 的 咏 ;但 反 过 来 不 成 立 . 任 一 完全 正则 (特别 是 正规 ) 空间 的 子 空间 仍 
是 完全 正则 的 . 完全 正则 空间 的 概念 是 由 吉 洪 诺 夫 ( Thrxongos) 引进 的 ,他 证 明了 完 
全 正则 空间 类 与 正规 空间 的 一 切 子 空间 类 重合 . 从 分 析 学 的 观点 来 看 ,完全 正则 空 
间 之 所 以 重要 ,就 在 于 每 一 个 这 样 的 空间 具有 “充分 多 ”的 连续 函数 , 即 对 于 完全 正 
则 空间 7 的 任意 不 同 的 点 x,y, 存 在 定义 在 7T 上 的 实 连续 函数 , 它 在 这 些 点 取 不 同 的 
值 . 

7. 在 空间 中 给 定 拓扑 的 不 同方 法 . 可 度量 性 ”在 某 一 空间 中 给 定 拓扑 最 直接 
的 方法 是 直接 指出 我 们 假定 为 开 集 的 那些 集 , 这 一 组 集 应 当 满 足 公 理 1 与 2"( 参 见 
$5 第 1 段 ). 与 此 等 价 的 对 偶 的 方法 就 是 指出 一 组 闭 集 , 这 一 组 闭 集 显然 应 当 满 足 
条 件 1 与 2(85 第 1 段 ). 但 事实 上 这 种 方法 是 很 少 能 用 得 上 的 . 例如 ,即使 在 平面 
的 情形 ,也 未 必 能 给 出 所 有 开 集 的 直接 描述 ( 像 这 种 描述 对 于 直线 的 情形 可 以 做 到 
(8$2 定理 5) ). 

给 定 拓扑 的 普遍 方法 在 于 选择 某 一 个 基 ， 实 际 上 就 是 在 度量 空间 中 引进 拓扑 ， 


中 这 里 ,通常 用 B(x,r) 表 示 以 点 x 为 中 心 ,r 为 半径 的 开 球 . 

@@ ”如 有 果 从 已 知 拓扑 空间 7 具有 性 质 P 推 出 7 的 一 切 子 空间 也 具有 性 质 P, 则 性 质 P 称 为 遗传 的 . 

加 这 个 (完全 不 明显 ) 的 结论 是 由 以 下 乌 里 孙 (IL C. yparcon) 定 理 推 得 的 :如 果 7 是 一 正规 空间 ,Fi ,到 
征 了 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 , 那 么 在 7 上 存在 连续 函数 六 0 和 Kx) <1, 它 在 上 等 于 0 而 在 f, 上 等 于 1. 
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在 这 里 我 们 利用 度量 给 出 基 , 亦 即 开 球 的 全 体 . 
在 空间 中 给 定 拓扑 还 有 一 种 可 能 方法 ,这 就 是 在 空间 中 引进 收敛 性 概念 . 但 在 
量 空间 的 范围 内 ,这 种 方法 不 总 是 很 方便 . 因为 正如 第 4 段 中 所 指出 的 ,从 某 一 集 
转 到 其 闭 包 时 不 总 能 用 收敛 序列 的 术语 来 描述 . 如 果 对 收敛 序列 概念 本 身 用 适当 的 
方式 加 以 推广 ,上 述 方法 就 可 以 成 为 普遍 的 方法 (例如 ,参见 [29] 第 二 章 ). 

在 拓扑 空间 中 按 公理 方式 定义 了 闭 包 运算 以 后 , 便 可 在 该 空间 中 引进 拓扑 . 也 
就 是 说 ,如 果 对 于 每 一 个 4C 有 某 一 个 集 [4] Cc 与 之 对 应 , 则 称 在 集 下 中 给 出 一 
个 闭 包 运算 ,[4] 称 为 4 的 闭 包 ,同时 从 4 转 到 [4] 的 运算 具有 $2 定理 1 中 指出 的 
性 质 1) 一 4). 在 定义 了 使 [4] =4 这 个 集 的 闭 包 以 后 ,不 难 证 明 , 这 一 类 集 满足 性 质 
1 与 2( $5 第 1 段 ) , 亦 即 在 X 中 事实 上 确定 了 一 个 拓扑 . 

给 定 度 量 是 引进 拓扑 的 一 种 很 重要 的 方法 ,虽然 远 非 普遍 的 方法 . 正如 我 们 已 
经 看 到 , 任 一 度量 空间 是 正规 的 而 且 满足 第 一 可 数 性 公理 . 但 在 把 这 两 个 性 质 之 一 
去 掉 的 空间 中 ,利用 任何 度量 都 不 能 给 出 空间 的 拓扑 . 

定义 ” 设 了 是 拓扑 空间 . 如 果 了 的 拓扑 可 以 用 任 一 度量 给 出 , 则 称 了 为 可 度量 
化 的 . z 

根据 刚才 所 说 的 ,空间 的 正规 性 与 第 一 可 数 性 公理 乃 是 空间 可 度量 化 的 必要 条 
件 . 同时 ,不 论 这 些 条 件 中 的 任何 一 个 ,或 甚至 两 个 条 件 合 在 一 起 ， 它们 都 不 是 可 度 
量化 空间 的 充分 条 件 . 但 下 面 乌 里 孙 定 理 成 立 : 

具有 可 数 基 的 拓扑 空间 是 可 度量 化 的 充 要 条 件 为 它 是 正规 的 . 

上 述 命题 条 件 的 必要 性 是 明显 的 . 充分 性 的 证 明 , 例 如 可 在 [2] 中 找到 . 
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1， 紧 性 概念 ”下 述 的 海 混 - 博 雷 尔 (Heine - Borel) 著名 引 理 在 分 析 学 中 起 着 
葛 基 的 作用 

从 数 直 线 闭 区 间 [a,5] 的 任 一 覆盖 (由 诸 开 区 间 所 组 成 ) 中 可 以 选 出 有 限 子 
覆盖 . 

如 果 考 虑 任意 开 集 代替 开 区 间 , 上 述 命 题 仍 然 成 立 ;从 闭 区 间 [a,5] 的 任 一 开 覆 
盖 中 可 以 选 出 有 限 子 覆 羡 . 

从 数 直线 上 闭 区 间 的 这 个 性 质 出 发 ,我 们 引进 以 下 重要 概念 . 

定义 设 7 为 拓扑 空间 ,如 果 7 的 任 一 开 覆 盖 包 含有 限 子 覆盖 , 则 称 7 为 紧 的 . 

满足 豪 斯 多 夫 分 离 性 公理 的 紧 拓 扑 空间 称 为 紧 统 . 

我 们 下 面 将 要 看 到 ,任何 有 限 维 欧 几 里 得 空间 的 一 切 有 界 闭 子 集 与 闭 区 间 一 样 
具有 紧 的 性 质 . 反之 ,直线 .平面 .三 维 空间 都 是 非 紧 空间 最 简单 的 例子 . 


设 |4| 是 集 7T 的 某 一 子 集 族 . 如 果 这 个 族 的 成 员 之 任何 有 限 交 门 4 非 空 , 则 称 
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集 了 的 子 集 族 {4| 是 有 心 的 . 从 紧 性 定义 的 叙述 及 对 偶 原 理 可 推 得 下 面 的 定理 . 
定理 1 拓扑 空间 7 了 是 紧 的 充 要 条 件 为 了 满足 条 件 (R): 
(R)T 的 闭 子 集 的 任 一 有 心 族 有 非 空 的 交 .， 
事实 上 , 设 | | 为 了 中 闲 子 集 的 有 心 族 , 且 7 了 是 紧 的 . 这 时 , 集 C。 = 7T\F 是 开 


和， ee 有 限 个 集 的 交 :NF 非 空 这 事实 推出 任 一 有 限 集 族 C; = 区 \F; 不 能 履 


空间 了 . 但 这 时 所 有 6。 也 不 能 构成 覆盖 ( 紧 性 1) ， 而 这 表示 赂 fF 全 . 于 是 ,如 
果 了 是 归 的 则 在 7 了 中 条 件 (R) 成 立 . 反之 , 设 7 了 满足 条 件 (R) 且 {G6。1 为 空间 7 的 开 
覆盖 . 令 f= 了 \G, ,我 们 便 得 到 六 KF = 名 ,由 此 推出 族 { ,| 不 可 能 是 有 心 的 (条 件 


(R) ) , 即 存在 局 ,… ,下 , 使 得 NR- 必 . 但 这 时 相应 的 6; = T\F, 构成 覆盖 fc。 | 的 


有 限 子 覆盖 . 于 是 ,条 件 (及 ) 等 价 于 紧 性 

下 面 我 们 来 建立 紧 空间 的 某 些 基本 性 质 

定理 2 如果 7 是 紧 空间 , 那 么 7 的 任 一 无 限 子 集 至 少 有 一 个 极限 点 . 

证 明 如果 了 包含 无 限 集 臣 , 它 连 一 个 极限 点 也 没有 ,那么 在 X 中 可 选 出 可 数 
集 鳌 = (%1 ,xy，,…) ,这 个 集 也 是 一 个 极限 点 也 没有 . 但 这 时 集 XZ, = (%, ,x,,1，…) 构 
成 了 中 闭 集 的 有 心 族 , 它 有 空 的 交 , 即 了 非 紧 

定理 3 紧 空 间 的 闭 子 集 是 紧 的 

证 明 设 忆 是 紧 空间 7 的 闭 子 集 , | F,| 是 子 空间 C7 的 闭 子 集 的 任意 有 心 
族 . 这 时 , 任 一 F, 在 7 中 也 是 闭 的 , 即 |F,| 是 7 中 闭 集 的 有 心 族 . 因而 , N Fz 攻 . 
由 此 根据 定理 1 推出 下 的 紧 性 

因为 豪 斯 多 夫 空间 的 子 空间 仍 是 豪 斯 多 夫 空 间 ,由 此 得 到 下 述 推论 

推论 ” 紧 统 的 闭 子 集 仍 是 紧 统 

定理 4 ” 紧 统 在 任何 包含 它 的 豪 斯 多 夫 空 间 中 是 闭 的 

证 明 设 K 是 豪 斯 多 夫 空间 7 中 的 紧 集 ,并 设 y 丘 K. 这 时 对 于 任 一 点 x E K， 
存在 该 点 的 邻 域 0, 及 点 y 的 邻 域 V., 使 得 


Im = 8. 


邻 域 U0, 构成 集 K 的 开 履 盖 . 由 于 天 的 紧 性 ,从 它 的 开 覆 盖 中 可 选 出 有 限 子 覆盖 U,， 
U, 7 令 


2 


V=V NV, NNY,. 


于 是 了 是 点 y 的 邻 域 , 且 不 与 0 U UU… UU DK 相交 . 因而 y 外 [天 ] ,这 表示 天 
是 闭 集 . 定理 证 毕 

定理 3 与 定理 4 表明 ,在 豪 斯 多 夫 空 间 类 中 , 紧 性 是 空间 的 内 在 性 质 , 亦 即 任 一 
紧 统 不 论 在 怎样 更 广 的 豪 斯 多 夫 空 间 中 它 仍然 是 紧 统 . 

定理 5 任 一 紧 统 是 一 正规 空间 . 
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证 明 设 X 与 Y 是 紧 统 K 的 两 个 不 相交 的 闭 子 集 . 重复 上 面 定理 证 明 中 所 进行 
的 推理 ,这 时 容易 证 明 ,对 任 一 点 y E 了 ,存在 它 的 邻 域 U, 及 开 集 0, DX, 使 得 U, 站 
0, = @. 从 而 证 明了 任 一 紧 统 是 正则 的 . 现 设 y 遍历 集 Y. 从 集 Y 的 覆盖 | 0,| 中 选取 
有 限 子 覆 盖 U，,…,U, . 这 时 , 开 集 


0 =0,Nn…N0, 与 0 =UV,U:…UU 


yn 


满足 条 件 
00 DIX,O0 DYSOvNOY = 0, 
而 这 也 就 表示 和 集 K 的 正规 性 . 
2 紧 空 间 的 连续 映射 ” 紧 空 间 , 特 别 是 紧 统 的 连续 映射 具有 一 系列 有 趣 而 重 
要 的 性 质 . 


定理 6 紧 空间 的 连续 象 是 紧 空 间 . 

证 明 设 了 是 紧 空 间 , 而 f 是 X 到 拓扑 空间 Y 内 的 连续 映射 . 我 们 来 考察 象 
AX) 的 任 一 覆盖 {V,) , 它 们 是 作 X) 中 的 开 集 . 令 VU, =f (TV,). 集 U0 是 开 的 ( 它 在 
连续 映射 下 为 开 集 的 原 象 ) ,是 构 成 空间 X 的 覆盖 . 由 于 XX 的 紧 性 ,从 这 些 覆 盖 中 可 
选 出 有 限 子 覆盖 UV,U,,…,U,. 于 是 集 VV ,VW ,…,V 覆盖 空间 XX 的 整个 象 /(X) ,其 
中 V; =f( U.,). 

定理 7 紧 统 下 到 豪 斯 多 夫 空 间 了 上 的 一 对 一 连续 映射 是 同 胚 映 射 . 

证 明 需要 证 明 : 从 定理 的 条 件 推 出 逆 映 射 p ”的 连续 性 . 设 下 是 式 中 的 闭 集 
而 P=g( 了 ) 是 它 在 Y 中 的 象 . 根据 定理 6 知 ,P 也 是 紧 统 ,因而 PP 在 Y 中 是 闭 的 .这 
样 一 来 ,在 映射 p 一 下 的 每 一 个 闭 集 PCX 的 原 象 是 闭 的 . 而 这 也 就 意味 着 映射 
的 连续 性 . 

3. 在 紧 空 间 上 的 连续 函数 与 半 连 续 函 数 ” 在 上 一 段 中 ,我 们 谈 到 紧 统 到 察 斯 
多 夫 空 间 内 的 连续 映射 . 而 紧 统 到 数 直 线 内 的 映射 , 即 紧 集 上 的 数值 函数 ,是 上 述 映 
射 的 特殊 情形 . 对 于 这 种 函数 , 它 保持 着 分 析 学 中 熟知 的 函数 在 闭 区 间 上 的 一 些 基 
本 性 质 . 

定理 8 设 7T 是 紧 空 间 而 f 是 7 上 的 连续 数值 隆 数 . 那么 f 在 7 了 上 有 界 ,并 且 在 
7 上 达到 上 确 界 和 下 确 界 . 

证 明 ”连续 函数 是 紧 空间 7 到 数 直 线 R 内 的 连续 映射 . 根据 一 般 的 定理 6,7 
在 R! 中 的 象 是 紧 的 . 但 正如 读者 在 分 析 教 程 中 已 经 知道 (也 可 参阅 $7 第 2 段 ) , 数 
直线 的 紧 子 集 是 闭 的 并 且 有 界 , 所 以 它 不 仅 有 有 限 的 上 确 界 和 下 确 界 ,而 且 还 包含 
这 些 界 . 定理 证 毕 

习题 设 大 是 紧 度量 空间 而 4 是 映 天 到 自身 ,并 且 使 得 当 * 关 y 时 ,p(4x,4y7) <p(%x,Y) 的 映 
射 . 试 证 映射 4 在 天 中 有 唯一 的 不 动 点 . 

上 述 定理 8 的 结果 也 可 以 推广 到 更 广 的 函数 类 上 去 ， 也 就 是 推广 到 所 谓 半 连 续 函 数 上 去 . 

如 果 对 于 任意 es > 0, 存在 点 x。 的 邻 域 ,在 这 个 邻 域 中 有 (x) >f(xo) -ee( 或 
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fx) <Axo) + e) , 则 称 函数 /x) 在 点 和 是 下 半 连 续 的 (或 上 半 连 续 的 ). 

例如 “zx 的 整数 部 分 "这 一 函数 作 x) = B(x) 是 上 半 连 续 的 . 如 果 连 续 函数 在 任意 一 点 % 的 
值 作 x) 增加 (减少 ) ,那么 我 们 就 得 到 上 (下 ) 半 连续 的 函数 . 如 果 /(x) 是 上 半 连 续 的 ,那么 -f(x) 
就 是 下 半 连 续 的 . 我 们 立即 可 以 从 这 两 个 结果 构造 出 很 多 半 连 续 函 数 的 例子 

在 研究 实 函数 的 半 连 续 性 时 ,假定 它 可 取 无 穷 值 是 方便 的 . 如 果 /(x。) = - % ,那么 我 们 就 认为 
函数 /在 点 % 是 下 半 连 续 的 ;而 如 果 对 于 任意 >0, 存 在 点 % 的 邻 域 ,在 这 个 邻 域 中 有 f(x) < -h， 
那么 就 认为 函数 /在 点 %。 是 上 半 连 续 的 . 

如 果 几 和) = + om ,那么 就 认为 函数 /在 点 和 是 上 半 连 续 的 ;而 如 果 对 于 任意 的 六 >0, 存 在 点 
m 的 邻 域 ,在 这 个 邻 域 中 有 _/(*) >h, 那 么 就 认为 函数 /在 点 zx 是 下 半 连 续 的 

设 刀 是 度量 空间 及 上 的 实 函数 量 (有 限 的 或 无 限 的 )lim [sup f(%) ] 称 为 函数 /4) 在 点 


和 的 上 极限 / (和 ). 类 似 地 可 定义 下 极限 f(xo) ,只 要 把 上 极限 中 的 上 确 界 换 成 下 确 界 . 差 


w 所 ) = 了 (和 ) - (mo)( 如 果 它 有 意义 , 即 如 果 数 (和 ) 与 /(%) 不 等 于 同一 符号 的 无 穷 
值 ) 称 为 函数 所 <) 在 点 和 的 振幅 . 不 难看 出 ,函数 Ax) 在 点 和 连续 的 充 要 条 件 为 of(x。) =0( 即 
-om <f (x)= f(%) <%). 


对 于 给 定 在 度量 空间 上 的 任意 函数 /(x) ,函数 f(x) 是 上 半 连 续 的 ,而 函数 f(x) 是 下 半 连 
续 的 . 这 容易 从 上 极限 与 下 极限 的 定义 推出 . 

我 们 来 考察 度量 空间 M, 它 的 元 素 x 是 给 定 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 一 切 有 界 实 函 数 g(t).M 中 
的 度量 由 等 式 


p(x,y) = pp) = sup |9(t) -yi) | 


给 出 . 我 们 把 团 上 的 函数 通常 称 为 泛 函 ,以 区 别 于 M 的 元 素 函 数 p(1). 
我 们 来 考察 半 连 续 泛 函 一 个 重要 的 例子 . 
我 们 把 曲线 y =fx) (a<x<6) 的 长 定义 为 泛 函 


L(f) = sup 人 (x; -xi1)” + (f(x;) -f(xi1))’, 


其 中 上 确 界 ( 它 可 能 等 于 + om ) 按 区 间 [a,5b] 上 的 一 切 可 能 分 划 来 取 . 这 个 泛 函 在 全 空间 M 有 定 
义 . 对 于 连续 函数 ,上 述 泛 函 与 极限 值 


(x — Xi) + (f(xi) -f(x 1)) 


lim 
max Xi—Xi—l | 一 0 i=1 


相等 . 最 后 ,对 于 具有 连续 导数 的 函数 , 它 可 以 写成 形式 
[ V1 +f” (x)dx. 


泛 函 LW) 在 M 中 是 下 半 连 续 的 ,这 容易 从 它 的 定义 推出 . 

现在 我 们 把 上 面 的 定理 8 推广 到 半 连 续 函 数 上 去 . 

定理 8a 在 紧 7 空间 了 7 上 的 下 (上 ) 半 连续 有 限 函 数 是 下 (上 ) 有 界 的 . 

事实 上 ,假定 inf f(x) = - w. 这 时 存在 序列 {x,} ,使 得 f(x,) < -n. 因为 空间 了 是 紧 的 ,所 以 
它 的 无 限 子 集 {x,| 至 少 有 一 个 极限 点 xo( 定 理 2). 根据 假设 条 件 , 函数/ 有 限 且 下 半 连 续 , 所 以 存 
在 点 和 的 邻 域 0, 使 得 当 x E 过时 所 x) > 用 xo) -1. 但 这 时 邻 域 U 可 能 只 包 合集 {x,} 有限 个 点 ， 
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而 这 与 点 xo 是 这 个 集 的 极限 点 矛盾 . 

对 于 上 半 连 续 的 情形 也 可 类 似 地 证 明 . 

定理 8b 在 紧 7 空间 7T 上 的 下 (上 ) 半 连续 有 限 函 数 达 到 自己 的 下 (上 ) 确 界 . 

设 函 数 作 x) 是 下 半 连 续 的 . 这 时 根据 定理 8a, 它 有 有 限 下 界 , 并 且 存 在 序列 {x,} ,使 得 f(x,) 
<inf f(x) +1/n. 

因为 了 是 紧 的 , 集 |%,| 有 极限 点 “0. 如果 f(x。) > inf 户 那么 ,由 于 函数 /的 下 半 连 续 性 ,存在 点 
x 的 邻 域 0 及 58>0, 使 得 当 x EU 时 ,f(x) >inf /+6. 但 这 时 邻 域 不 可 能 包含 集 {x,} 的 任何 一 
个 无 限 子 集 . 因而 ,f(xo) =inff, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 

4. 可 数 紧 性 ”我们 引进 下 面 的 定义 . 

定义 ”如 果 空 间 了 的 每 一 无 限 子 集 至 少 有 一 极限 点 , 则 称 7 为 可 数 紧 的 . 

在 第 1 段 已 经 证 明 的 定理 2 表明 , 任 一 紧 空间 是 可 数 紧 的 . 一 般 说 来 反之 不 真 . 
下 面 看 一 个 是 可 数 紧 的 ,但 不 是 紧 空 间 的 “传统 的 ”例子 . 考察 小 于 第 一 个 不 可 数 序 
数 w 的 一 切 序数 a 所 成 的 集合 区 我 们 把 满足 不 等 式 a<y <B 的 一 切 序数 y 的 全 
体 称 为 中 的 开 区 间 (a,B). 任意 多 个 开 区 间 的 并 称 为 X 中 的 开 集 . 容易 验证 ,所 构 
成 的 空间 是 可 数 紧 的 ,但 不 是 紧 的 . 

紧 性 与 可 数 紧 性 概念 之 间 的 关系 由 下 面 的 定理 就 变 得 明显 了 . 

定理 9 拓扑 空间 7 了 是 可 数 紧 的 充 要 条 件 为 以 下 两 个 条 件 中 的 任何 一 个 成 立 : 

1) 空间 7 了 的 任 一 可 数 开 覆 盖 包 含有 限 子 覆 盖 . 

2) 7 了 中 闭 集 的 任 一 可 数 有 心 族 具有 非 空 的 交 . 

证 明 ”条件 1) 与 2) 的 等 价 性 可 直接 从 对 偶 原 理 推 得 . 其 次 ,如 果 7 不 是 可 数 紧 
的 , 则 重复 证 明定 理 2 的 论证 ,我 们 就 证 得 7 中 存在 具有 空 交 的 闭 集 的 可 数 有 心 族 . 
于 是 条 件 2) (也 是 条 件 1) ) 的 充分 性 得 证 . 下 面 证 明 条 件 2) 的 必要 性 . 设 7 是 可 数 


紧 的 而 1 P,| 是 了 中 闭 集 的 可 数 有 心 族 . 我 们 来 证 明 , 门 屎 关 纪 , 设 更 ,= 门 F. 显 

然 ,所 有 更, 都 是 闭 的 \ 非 空 的 ( 由 于 {FP,.1 的 有 心性 ) , 且 构成 非 递增 族 BB,…， 

同时 门 B= 门 F,. 于 是 有 两 种 可 能 情况 ， | 
1) 从 某 一 下 标 m 开始 


这 时 ,显然 人 更 , = 五 2. | 
2) 在 更, 中 有 无 限 多 两 两 互 异 的 $,. 这 时 只 要 考察 所 有 ,是 互 不 相同 的 情 

形 . 设 
x EGG ， 四 
序列 | x,} 乃 是 工 中 不 同 的 点 组 成 的 无 限 集 . 由 于 了 的 可 数 紧 性 , | x,| 应当 至 少 有 一 
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B$, 的 闭 性 ,x。E 瑟 . 从 而 ， ng, 3 xo, 即 全 有， xz. 


这 样 一 来 , 开 覆 盖 本 身 的 “性 态 ” 既 刻画 了 紧 空 间 也 刻画 了 可 数 紧 空间 . 虽然 在 
这 两 种 空间 中 都 可 从 开 和 覆盖 中 选 出 有 限 覆 盖 , 但 在 第 一 种 空间 谈 到 的 是 任意 覆盖 
而 在 第 二 种 空间 谈 到 的 仅 是 可 数 覆 盖 . 

虽然 在 一 般 情况 下 不 能 从 可 数 紧 性 推出 紧 性 ,但 以 下 事实 成 立 . 

定理 10 对 具有 可 数 基 的 空间 来 说 , 紧 的 概念 与 可 数 紧 的 概念 是 一 致 的 . 

事实 上 ,从 具有 可 数 基 的 空间 了 的 任 一 开 覆 盖 中 ,可 选 出 可 数 子 履 盖 ( $5 定理 
5). 而 如 果 空 间 了 也 是 可 数 紧 的 ,那么 ,从 这 后 一 条 件 ,根据 定理 9 可 选 出 有 限 子 覆 
盖 . 从 而 证 得 了 是 紧 的 . 

注 “拓扑 空间 的 可 数 紧 性 的 概念 在 事实 上 (与 紧 性 相反 ) 是 不 很 合适 也 不 很 自 
然 的 . 它 的 出 现 说 成 “按照 惯性 ”, 然 而 ,对 于 度量 空间 (如 同 对 于 具有 可 数 基 的 空间 
一 样 ) , 紧 与 可 数 紧 这 两 个 概念 是 一 致 的 (这 将 在 下 一 书证 明 ). 同时 ,对 于 度量 空 
间 , 紧 性 概念 最 先 正 是 这 样 给 出 的 :对 于 每 一 个 无 限 子 集 名 存在 极限 点 , 亦 即 是 照 可 
数 紧 定义 给 出 的 . 从 度量 的 情形 “自动 ”地 把 这 个 定义 转 到 拓扑 的 情形 就 得 到 可 数 紧 
拓扑 空间 的 概念 . 有 时 候 在 文献 中 ,尤其 是 比较 古老 的 文献 中 ,把 术语 “ 紧 性 ”理解 为 
“可 数 紧 性 ”, 而 在 我 们 的 术语 中 , 紧 拓扑 空间 就 是 从 任 一 开 和 覆盖 中 可 以 选 出 有 限 子 
覆盖 的 空间 , 称 它 为 重 紧 空间 . 同时 把 紧 豪 斯 多 夫 空 间 ( 即 紧 统 ) 就 叫做 重 紧 统 ,而 对 
紧 度 量 空间 保留 “ 紧 统 ”的 术语 . 我 们 将 沿用 前 面 引 入 的 这 些 术语 ( 紧 性 ,可 数 紧 
性 ) ;同时 我 们 还 将 紧 度 量 空间 也 称 为 紧 统 ,而 当 希 望 特别 强调 存在 度量 这 种 情况 
时 ,就 称 为 “度量 紧 统 ”. 

S. 准 紧 集 ”如果 1M 是 某 一 察 斯 多 夫 空间 了 的 一 个 非 闭 集 , 那 么 M 不 可 能 是 紧 
的 . 例如 , 数 直 线 上 的 任 一 非 闭 子 集 都 不 是 紧 的 . 但 可 能 出 现 了 中 这 样 的 集 MN, 它 的 
闭 包 [M] 具 有 紧 性 . 比如 数 直 线 上 或 n 维 空 间 中 的 任何 有 界 子 集 就 满足 这 个 条 件 . 
我 们 引进 以 下 的 定义 . 

定义 ” 设 MM 为 某 一 拓扑 空间 7 的 一 个 集 . 如 果 1 的 闭 包 在 7 中 是 紧 的 , 则 称 集 
M 为 准 紧 的 (或 相对 于 了 是 紧 的 ). 类 似 地 ,如 果 任 一 无 限 子 集 4CM 至 少 有 一 个 极 
- 限 点 ( 它 可 能 属于 M 但 也 可 能 不 属于 M) , 则 称 M 在 7 中 是 可 数 准 紧 的 . 

显然 , 准 紧 的 概念 (和 紧 的 概念 不 同 ) 与 我 们 在 其 中 考察 给 定 的 集 的 空间 了 有 
关 . 例如 开 区 间 (0,1) 中 的 有 理 点 集 , 如 果 把 它 看 作 数 直线 上 的 子 集 是 准 紧 的 ,而 作 
为 一 切 有 理 数 空间 的 子 集 就 不 是 准 紧 的 . 

在 度量 空间 的 情形 中 , 准 紧 概念 是 最 本 质 的 . 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 它 . 
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1. 完全 有 界 性 ”由 于 度量 空间 乃 是 拓扑 空间 的 特殊 情形 ,所 以 我 们 在 上 一 市 
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中 ,对 推广 到 拓扑 空间 的 一 些 定 义 和 事 实 进行 了 讨论 . 在 度量 空间 的 情形 , 紧 性 与 完 
全 有 界 性 概念 有 着 紧密 的 联系 . 现在 我 们 引进 完全 有 界 性 概念 . 

设 1 为 度量 空间 R 中 的 某 一 个 集 , 而 & 为 某 一 正 数 . 如 果 对 任 一 点 x E M, 至 少 
存在 一 点 a。 E 4 ,使 得 


p(X,a) < 2， 


则 称 集 4 为 RR 中 以 的 网. ( 集 4 不 一 定 包含 在 必 中 , 且 甚 至 可 能 与 W 没有 一 个 公 
共 点 . 但 是 ,有 以 的 某 一 e 网 4, 就 可 以 构造 2z 网 BCM. ) 

例如 ,整数 点 构成 平面 上 的 1/Y2 网 . 如 果 对 任意 的 s >0, 存 在 1 的 有 限 s 网 , 则 
称 1W 为 完全 有 界 的 . 显然 ,完全 有 界 集 作为 有 限 个 有 界 集 的 和 必 为 有 界 集 . 反之 ,一 
般 说 来 不 成 立 , 如 下 面 的 例 2 说 明了 这 一 点 . 

下 述 明显 的 注 常常 是 有 用 的 :如 果 集 W 是 完全 有 界 的 ,那么 它 的 财 包 [MJ 也 征 
完全 有 界 的 . 

从 完全 有 界 性 定义 立即 推 得 ,如 果 度 量 空间 R 本 身 是 完全 有 界 的 ,那么 它 是 可 
分 的 . 事实 上 ,对 每 一 个 nn, 在 R 中 构造 有 限 的 1/n 网 . 按 所 有 的 n 求 得 的 这 些 网 的 和 
力 是 RR 中 的 可 数 处 处 稠 紧 集 . 因为 可 分 的 度量 空间 具有 可 数 基 (§5 定理 4) ,所 以 我 
们 得 到 任 一 完全 有 界 度 量 空 间 具 有 可 数 基 . 

例 1 nn 维 欧 几 里 得 空间 中 的 完全 有 界 性 与 通常 的 有 界 性 一 致 , 即 与 可 以 用 充 
分 大 的 立方 体 把 给 定 的 集 包 含 在 内 一 致 . 事实 上 ,如 果 把 这 样 的 立方 体 分 成 楼 为 = 
的 小 立方 体 ,那么 这 些小 立方 体 的 顶点 在 原 立方 体 中 构成 有 限 的 (Yn/2)e 网 . 自然 
这 意味 着 它 也 构成 位 于 这 个 立方 体内 部 任 一 集 的 有 限 (Yn/2)e 网 . 

例 2 在 空间 4 的 单位 球 S 中 ,我 们 给 出 一 个 有 界 的 但 不 是 完全 有 界 的 例子 . 
事实 上 ,我们 来 考察 $ 中 形 如 

el = (1,0,0,.…,0,0,.…) ， 
e， = (0,1,0,…,0,0,…) ， 


的 点 . 

任何 这 样 的 两 点 e, 与 e,(n 关 m) 之 间 的 距离 都 等 于 V2, 由 此 可 见 ,对 于 任意 的 
<V2/2, 在 5 中 不 可 能 有 有 限 的 网. 

例 3 考察 空间 52 中 满足 条 件 


| x | 过 1， | x | < 1/2,…, | x, | 过 1/2"™ ，…. 


的 点 zx = (xx wx) 所 成 的 集 开 . 这 个 集 称 为 空间 2 的 基本 平行 六 面体 ( 希 尔 
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们 特 (Hilbert) 砖 ). 它 可 以 作为 无 限 维 完全 有 界 集 的 例子 . 我 们 用 下 面 的 方法 来 证 明 
这 个 集 的 完全 有 界 性 . 
设 s>0 已 给 定 . 我 们 选取 这 样 的 n, 使 得 1/2"”< a/2. 对 开 中 的 每 一 点 


An) (1) 


X = (Xl 3X2 
使 同一 个 集中 的 点 
0,0,.…) (2) 


六 mm 
一 (xi 9X2 ”区 


ns 


， oo oo 1 1 s 
p(X,% ) 二 | mE < 了 


II 中 形 如 (2) 的 点 所 成 的 集 开 * 是 完全 有 界 的 (如 维 空间 中 的 有 界 集 一 样 ). 在 工 * 
中 选取 有 限 的 se/2 网 ,显然 , 它 同时 也 是 整个 开 中 的 e 网 . 

2。 紧 性 与 完全 有 界 性 

定理 1 如 果 度 量 空间 RR 是 可 数 紧 的 ,那么 它 是 完全 有 界 的 . 

证 明 假设 R 不 是 完全 有 界 的 . 这 意味 着 对 某 一 so >0 在 R 中 不 存在 有 限 的 eo 
网 . 在 RR 中 任 取 一 点 a1. 于 是 ,在 RR 中 至 少 存在 这 样 一 点 ,比方 说 a, ,使 得 p(ai ,a,) 
> go( 否 则 点 al 是 RR 的 网). 其 次 ,在 R 中 可 以 找到 这 样 的 点 o ,使 得 p(al ,as ) > 
&0 及 p(as,03) > 20. 否则 ,一 对 点 ao ,a 是 R 的 go 网 . 如 果 点 al,…,a; 已 经 固定 , 那 
么 可 以 选取 aj ,1 ER, 使 得 p(a,,a,,1) >e0,i=1,2,…,k. 

这 一 构造 给 出 无 限 序列 cl ,az ,…, 因 为 当 izj 时 ,p(a;,a;) >so, 所 以 这 个 序列 
连 一 个 极限 点 也 没有 . 因而 RR 不 是 可 数 紧 的 . 定理 证 毕 . 

于 是 ,我 们 证 得 度量 空间 的 可 数 紧 性 蕴涵 完全 有 界 性 ,可 数 紧 性 本 身 显然 蕴涵 
可 数 基 的 存在 . 

根据 $6 定理 10, 由 此 我 们 得 到 下 面 重要 的 结果 . 

推论 ” 任 一 可 数 紧 度量 空间 是 紧 度量 空间 . 

我 们 证 明了 完全 有 界 性 是 度量 空间 紧 性 的 必要 条 件 . 这 个 条 件 不 是 充分 的 . 例 
如 ,具有 两 点 通常 距离 定义 的 闭 区 间 [0,1] 上 的 有 理 点 集合 是 完全 有 界 的 ,但 它 不 是 
紧 的 :这 个 空间 的 点 列 


与 之 对 应 . 这 时 


0,0.4,0. 41,0. 414,0. 4142 ,……， 


即 趋 于 数 Y2 -1 的 十 进位 小 数 序列 ,在 有 理 点 集中 没有 极限 点 . 但 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 2 上 度量 空间 RR 是 紧 的 当 且 仅 当 它 同时 满足 : 
1) R 是 完全 有 界 的 ; 
2) R 是 完备 的 . 
证 明 完全 有 界 的 必要 性 已 经 证 明 . 完备 的 必要 性 是 明显 的 . 事实 上 ,如 果 {x,| 
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是 R 中 没有 极限 的 基本 序列 ,那么 这 个 序列 在 R 中 连 一 个 极限 点 也 没有 . 
现在 我 们 来 证 明 , 如 果 尺 是 完全 有 界 和 完备 的 ,那么 R 是 紧 的 . 根据 定理 1 的 推 
论 知道 ,为 此 只 要 证 明 RR 是 可 数 紧 的 就 可 以 了 . 即 证 明 R 中 的 任 一 上 挟 列 x,| 至 少 有 
一 个 极限 后 . 
在 R 中 所 构成 的 1 网 中 的 每 一 点 的 周围 作 半 径 为 1 的 闭 球 . 因为 这 些 球 覆 盖 全 
空间 R, 而 它们 的 个 数 是 有 限 的 ,所 以 这 有 限 个 球 中 至 少 有 一 个 , 称 它 为 B1 ,包含 序 


列 {x,|} 的 某 一 无 限 子 序列 x?0? ,… ,x\ ，… 其 次 ,在 B 中 选取 1/2 网 并 从 这 网 中 的 
每 一 点 周围 作 半径 为 1/2 的 闭 球 这 些 球 中 至 少 有 一 个 球 , 称 它 为 B, ,包含 序列 
[x4 | 的 无 限 子 序列 xx ,…. 再 次 ,存在 中 心 在 B 中 、 半 径 为 1/4 的 闭 球 


B, ,包含 序列 x4? } 的 无 限 子 序列 xz , ,xz ,… ,等 等 . 现在 考察 与 每 一 个 球 B, 具 
有 相同 的 中 心 ,但 半径 比 它 大 两 倍 的 闭 球 4,. 不 难看 出 , 球 4, 一 个 嵌入 到 另 一 个 中 ， 


由 于 空间 完备 ， 所 以 交 门 4， 非 空 且 由 一 点 xo 组 成 . 这 点 就 是 原来 序列 {x, | 的 极 
限 点 ,因为 它 的 每 一 个 今 域 包 含 菜 一 球 B, ,而 这 意味 着 包含 序列 {x | 的 无 限 子 序列 


{x |. 

3. 度量 空间 中 的 准 紧 子 集 ”在 上 一 节 中 ,我 们 对 任意 拓扑 空间 的 子 集 所 引进 
的 准 紧 概 念 可 特别 应 用 于 度量 空间 . 同时 ,可 数 准 紧 概 念 在 这 里 显然 与 准 紧 概念 是 
一 致 的 . 我 们 指出 下 面 简单 的 重要 事实 . 

“定理 3 ”完备 度量 空间 中 的 集 是 准 紧 的 充 要 条 件 为 它 是 完全 有 界 的 . 

从 定理 2 及 明显 事实 , 即 完备 度量 空间 的 闭 子 集 仍 是 完备 的 立即 得 到 定理 的 
证 明 . 

这 个 定理 的 意义 在 于 证 明 某 集 的 完全 有 界 性 一 般 要 比 直接 证 明 某 集 的 准 紧 性 
容易 . 此 外 ,对 于 分 析 学 中 的 应 用 , 准 紧 性 通常 是 重要 的 . 

4. 阿尔 采 拉 ( Arzel&) 定理 ”在 度量 空间 中 关于 某 集 紧 性 的 问题 是 分 析 学 中 相 
当 普遍 的 问题 . 然而 ,企图 直接 应 用 定理 2 却 不 是 一 件 简单 的 事 . 因此 ,对 于 具体 空 
间 的 集 给 出 紧 性 (或 准 紧 性 ) 在 实际 应 用 中 更 为 方便 的 特殊 的 判别 准则 是 有 益 的 . 

我 们 已 经 看 到 ,n 维 欧 几 里 得 空间 中 集 的 准 紧 性 等 价 于 它 的 有 界 性 . 但 对 于 更 
广 的 度量 空间 来 说 ,这 个 断 语 不 真 . 

在 分 析 学 中 ,空间 C[a,b] 是 最 重要 的 度量 空间 之 一 . 对 于 它 的 子 集 来 说 ,重要 
而 常用 的 紧 性 判别 法 则 是 由 所 谓 阿 尔 采 拉 定理 给 出 的 . 为 了 叙述 这 个 定理 ,我 们 要 
用 到 以 下 概念 . | : 

设 @ 为 定义 在 某 一 闭 区 间 [o,b] 上 的 函数 p 所 成 的 族 . 如 果 存 在 数 , 使 得 对 
所 有 的 x ELa,b] 及 一 切 p E 更 ,不 等 式 


| p(x) | < 天 
成 立 , 则 称 函 数 族 @B 是 一 致 有 界 的 . 


“72. 第 二 章 ”度量 空间 与 拓扑 空间 


如 有 果 对 于 每 一 个 。 >0, 可 以 找到 6 >0, 使 得 对 于 p(xi,xs) <6 的 [a,5b] 中 的 一 
切 点 x 与 x, 及 一 切 gp ED ,不 等 式 


[p(x1) -op(%)| < 


成 立 , 则 族 B= {p| 称 为 等 度 连续 的 . 

定理 4( 阿尔 采 拉 ) ”在 闭 区 间 [a,b] 上 定义 的 连续 函数 族 B 在 C[a,5] 中 是 准 
紧 的 充 要 条 件 为 该 族 一 致 有 界 日 等 度 连续 . 

证 明 必要 性 . 设 族 在 C[a,b] 中 是 准 紧 的 . 这 时 根据 上 一 定理 ,对 于 每 一 个 
正 数 ,在 族 @ 中 存在 有 限 e/3 网 91 ,gs，,… ,9 每 一 个 函数 wp; 作为 闭 区 间 [a,6] 上 
的 连续 函数 是 有 界 的 , 即 | 9,(x) | 三 天 

令 玉 =max K, +e/3. 按 /3 网 的 定义 ,对 任 一 pg E 更 ,至 少 有 一 po, ,使 得 


p(9,9:) = max|p(xz) - pi(x) | < es/3. 
因而 ， 


|o(x) |= [p(x) |+3 <Kt+ 


于 是 ,@ 是 一 致 有 界 的 . 
其 次 ,因为 形成 e/3 网 的 每 一 个 函数 p; 是 连续 的 ,从 而 在 [a,b] 上 是 一 致 连续 
的 . 所 以 对 于 给 定 的 e/3 ,存在 这 样 的 6, ,使 得 当 |xi -x, | <6, 时， 


| g(x1) - p(x,) | < /3. 


设 6=min 6;. 对 于 任意 函数 wp E BB, 可 选取 pw, 使 得 p(e,p;) < a/3. 于 是 , 当 
| x 一 2 | <6 时 ,就 有 


| p(x1) — p(x,) | 
< | 9 (x1) — pi(Xi) | + | 9 (x1) — pi(x,) | + | pi(x2 ) — p(X ) | 
< ge/3 +8/3 +8/3 =&. 


$ 的 等 度 连续 性 也 就 得 证 . 

充分 性 . 设 B 是 一 致 有 界 择 等 度 连 续 的 函数 族 . 根据 定理 3 , 欲 证 它 在 C[ a,b] 
中 的 准 紧 性 ,只 需 证 明 , 对 任意 的 se >0, 在 C[a,b] 中 对 于 它 存在 有 限 & 网 . 设 对 一 切 
p EB 有 Ip(x) | <K, 并 设 6>0 是 这 样 选 取 的 , 当 |x, -x, | <6, 对 于 一 切 p E G 
都 有 | p(x1) -p(x,) | <e/5. 在 x 轴 上 ,用 点 xo =a<x, <x, <… <x,=b 把 区 间 [ a， 
b 分 成 长 度 小 于 6 的 小 区 间 ,并 通过 这 些 点 引 铅 垂 线 . 在 y 轴 上 用 点 ye = -K<yi< 
<…<ywn = 天 分 财 区 间 [ ~-K,K] 为 长 度 丝 小 于 a/5 的 小 区 间 ,并 通过 这 些 分 点 引 
水 平 直线 . 于 是 ,矩形 a<x<b, -KK<y<k 被 分 成 水 平 边 小 于 6 与 竖 直 边 小 于 ex5 
的 小 矩形 . 现在 使 每 一 个 函数 gpg E 对 应 于 顶点 在 (xi,y) 处 ( 即 在 所 构造 的 网 的 节 
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点 处 ) 且 与 函数 p 的 偏差 小 于 e/5 的 折线 y(x) (这 样 的 折线 显然 存在 ). 
因为 根据 上 面 的 构造 ， | p(x,) —w (x ) | < e/5, | op (x141) —w (xeri) | < e/5, 
| p(xi) — p(Xer1) | <a/5, 所 以 


[yxi) -h(xin) | < 3s75. 


由 于 点 x; 与 xi, 之 间 的 函数 小 (x) 是 线性 的 ,所 以 对 一 切 x E [xi,xi4wi] 狂 有 |(x;) 
-wy(x) | <3e/5. 

现 设 x 是 闭 区 间 [a,5b] 的 任意 一 点 ,而 xi 是 我 们 上 面 选取 的 分 点 中 从 左边 最 接 
近 于 x 的 一 个 分 点 . 这 时 


p(x) -w(x) | 
< |p(x) - p(x1) | + | 9(%) 一 水 (xx) | + |y(x) -yx)|<e 


因此 ,折线 V(x) 关 于 更 构成 s 网 .yy(x) 的 个 数 显然 是 有 限 的 . 于 是 @ 完全 有 和 界 . 定 
理 全 部 证 毕 . 

5. 佩 亚 诺 ( Peano) 定理 ”作为 阿尔 采 拉 定理 应 用 的 一 个 例子 ,我 们 来 证 明 下 述 具 有 连续 右 
端的 常 微分 方程 解 的 存在 性 定理 . 

定理 5( 佩 亚 诺 ) ” 设 给 定 微分 方程 


二 = f(x,y). (3) 


如 果 在 某 一 有 界 闭 区 域 中 函数 /连续 ,那么 方程 (3) 至 少 有 一 条 积分 曲线 通过 区 域 6 的 任 一 内 
感 (%o ,yo ) . 
证 明 因为 函数 /在 有 界 闭 区 域 中 连续 ,所 以 它 有 界 : 


| Kx sy) < M = const. 


通过 点 (xo ,yo ) 我 们 分 别 引 斜 率 为 ML 与 -MM 的 直线 . 其 次 , 引 铅 垂 线 x = a 及 x =! 使 得 由 它们 
截 出 的 具有 公共 顶点 (xo ,yo ) 的 两 个 三 角形 完全 包含 在 6 中 . 

这 一 对 三 角形 构成 A 闭 集 . 

现在 我 们 对 给 定 方程 用 下 面 的 方法 构造 所 谓 欧 拉 ( Euler) 折线 :从 点 (x ,yo ) 引 斜率 为 几 xo， 
为 ) 的 直线 . 在 这 条 直线 上 选取 某 一 点 (x ,x ) ,并 通过 该 点 引 斜 率 为 Kxi ,7 ) 的 直线 . 在 此 直线 上 
取 点 (%, ,为 ) , 引 通 过 它 且 具 斜率 为 f(x, ,六 ) 的 直线 ,等 等 . 现在 考察 通过 点 (x ,yo ) 的 欧 拉 折线 序 
列 工 ,L，…,L,，…, 使 得 当 k->% 时 折线 中 最 大 的 节 段 长 趋 于 零 . 设 w 是 以 折线 L 为 其 图 像 
的 函数 . 盟 数 19P2 ，“…9D1， … 具 有 以 下 性 质 : 

1) 它们 定义 在 同一 闭 区 间 [a,6] 上 ， 

2) 它们 是 一 致 有 界 的 ， 

3) 它们 是 等 度 连续 的 . 

根据 阿尔 采 拉 定理 ,从 序列 {p,} 中 可 选 出 一 致 收敛 的 子 序列 . 设 这 个 子 序列 是 9g"? ,pg ，…， 


( ， 
$ 


令 信 0 = imp (%). 显然 ,p(x, ) = 加 . 剩 下 验证 p 在 闭 区 间 [a,b] 上 满足 给 定 的 微分 方程 . 
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为 此 需要 证 明 ,对 任意 >0, 当 量 | z - x/ | 充分 小 时 ， 
0 pr,p()) |<e 


为 证 明 这 一 点 ,需要 证 明 , 当 差 | x” -x’ | 充分 小 时 ,对 充分 大 的 ,有 
2 人 2 -2 (2 ) (有 
- -f(x ,p(X 


因为 f 在 区 域 6 中 连续 ,所 以 对 任意 >0, 可 以 找到 m >0, 使 得 当 |x-x’| <2wn 及 |y-y'|< 
4M”m 时 ,有 


jx YY) -Ee < fx,y) < fx',y) +e, y = p(x'). 


满足 不 等 式 |x -x’ | <27 及 |y-y' | <4Mn 的 点 (x,y) E G 的 全 体力 是 某 一 矩形 0. 现 设 天 
如 此 大 ,使 得 对 于 一 切 丰 > 天 ， 


|p(z) -op (x) | < 2Mn, 


并 且 折 线 L 的 一 切 节 段 的 长 都 小 于 .这 时 , 当 |x -x'| <27 时 ,对 于 大 > 天 的 一 切 欧 拉 折 线 9 
完全 位 于 0 的 内 部 . 
其 次 , 设 (ao ,bo ) ,( al ,01 ) » ,Onl ,bn ri ) 为 折线 L, 的 顶点 ,并 且 


a SX <a <a < <a < <a,, 


(为 确定 起 见 , 我 们 认为 *”>x';x”<x' 的 情形 可 类 似 地 讨论 ). 这 时 ,对 于 相应 的 函数 pg ,我 们 有 
等 式 : 


pg， am) -p(x’) = f(a0,b0) (a -x%'), 
pg (i) -gp 0) = fobi) (mn - 0), i=1,2,%,n-1, 
p(x) -pa,) = f(a,,b,) (x" -a,). 
由 此 可 见 , 当 | x”-x’ | <” 时 , 便 得 
[fx’,y’) ~- ela -x) <p® (a) - p(x’) 
<[f(x’,y’) +e](a -x’), 
[f(x',y’) -el(an - 0) <p (4) -op (a,) 
<[f(x’,y’) + el(ain -ww)， 


[flx’,y’) -el(x” -a) <p (x) -pa,) 
<[f(x',y’) + el](x” -a,). 
把 上 面 不 等 式 加 起 来 ,得 到 
[ziy) el #) coo (#7) -po() 


< [f(x',y’) + e] (x” — %’). 
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这 就 是 要 证 明 的 . 

欧 拉 折 线 不 同 的 子 序列 可 能 收敛 于 方程 (3) 不 同 的 解 . 所 以 ,通过 点 (x ,yo ) 所 得 到 的 方程 y 
=f(x%,Yy) 的 解 一 般 说 来 不 唯一 . 

6. 一 臻 连续 性 . 度量 紧 统 的 连续 映射 ”对 于 度量 空间 到 度量 空间 内 的 映射 , 特 
别 是 对 于 在 度量 空间 上 的 数值 函数 , 除 连 续 性 概念 外 ,对 分 析 学 来 说 ,一 致 连续 性 概 
念 具有 重要 的 意义 . 度量 空间 X 到 度量 空间 了 内 的 映射 尺 叫 做 一 致 连续 的 , 乃 指 对 
任意 e >0 ,可 以 找到 6 >0 ,使 得 当 pi; (xi ,X2 ) <6 时 p, (F(xi) ,F(x,)) <e( 这 里 pi 
为 中 的 距离 ,而 p, 为 了 中 的 距离 ) ,并 且 6 仅 与 se 有 关 而 与 xi,%, 无关. 

习题 证明: 数值 阻 数 F(x%) = sup,*(t) 在 空间 CL a,b] 上 是 一 致 连续 的 . 

对 于 度量 紧 统 的 连续 映射 ,下 述 定理 成 立 ;这 个 定理 拓 广 了 初等 分 析 教 程 中 大 
家 所 熟知 的 天 于 闭 区 间 上 连续 函数 的 定理 . 

定理 6 度量 紧 统 到 度量 空间 内 的 连续 映射 是 一 致 连续 的 . 

证 明 设 度量 紧 统 K 到 度量 空间 M 内 的 映射 下 是 连续 的 ,但 不 一 致 连续 . 这 意 
味 着 对 某 一 。 > 0 及 每 一 个 自然 数 ”在 天 中 可 以 找到 这 样 的 点 和 与 x, 使 得 
pi(Xn,X%) <1/n, 而 且 同 时 有 ps(F(x,),F(x,)) 宇 e(p1 为 K 中 的 距离 ,p, 为 M 中 
的 距离 ). 由 于 天 的 紧 性 ,从 序列 ix,} 中 可 选 出 收敛 于 某 点 x E 天 的 子 序 列 {x |. 这 
时 {x | 也 收敛 于 x. 于 是 对 每 一 有 ,不等式 

pa (F(x), F(x,)) = 2/2, pa(F(x), F(x)) = 2/2 
中 必然 至 少 有 一 个 成 立 , 这 与 映射 正在 点 x 的 连续 性 矛盾 . 


7. 拓 广 的 阿尔 采 拉 定理 ” 设 X, 了 是 两 个 度量 紧 统 ,而 Cwy 为 紧 统 XX 到 紧 统 了 内 
所 有 连续 映射 4 所 成 的 集 . 在 Cxy 中 利用 公式 
p(f,8) = supp(f(x),8(%)) 

引进 距离 . 

这 样 , 不 难 验 证 ,Cyy 变 为 度量 空间 . 

定理 7( 拓 广 的 阿尔 采 拉 定理 ) 和 集 DC Cwy 是 准 紧 的 充 要 条 件 为 D 中 的 函数 了 
是 等 度 连续 的 . 

定理 的 后 一 部 分 表明 ,对 任 一 a >0 必 存 在 6 >0 ,使 得 对 D 中 的 任何 f 与 X 中 的 
任何 x 与 x”, 从 


p(x’',x") <6 (4) 
推出 
p(f(x'),f(x)) < 2. (5) 


证 明 必要 性 像 定 理 4 那样 证 明 . 
我 们 来 证 明 充 分 性 . 为 此 把 Cxy 髓 入 到 空间 Mr 中 ,其 中 Mwy 是 紧 统 X 到 紧 统 Y 


.76 . 第 二 章 ”度量 空间 与 拓扑 空间 


内 一 切 映射 所 成 的 集合 ,而 且 它 具有 在 Cyy 中 引进 的 同一 度量 
p(f,8) = supp(f(%) ,8(%)), 


并 证 明 集 D 在 Mxy 中 是 准 紧 的 . 因为 Cxy 在 Mxy 中 是 闭 的 ,所 以 从 集 D 在 Mxy 中 的 
准 紧 性 推出 它 在 Cxy 中 的 准 紧 性 . 

任 给 = >0 并 选取 这 样 的 6, 使 得 对 D 中 所 有 的 f 及 XX 中 所 有 的 x',x" 从 (4) 推 出 
(5). 容易 看 出 ,X 可 表 为 有 限 个 不 相交 集 E; 的 和 ,使 得 从 x',x"E E, 推出 p(x',x") 
<6. 事实 上 ,为 此 只 要 选取 点 x ,x,,… ,x 使 得 它们 在 天 中 构成 6/2 网 ,并 假定 


E, = B(x;,6/2)\ NN B(x,,6/2), 


其 中 B(x,,8/2) 是 中 心 为 x,, 人 为 半径 的 球 


现在 我 们 考察 紧 统 了 中 某 一 有 限 的 = 网 y,y,,…,y,, 并 设 L 是 函数 g(x) 在 集 
E, 上 取 值 为 y 的 集合 . 这 种 函数 的 个 数 显然 是 有 限 的 . 我 们 来 证 明 ,它们 构成 Myy 中 
关于 集 D 的 2e 网 . 事实 上 , 设 fE D. 对 x ,…,x。 中 的 任 一 点 x; 可 以 找到 yy ，…,y， 
中 的 点 y;, 使 得 p(f(x,) ,y;) <e， 

设 选取 这 样 的 函数 g E 工 ,使 得 gx ) =y;. 这 时 ,如 果 选 取 使 得 x E E,, 那 么 


p(f\x) ,g(x)) 
pfx) ,f(xi)) +p(f(xi) ,g(xi)) +p(g(xi) ,8(x)) < 22. 


由 此 推出 ,有 限 集 工 的 确 是 D 的 2g 网 . 于 是 ,D 在 Mwy 中 是 准 紧 的 ,从 而 在 Cr 
中 也 是 准 紧 的 . 
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设 给 定 闭 区 间 a<i=<b 到 度量 空间 R 内 的 连续 映射 
已 = f(t). 
当 上 从 到 多 跑 过 " 闭 区 间 时 ,对 应 的 点 己 就 跑 过 空间 R 中 的 某 一 “连续 曲线 ”. 我 们 将 结合 现 
在 所 说 的 粗略 想法 给 出 曲线 精确 的 定义 . 曲线 上 的 点 所 处 的 次 序 对 该 曲线 来 说 是 本 质 的 . 例如 ， 
图 12 所 描绘 的 同一 集合 , 若 按 图 13 与 图 14 所 指 的 走向 遍历 这 个 集合 ,我 们 就 认为 是 不 同 的 曲 
线 . 作为 另 一 个 例子 ,我 们 来 考虑 图 15 所 描绘 的 ,定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 实 函 数 . 这 个 函数 定义 
了 一 条 位 于 y 轴 的 闭 区 间 [0,1] 上 的 “曲线 ”, 它 与 从 点 0 到 点 1 行进 一 次 的 上 述 闭 区 间 这 一 条 直 
线 不 同 ,因为 前 一 曲线 在 区 间 [4,B] 上 通过 三 次 (两 次 往 上 一 次 往 下 ). 


中 这 是 因为 一 致 收敛 的 连续 映射 序列 的 极限 仍 是 连续 映射 ,上 述 命题 帮 是 分 析 学 中 著名 定理 的 直接 拓 
广 ,并 且 证 明 也 和 这 个 定理 一 样 . 
@ 这 一 节 的 内 容 与 后 面 的 讨论 无 关 , 读 者 根据 自己 的 意愿 可 以 略 去 不 读 . 
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多 六 必 


但 是 ,当空 间 的 点 以 同样 次 序 遍 历时 ,我 们 将 认为 “参数 ”i 的 选择 是 非 本 质 的 . 例如 ,在 图 15 
与 图 16 中 所 描绘 的 函数 都 定义 了 位 于 y 轴 上 的 同一 条 “曲线 ” ,虽然 在 图 15 与 图 16 的 情况 下 ,对 
应 于 曲线 上 任意 一 点 的 参数 值 上 可 能 不 同 . 例如 ,在 图 15 的 情况 下 ,点 4 对 应 i 轴 上 两 个 孤立 点 ， 
而 在 图 16 的 情况 下 对 应 1 轴 上 一 个 孤立 点 以 及 位 于 这 点 右边 的 一 线段 ( 当 t 遍 历 这 个 线段 时 , 曲 
线 上 的 点 停留 在 一 个 位 置 上 ). (在 以 后 讨论 曲线 族 的 紧 性 时 ,人 允许 P -A 中 有 这 样 的 不 副 性 区 辐 
是 方便 的 . ) 

现在 我 们 转 到 正式 定义 . 设 


Pp =f'(t) 与 Pp = f"(r) 
是 分 别 定义 在 财 区 间 


图 15 图 16 
0 stsb 与 <r<b 
上 且 在 度量 空间 RR 中 取 值 的 两 个 连续 函数 . 这 两 个 函数 称 为 等 价 的 , 乃 指 存在 两 个 定义 在 某 一 闭 
区 间 
asts<b 
上 的 非 递 减 连 续 函 数 : 


1 =9(t) 与 = yg'(1)， 
具有 以 下 性 质 : 
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pl(a)=a, 9p(b)=06", 

Po =0, 20) = 久 ， 
且 对 一 切 : ELa,6] 

f'lp (2)] =f" [pg"(7)]. 


不 难看 出 ,上 面 引进 的 等 价 关 系 是 自 反 的 (f 等 价 于 了/) .对称 的 (如 果 f' 等 价 于 f", 那 么 "等 
价 于 f'). 可 以 证 明 , 它 还 是 传递 的 (从 了 ' 与 "的 等 价 性 及 f" 与 1” 的 等 价 性 推出 f' 与 "的 等 价 
性 ). 因此 ,上 述 类 型 的 一 切 连续 函数 可 以 分 成 相互 等 价 的 函数 类 . 每 一 这 样 的 类 就 在 空间 R 中 定 
义 一 条 连续 曲线 . 

对 定义 在 任何 闭 区 间 [a',b’] 上 的 任 一 函数 P=f'(#') ,可 以 找到 定义 在 闭 区 间 [a”,6b”] = [0， 
1] 上 与 P 等 价 的 函数 . 事实 上 ,只 要 设 人 @ 

六 = pt) = (人 -at t= p(t) = 、 


这 样 , 可 以 假定 任 一 曲线 是 由 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 函数 的 参数 式 给 出 的 . 
因此 ,我 们 引入 闭 区 间 1=[0,1] 到 具有 度量 


plf,8) = supp(f(t) ,g(t)) 
的 空间 RR 内 的 连续 映射 的 空间 C1x ,并 在 该 空间 中 来 研究 是 适宜 的 . 
我 们 认为 ,曲线 序列 五 ,L,,…,L,,… 在 下 述 情况 下 收敛 于 曲线 工 :如 果 曲 线 L, 可 以 表 为 形 如 
P=f.(t), O<si<l 
的 参数 式 , 而 曲线 工 可 以 表 为 形 如 
P=f/it), O<i<!l1 


的 参数 式 , 且 使 得 当 n->% 时 p(f,f) 一 0. 

应 用 拓 广 的 阿尔 采 拉 定理 ( 8$7 定理 7) ,不 难 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1 如 采 紧 统 K 中 的 曲线 序列 工 ,L,,…,L,,… 可 以 借助 于 闭 区 间 [0,1] 上 的 等 度 连续 函 
数 的 参数 式 表 出 ,那么 从 曲线 序列 中 可 选 出 收敛 的 子 序列 . 

设 曲线 是 用 函数 的 参数 式 


P=fli),a<t<b 
给 出 的 . 现在 我 们 把 曲线 的 长 定义 为 具有 下 面 形式 的 和 

> pu bi1) ,f(ti)) 
的 上 确 界 ,其 中 点 t 只 满足 条 件 : 


ao=io ti ta…<t,=b. 


n 


中 我 们 总 认为 a<4. 但 也 不 排除 由 单独 一 个 点 组 成 的 曲线”, 要 是 在 [a,5] 上 所 得 到 的 函数 f(t) 是 常数 
的 话 . 这 对 于 下 面 的 讨论 也 是 方便 的 . 


8$ 8， 度量 空间 中 的 连续 曲线 .79 . 
0 


不 难看 出 ,曲线 的 长 不 依赖 于 其 参数 表达 式 的 选择 . 如 果 曲 线 只 限 用 给 定 在 闭 区 间 [0,1] 上 
的 函数 的 参数 表达 式 ,那么 不 难 证 明 , 曲线 的 长 是 f( 在 空间 Cx 中 ) 的 下 半 连 续 泛 函 . 用 几何 的 语 
言 ,这 个 结果 可 叙述 为 下 面 关 于 半 连 续 性 的 定理 . 

定理 2 如 果 曲 线 序列 {L,| 收敛 于 曲线 工 ,那么 曲线 工 的 长 不 大 于 曲线 ,的 长 的 下 极限 . 

现在 我 们 专门 考察 有 限 长 的 曲线 . 设 曲线 是 用 函数 的 参数 式 


P=f/t), a<it<b 


定义 的 . 我 们 只 考察 闭 区 间 [a,7]( 其 中 a<7<5b) 上 的 函数 ,这 个 函数 在 曲线 上 定义 了 从 点 P, = 
fa) 到 点 Pr = 及 7) 的 “ 始 截 段 ”. 设 =p(7) 是 始 截 段 的 长 . 不 难 证 明 : 


P=g(s) = 上 Lp  (s)] 


是 同一 条 曲线 新 的 参数 表示 式 . 这 时 * 遍历 闭 区 间 0<s<5, 其 中 5 是 我 们 所 研究 的 整 条 曲线 的 
长 . 这 个 表示 式 满足 要 求 : 


pl(g8(s1) ,8(s ) ) < | s, 一 31 


( 弧 长 不 小 于 弦 长 ). 
现在 转 到 闭 区 间 [0,1] 上 ,我 们 得 到 满足 利 普 希 茨 条 件 


p(F(rm) ,F(T)) < S|a-os, | 


的 参数 表示 式 


P= F(t) = g(s) ,r= 所 

于 是 ,我 们 看 到 ,对 于 长 为 S<M( 其 中 M 为 某 常数 ) 的 一 切 曲线 来 说 ,以 给 定 在 闭 区 间 「0,1] 
上 的 等 度 连续 函数 的 参数 表示 是 可 能 的 . 因而 可 把 定理 1 应 用 到 这 些 曲线 上 . 

我 们 将 用 下 面 重要 命题 的 证 明 为 例 来 表明 所 得 一 般 结果 的 效力 . 

定理 3 ”如果 在 紧 统 KK 中 的 两 点 4 与 B 可 以 用 有 限 长 的 连续 曲线 联结 ,那么 在 这 些 曲线 中 存 
在 最 短 的 曲线 . 

事实 上 , 设 了 是 联结 紧 统 K 中 4 与 8 两 点 各 曲线 长 的 下 确 界 . 并 设 联结 4 与 下 的 曲线 大 ， 
bb ，…,L,,… 的 长 趋 于 了 .根据 定理 1, 从 序列 {|] 中 可 选 出 收敛 的 子 序列 . 根据 定理 2, 这 个 子 序 
列 的 极限 曲线 不 可 能 有 大 于 了 的 长 . 

我 们 指出 ,甚至 当天 是 欧 几 里 得 三 维 空间 中 的 闭 光 滑 ( 适 当 次 数 可 微 ) 曲面 时 ,定理 3 也 不 能 
从 微分 几何 教程 中 建立 的 结果 直接 推出 . 因 在 微分 几何 教程 中 ,通常 局 限于 两 点 4 与 B 彼此 充分 
接近 的 情形 . 

如 有 果 我 们 把 给 定 的 度量 空间 RR 的 一 切 曲 线 所 成 的 集 赋予 度量 空间 的 结构 ,那么 上 面 所 得 到 
的 一 切 论述 就 更 为 明显 . 这 个 度量 空间 的 结构 可 如 下 作出 : 设 曲 线 L 的 参数 表示 式 为 P=f (1) (0 
<t<1) ,曲线 的 参数 表示 式 为 P=f(1) (0<i<1). 则 曲线 工 与 之 间 的 距离 由 公式 


p(L ,L,) = inf p(f ,f2 ) 


定义 ,其 中 下 确 界 按 所 有 与 L 的 参数 式 偶 来 取 . 
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这 个 距离 满足 度量 空间 的 公理 的 证 明 很 简单 ,但 有 一 点 除外 , 即 证 明 由 p( 六 , 疡 ) =0 推出 曲 ， 
线 万 与 忆 全 同时 ,就 会 引起 某 些 困难 . 这 个 事实 是 下 述 情形 的 直接 推论 , 即 在 适当 选择 参数 表示 
式 f 与 有 的 情况 下 便 可 达到 我 们 上 面 定义 的 距离 p(ZL ,L) 公式 中 的 下 确 界 ,但 这 一 命题 的 证 明 
同样 不 很 简单 . 
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$ 1， 线 性 空间 


线性 空间 的 概念 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 , 它 不 仅 在 本 章 而 且 在 以 后 各 章 的 
讨论 中 都 起 着 重要 的 作用 . 

1. 线性 空间 的 定义 及 例子 

定义 1 元 素 x,y,z,… 的 非 空 集 工 叫做 线性 空间 或 向 量 空间 , 乃 指 它 满足 以 下 
条 件 : 

1 . 对 于 任意 两 个 元 素 *,y E 工 ,可 唯一 确定 第 三 个 元 素 z E 工 ,z 称 为 它们 的 和 
并 记 作 * +y, 并 且 
1) x+y=y+x 《交换 律 )， 
2) x+(y+z) =(x+y) +z (结合 律 )， 
3) 在 工 中 存在 这 样 的 元 素 0, 使 得 对 于 所 有 的 x E L,x +0 =x( 零 元 的 存在 
性 )， 

4) 对 于 任 一 * E 工 ,存在 这 样 的 元 素 -x, 使 得 x + ( -x) =0( 相 反 元 素 的 存在 
性 ). 

.对 于 任 一 数 a 及 任 一 元 素 x EL, 可 确定 元 素 ax E L( 数 a 乘 以 元 素 x 的 乘 
积 ) ,并 且 

1) a(Bx) =(a8)x， 

2) 1.x=x, 

3) (a+B)x =ax +Bx, 


4) a(x +y) = ax +ay. 
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区 分 复 的 与 实 的 线性 空间 0, 视 所 采用 数 是 怎样 的 范围 (所 有 复数 或 仅仅 实数 ) 
而 定 . 在 没有 相反 说 明 的 那些 地 方 ,我 们 所 叙述 的 不 仅 对 于 实 空间 ,而 且 对 于 复 空间 
都 是 正确 的 . 

注意 ,对 于 每 一 个 复线 性 空间 ,如 果 在 其 中 仅 限 于 用 实数 乘 以 向 量 的 乘法 ,那么 
它 就 可 以 看 作 某 一 实 空间 . 

我 们 研究 线性 空间 的 一 些 例子 ,请 读者 对 这 些 例子 用 上 述 公 理 加 以 验证 . 

例 1 直线 R, 即 具有 通常 加 法 与 乘法 算术 运算 的 实数 全 体 ,是 一 线性 空间 . 

例 2 一 切 可 能 的 n 个 实数 组 x = (xi ,x2,…,%,) 的 全 体 也 是 线性 空间 ,其 中 加 
法 与 数 乘 的 乘法 按 下 列 公式 定义 : 

(KisX2 ss Ka) + Cysy2s Ya) =X 十 YX2 + ys Ns + yn), 
Q(Xi,Xy ,NX ) = (AQXi ,AX ,AX,). 
这 种 空间 叫做 实 n 维 @ 算 术 空 间 并 记 作 R". 类 似 地 , 复 维 算术 空间 C" 定义 为 nn 个 
复数 (具有 任意 复数 数 乘 的 乘法 ) 组 的 全 体 . 

例 3 在 某 一 闭 区 间 [a,b] 上 ,具有 通常 加 法 及 数 乘 以 函数 乘法 运算 的 连续 ( 实 
或 复 ) 函数 构成 线性 空间 C[ a,b] ,这 是 分 析 学 中 最 重要 的 空间 之 一 . 

例 4 空间 为 一 线性 空间 , 它 的 元 素 为 满足 条 件 


> lx: < (1) 

n=1 
并 具有 运算 

(Xi Ma sr Xs) 二 《YI Yn ) 
= (Xi + YisX2 + YX, + Yrs) 
Q(X ,Mo ss NC ) 一 (ax ,OX 7QMX ) 
的 数列 
xX 三 (XXX ). 


从 初等 不 等 式 (o; + w ) <2a? +2a? 推出 满足 条 件 (1) 的 两 个 数列 的 和 也 满足 这 个 
条 件 . 

例 5 按 坐 标 进行 加 法 和 数 乘 乘 法 运算 的 收敛 序列 x = (xi ,x,,…) 构 成 线性 空 
间 . 记 它 为 c. 

例 6 具有 与 例 5 同样 的 加 法 与 乘法 运算 的 收敛 于 0 的 序列 也 构成 线性 空间 ， 


中 也 可 以 在 任意 域 上 研究 线性 空间 . 
@ 这 个 术语 将 在 后 面 解释 . 
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将 它 记 作 co. 

例 7 具有 与 例 4 一 例 6 同样 的 加 法 与 数 乘 乘 法 运算 的 一 切 有 界 数 列 的 全 体 m 
也 是 线性 空间 . 

例 8 最 后 ,具有 与 例 4 一 例 7 同样 的 加 法 与 数 乘 乘 法 运算 的 所 有 可 能 数列 的 
全 体 R” 也 是 线性 空间 . 

由 于 线性 空间 的 性 质 一 一 元 素 的 加 法 及 数 乘 乘法 运算 这 个 性 质 , 自然 引入 以 下 
定义 . 

定义 2 线性 空间 了 与 三 叫做 同 构 的 , 乃 指 它 们 之 间 的 元 素 可 以 建立 一 一 对 
应 , 且 在 LL 与 7* 中 具有 协调 的 运算 . 这 意味 着 从 


(x,y EL,x” ,y” EL ) 推 得 
X+y< >Xx 十 和 
与 
QAX<—>QX” 


(a 为 任意 数 ). 

- 同 构 的 空间 可 以 看 作 同一 空间 的 不 同 实现 . n 维 算术 空间 ( 实 或 复 ) 与 具有 通常 
多 项 式 加 法 与 多 项 式 数 乘 乘 法 运算 的 、 次 数 <n -1 的 一 切 多 项 式 组 成 的 空间 (对 应 
地 具有 实 或 复 系数 ) ,可 以 看 作 同 构 线 性 空间 的 例子 ( 试 证 同 构 性 ! ). 

2. 线性 相关 性 ”线性 空间 工 的 元 素 x,y,…,w 叫做 线性 相关 的 , 乃 指 存在 一 组 
不 全 为 0 的 数 a,B,… ,A ,使 得 


ax +By+:…+Aw =0. (2) 


在 相反 的 情形 ,这 些 元 素 就 叫做 线性 无 关 的 . 换言之 ,元 素 x,y,…,w 线性 无 关 , 乃 指 
从 等 式 (2) 推 出 a=B=:… = 和 =0. 

空间 上 的 元 素 x,y,… 的 无 限 组 叫做 线性 无 关 的 , 乃 指 它 的 任意 有 限 子 组 线性 
无 关 . 

如 果 在 空间 工 中 可 以 找到 个 线性 无 关 的 元 素 ,而 该 空间 的 任意 n+1 个 元 素 
线性 相关 , 则 说 空间 上 有 维 数 n. 如 果 在 工 中 可 以 指出 由 任意 有 限 多 个 线性 无 关 的 元 
素 构 成 的 组 , 则 说 空间 上 是 无 限 维 的 . n 个 线性 无 关 的 元 素 的 任意 组 叫做 n 维 空间 工 
的 基 . 不 难 验 证 , 实 空间 R" 与 复 空 间 C" 都 具有 维 数 n, 从 而 说 明 维 数 名 称 的 合 
理性 . 

有 限 维 线性 空间 在 线性 代数 教程 中 去 研究 . 与 此 相反 ,我 们 通常 将 只 研究 无 限 
维 空间 ,从 分 析 学 观点 来 看 ,无 限 维 空间 有 基本 的 意义 . 我 们 建议 读者 验证 ,在 例 3 
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至 例 8 中 所 指出 的 每 一 空间 ,都 具有 无 限 维 数 . 

3. 子 空间 ”线性 空间 上 的 非 空 子 集 L', 如 果 它 本 身 对 于 工 中 定义 的 加 法 与 数 
乘 运算 构成 一 线性 空间 , 则 己 称 为 子 空 间 . 

换言之 ,L'CL 是 子 空间 ， 就 是 说 从 x EL',y EL' 推 出 对 于 任意 的 a 与 B,ax+ 
By EL.. 

在 任 一 线性 空间 艺 中 ,都 有 由 唯一 零 元 组 成 的 子 空间 , 即 零 子 空间 . 另 一 方面 ， 
整个 工 可 以 看 作 自 身 的 子 空间 . 异 于 世 且 至 少 包含 一 个 非 零 元 素 的 子 空 间 叫 做 真子 
空间 . 

我 们 给 出 真子 空间 的 例子 . 

例 1 设 L 是 任 一 线性 空间 ,而 x 是 其 某 一 非 零 元 素 . 元 素 {Ax| 的 全 体 显 然 构 
成 一 维 子 空间 ,其 中 和 取 遍 一 切 数 (实数 或 复数 ). 如 果 工 的 维 数 大 于 1, 它 是 真子 

空间 . 

例 2 ”我们 考察 连续 函数 空间 C[a,b] (第 1 段 例 3) 与 其 中 一 切 多 项 式 的 全 体 
Pl[a,b]. 显然 ,多 项 式 构成 Cla,b] 中 的 子 空间 (和 CLa,b] 一 样 ,具有 无 限 维 数 ). 同 
时 ,空间 CLa,bj] 本 和 号 可 以 看 作 [a,b] 上 由 所 有 连续 与 间断 消 数 组 成 的 更 广 的 空间 的 
子 空间 . 

例 3 最 后 ,考察 空间 4,co,c,m 及 R”( 第 1 上段 例 4 至 例 8). 其 中 每 一 个 空间 都 
是 其 后 面 一 个 空间 的 真子 空间 . 

设 ix。} 是 线性 空间 L 的 元 素 组 成 的 任意 非 空 集 . 则 在 工 中 存在 包含 {x,| 的 最 小 
的 子 空间 (或 许 与 了 重合 ). 事实 上 ,在 L 中 至 少 存 在 一 个 包含 {x。| 的 子 空间 , 即 全 空 


间 工 其 次 显然 , 子 空间 任何 集 | 工 ,| 的 交 仍 然 是 子 空间 . 实际 上 , 如果 三” = 0 及 


xy E 7 , 则 对 于 一 切 w,B, 也 有 ax +By EL*. 现在 取 包 含 向 量 组 {x。| 的 一 切 子 空 
间 ,并 考察 它们 的 交 . 这 也 是 包含 组 |x。} 的 最 小 子 空间 . 这 样 的 最 小 子 空 s 间 我 们 称 为 
由 集 {x。 | 生成 的 子 空间 ,或 称 为 集 {x。| 的 线性 包 . 我 们 将 这 个 子 空间 记 为 L( {|x} ). 

习题 ”线性 空间 上 的 元 素 线 性 无 关 组 {x, | 叫做 蛤 默 尔 (Hamel) 基 , 乃 指 它 的 线性 包 与 工 重 
合 . 试 证 以 下 命题 : 

1) 在 每 一 个 线性 空间 中 存在 哈 默 尔 基 . 

提示 “利用 优 因 引 理 . 

2) 如 果 {x。} 是 过 中 的 哈 默 尔 基 , 则 每 一 向 量 * E 工 都 以 唯一 的 方式 表 为 某 一 向 量 组 |x。} 的 
有 限 线性 组 合 . 

3) 线性 空间 的 任何 两 个 哈 默 尔 基 等 势 . 线性 空间 的 哈 默 尔 基 的 势 有 时 称 为 该 空间 的 代数 
维 数 . 

4) 线性 空间 是 同 构 的 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 代数 维 数 . 

4. 商 空间 设 L 是 线性 空间 ,而 上 是 它 的 某 一 子 空间 . 我 们 说 工 中 的 两 个 元 素 
x 与 y 是 等 价 的 , 乃 指 它们 的 差 x -=y 属于 L'. 这 个 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 传递 的 , 亦 
即 确定 了 所 有 x E 工 的 分 类 . 等 价 的 元 素 的 类 叫做 (关于 子 空 间 5 ) 剩 余 类 . 所 有 这 
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样 的 类 的 全 体 称 为 也 关 于 瑟 的 商 空间 ,并 记 作 万 . 

在 任何 商 空间 中 , 自然 就 要 引进 加 法 和 数 乘 运算 . 设 吉 与 了 是 乙 居 中 的 元 素 , 即 
两 个 类 . 在 这 两 个 类 中 我 们 分 别 取 一 个 代表 ,比如 说 x 与 y, 并 把 包含 元 素 x +Y 的 类 
& 叫做 类 与 mw 的 和 ,而 把 包含 元 素 ax 的 类 叫做 数 a 与 类 的 乘积 . 不 难 验 证 ,这 一 
汤 语 不 因 代 表 x 与 y 被 同类 任何 其 他 代表 x 与 y' 代 换 而 改变 . 于 是 ,我 们 确实 定义 
了 商 空间 LAL' 关 于 元 素 的 线性 运算 . 直接 验证 表明 ,这 些 运算 满足 线性 空间 运算 的 
所 有 要 求 ( 请 加 以 验证 !). 换言之 , 任 一 商 空 间 LL'( 具 有 我 们 刚才 定义 的 加 法 与 数 
乘法 ) 力 是 一 线性 空间 . 

如 果 工 为 n 维 空间 ,而 其 子 空间 L' 有 维 数 , 则 商 空间 LAL' 具 有 维 数 n 一 k( 请 证 
之 !). 

设 工 是 任意 线性 空间 而 乙 是 它 的 某 一 子 空间 . 商 空 间 LL' 的 维 数 叫做 空间 工 中 
的 子 空间 忆 的 余 维 数 . 

如 果子 空间 L'CL 具有 有 限 余 维 数 ”, 则 在 工 中 可 选取 元 素 xi ,x,,… ,x ,使 得 
任 一 元 素 x E 工 可 (唯一 地 ) 表 为 


MX 二 QIX1 十 Q2X 十 … 十 QIX 十 和 
的 形式 ,其 中 a ,…,a, 是 数 而 y EL'. 事实 上 , 设 商 空间 L/L' 具 有 维 数 n. 在 这 个 商 
空间 中 选取 基 所 ,é,,…,é, 且 从 每 一 个 类 按 x* 来 选取 代表 . 现 设 x 是 工 中 的 任 一 
元 素 而 上 是 包含 x 的 LL' 中 的 类 , 则 

€ = Q161 + 0262 十 … + QE 

按 定义 ,这 意味 着 对 于 上 中 的 每 一 元 素 ,特别 对 于 元 素 *, 与 元 素 x ,… ,x, 的 线性 组 
合 区 别 仅 在 于 己 中 的 元 素 , 即 

X= QIXI 十 Q2MX? 十 …' 十 QIX， 十 y. 
请 读 着 证 明 这 种 写法 的 唯一 性 

5. 线性 泛 函 ”定义 在 某 一 线性 空间 上 上 的 数值 函数 f 称 为 泛 函 . 泛 函 f 叫 做 可 
flx+y) = f(x) +f(y); 
它 称 为 齐 次 的 , 指 的 是 
f(ax) = af(x), 


其 中 a 是 任意 数 - - 

在 复线 性 空间 定义 的 泛 函 了 叫做 苍 齐 次 的 ,是 指 f(ax) =af(x), 其 中 a 是 a 
的 共 斩 复 数 . 

可 加 齐 次 泛 函 叫做 线性 泛 函 . 可 加 共 亏 齐 次 泛 函 叫做 共 胃 线 性 泛 函 , 有 时 叫做 
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半 线 性 泛 也 . 

下 面 给 出 线性 泛 函 的 例子 . 

例 1 设 R" 是 n 维 算术 空间 ,其 中 元 素 x= (zx ,Xi) ,而 a = (ail,a,,…， 
a,) 是 nn 个 确定 数 的 任意 数组 . 则 


f(x) 三 之 CiXi 
是 R 中 的 线性 泛 也 . 表示 式 
f(x) = yan 


力 是 C" 中 的 共 罗 线 性 泛 函 . 
例 2 积 


1[x] = [x(0) dt 与 7] = [ x(D) a 


分 别 是 空间 C[ a,b] 中 的 线性 泛 函 与 共 思 线性 泛 也 . 
例 3 考虑 更 一 般 的 例子 . 设 y, 是 [a,b] 上 的 某 一 确定 的 连续 函数 . 对 于 任意 函 
数 xECla,b|l, 合 


F(x) = 「 zx(Dm(Dd 
从 积分 运算 的 基本 性 质 推出 这 个 泛 函 的 线性 性 质 . 泛 函 
F(x) = 「 (y(t) 


(在 复 空间 C[ o, 纪 中 ) 是 共 示 线 性 的 
例 4 考虑 同一 空间 C[a,5] 的 另 一 类 线性 泛 函 , 即 命 5, (x) =x(z). 于 览 , 泛 
函 6, 在 函数 x 上 的 值 等 于 该 函数 在 固定 点 如 的 值 
这 个 泛 函 通常 写作 


6, (%) = [x()8 — to)dit 


的 形式 . 6“ 函数 ”理解 为 , 除 点 1=0 以 外 , 它 处 处 都 等 于 零 ,而 它 的 积分 等 于 工 ( 狄 拉 
殉 5 盟 数 ). 这 个 "函数 "在 广义 函数 理论 范围 中 有 严格 的 定义 ,广义 函数 论 初步 将 在 
下 一 章 $4 中 急 述 . 

例 5 我 们 给 出 空间 4 中 线性 泛 函 的 例子 . 设 左 是 确定 的 正 整 数 . 对 中 的 任 
一 %=(%1 ,Xa，) , 令 有 (%) = 和 这 个 泛 函 的 线性 性 质 是 明显 的 . 此 泛 函 可 “ 推 
儿 ” 到 其 他 序列 空间 ,例如 co,c,m,R” 空间 (第 1 段 例 5 一 例 8). 
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6. 线性 江 函 的 几何 意义 ” 设 f 是 线性 空间 上 上 某 一 不 恒 等 于 零 的 线性 泛 孔 .L 
中 满足 条 件 
f(x) =0 
的 元 素 x 的 全 体 乃 是 空间 工 的 子 空间 一 一 零 子 空间 或 沁 孙 了 的 核 . 事实 上 ,如 果 
f(x) =f(y) =0, 则 
f(ax +BY) = af(x) +B/(yY) = 0. 


这 个 子 空间 记 作 Ker 

子 空 间 Kerf 具 有 余 维 数 1. 事实 上 , 取 不 属于 Kery 的 任 一 元 素 知 ,即使 六 mo) 关 
0 的 元 素 6. 这 样 的 元 素 可 以 找到 ,因为 刀 z) 寺 0. 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 f(x0) = 1， 
否则 我 们 把 m 换 成 元 2 | 显然 (元) =1]- 对 每 一 元 素 *, 命 7=< -2)m, 则 
7y) =Kx -fx)xo) =0, 即 y E Ker 太 元 素 x 的 表达 式 * = ax +y 对 于 固定 的 元 素 
x 是 唯一 的 ,其 中 y E Ker/ 事实 上 , 设 


X = ax t+y,y E Kerf,x =axo +y 7yY EKerj/ 


这 时 (a -az =y' -如 果 a=a', 显 然 有 y'=y 如 果 aza', 则 “0 =- 一;E 


Ker f, 这 与 xo 的 选取 矛盾 . 

由 此 推出 ,两 个 元 素 xi 与 x, 关于 子 空间 Ker f 属于 同一 剩余 类 的 充 要 条 件 为 
f(x1) =f(%,). 

事实 上 ,从 xi =f(xi)xo +y1,x2 = 所)xo +y2 推出 x 一 x = (f(x1) -f(x,))xo 十 
(yi -7,). 由 此 看 出 ,x -x,E Ker f 的 充 要 条 件 为 x% 的 系数 等 于 零 , 即 f(xi) - 
f(x,) =0. 

每 一 关于 子 空间 Ker f 的 类 ,都 可 从 自己 的 代表 中 的 任何 一 个 代表 来 确定 . 可 
取 形 如 ax。 的 元 素 作 为 这 个 代表 . 由 此 可 见 , 子 空间 L/Ker f 实际 上 是 一 维 的 , 即 
Ker f 具 有 余 维 数 1. 

子 空间 Ker f 定 义 了 一 个 在 其 上 等 于 零 的 线性 泛 函 ,大 不 计 和 常 数 因子 , 则 这 样 定 
义 的 泛 函 是 唯一 的 . 

事实 上 , 设 泛 函 /与 g 具有 同一 核 :Ker f= Ker g. 取 元 素 x。 ,使 得 f(xo) =1. 我 们 
断定 g(xo) 关 0. 事实 上 ， 


x = f(x)xo +y,y E Kerf = Kerg” 
及 


Q@ 出 自 英 文 单词 kernel( 核 ). 
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g(x%) = f(x)g(xo) + gE(y) = f(x)g(xo). 


者 值 g(%o) 等 于 0, 则 泛 函 g 恒 等 于 零 . 由 等 式 g(x) =g(xo)f(x) 就 推出 泛 函 g 与 f 
成 比例 . 

对 于 余 维 数 为 1 的 任 一 子 空间 L', 可 以 指出 这 样 的 泛 函 了 ,使 得 Ker f=L'. 只 要 
选取 任意 元 素 x。 丘 L', 并 把 每 一 元 素 x E 工 表 为 x = axo +y 的 形式 . 这 个 表示 式 是 
唯一 的 . 令 儿 x) =a, 我 们 对 某 一 Ker f=L' 就 得 到 线性 泛 函 太 证明 之!). 

设 尼 是 线性 空间 上 中 余 维 数 为 1 的 任意 子 空间 , 则 空间 L 关 于 子 空间 的 任 一 
剩余 类 叫做 与 子 空间 江平 行 的 超 平面 (特别 , 子 空间 L' 本 身 是 包含 0 的 超 平面 , 即 

“通过 坐标 原点 ”的 超 平面 ). 换言之 ,与 子 空间 二 平行 的 超 平面 M', 是 从 L' 平 移 ( 移 
动 ) 任 一 向 量 x。E L 所 得 到 的 这 个 集 : 


M’”=L +xo = {y:y =%+x0,% ET 


显然 ,如 果 xo。E 了, 则 MM'=L'; 如 果 xo 吴 LL, 则 M'zL'. 如 果 f 是 空间 L 上 的 非 
平凡 线性 泛 函 , 则 集 Mr = {x:f(x) =1} 是 与 子 空间 Ker f 平 行 的 超 平面 (事实 上 , 同 
定 任 一 元 素 xo ,使 得 f(xo) =1 ,我 们 可 以 把 任 一 向 量 x E Mi 表 为 x =xo +y 的 形式 ， 
其 中 y E Ker 内. 男 一 方面 ,如 果 M' 是 与 子 空间 L'( 余 维 数 为 1) 平行 的 且 不 通过 坐 
标 原 点 的 任 一 超 平面 , 则 存在 唯一 的 线性 泛 函 ,使 得 M' = {x:f(x) =1}. 事实 上 , 设 
M' =L'+xo,xo EI 工 , 则 任 一 元 素 x EL 可 唯一 地 表 成 + = axo +y 的 形式 ,其 中 y E 
L'. 像 前 面 一 样 , 令 fx) =a, 我 们 得 到 要 求 的 线性 泛 函 . 如 果 对 于 x E M' ,g(x)=1， 
则 对 于 y EL',g(y) =0. 于 是 


g(axo +y) = a = f(axo +7Y). 


由 此 推 得 线性 泛 函 下 的 唯一 性 . 
这 样 一 来 ,定义 在 L 上 的 所 有 非 平凡 线性 泛 函 与 在 L 中 不 通过 坐标 原点 的 所 有 


超 平 面 建立 了 一 一 对 应 . 
习题 设 f,f1,… ,是 线性 空间 LL 上 的 线性 泛 函 ,使 得 由 fi (x) =…=f.(x) =0 0 推 得 f(x) = 


0. 则 存在 常数 a ,…,6,, 合 得 对 于 一 切 * E La) = oy;(#). 


.上 集 与 凸 泛 函 . 哈恩 - 巴 拿 赤 (Hahn - Banach ) 定理 


1 饭 集 与 凸 体 ” 线 性 空间 理论 许多 重要 的 部 分 以 凸 性 概念 为 基础 . 它 凭借 几 
何 的 直观 概念 ,但 同时 也 容许 纯粹 解析 的 叙述 . 
设 L 是 某 一 实 线性 空间 ,x 与 y 是 它 的 两 个 点 . 我 们 把 形 如 
ax+BY, 其 中 a,6 宇 0,a+B6=1 


的 所 有 元 素 的 全 体 叫 做 工 中 连接 点 * 与 y 的 闭 线段 


$ 2， 凸 集 与 凸 泛 函 . 哈恩 - 巴 拿 赫 (Hahn - Banach ) 定理 89 ， 


无 端点 x“ 与 y 的 线段 称 为 开 线段 . 

集 MCL 叫做 是 的 , 乃 指 它 包 含 任意 两 点 x 与 y 的 同时 也 包含 连接 它们 的 线段 . 

所 请 任 意 集 ECL 的 核 EE) 是 指 这 样 一 些 它 的 点 * 的 全 体 :对 于 任 一 y E 工 ,可 
以 找到 数 e =e(y) >0, 使 得 对 于 1:| <e, 有 


x+ity Ek. 


其 核 非 空 的 凸 集 称 为 凸 体 . 

例 1 在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 ,立方 体 、 球 、 四 面体 、 半 空间 都 是 凸 体 . 在 同一 空 
间 中 ,线段 平面 .三 角形 都 是 凸 集 , 但 不 是 凸 体 . 

例 2 考察 闭 区 间 [a,b] 上 连续 函数 空间 中 满足 条 件 |f(1) | <1 的 函数 所 成 的 
集 . 这 个 集 是 凸 的 . 事实 上 ,如 果 |f(i1) | <1 及 |g(i) | <1, 则 对 于 a+B=1,a,B=0 


|aflt) +Be(t) |<a+B=1. 


习题 ” 试 说 明 例 2 中 的 集 是 不 是 同体. 

例 3 在 4 中 的 单位 球 ( 满 足 xi 1 的 点 x = (x1,…,%,,…) 组 成 的 集 ) 是 凸 
体 . 它 的 核 由 满足 条 件 Zx* <1 的 点 x 组 成 . 

例 4 4 中 的 基本 平行 六 面体 I 是 凸 集 ,但 不 是 凸 体 . 事实 上 , 设 x E II, 这 表 
示 对 所 有 的 n=1,2,…, |x |1/2" .人 令 yo =(1,1/2,…,1/n,…). 设 x+ty。E 了 1， 
即 |x, +tn | 达 1Z2"… , 则 


t t 1 1 1 
一 | 三 MXn 十 pn ph + pA 一 pA : 


~—_ 


十 |x, | 


由 此 可 见 1=0, 即 集 荆 的 核 是 空 的 . 

习题 1 设 @ 是 4 中 满足 条 件 nxi<1 的 点 x=(%i,…,x,,…) 组 成 的 集 .证明 B 是 凸 集 ， 
但 不 是 凸 体 . 

习题 2 对 于 1 中 如 下 点 集 进行 同样 的 证 明 : 其 中 每 一 个 点 只 具有 有 限 个 异 于 零 的 坐标 . 

若 M 是 凸 集 , 则 它 的 核 1(M) 也 是 凸 的 . 事实 上 , 设 x,y E J(MN) 且 z=oax +By， 
a,B 宇 0,a +B =1. 则 对 于 给 定 的 a E 工 ,可 以 找到 el >0 及 es >0, 使 得 对 于 | 五 | < 
ai, | | <a ,点 xX+tia 及 y+ta 属于 集 MM. 因而 点 a(x+tia) +B(y +ta) =z+ita 
对 于 |t| <e=min (8 ,es,) 也 属于 M, 即 z € J(M). 

下 面 我 们 给 出 凸 集 的 重要 性 质 . 

定理 1 任意 多 个 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 . 

证 明 设 M= 门 M。 并 且 所 有 M。 都 是 凸 集 .其 次 , 设 * 与 y 是 W 中 两 个 任意 
点 . 则 连接 点 x 与 y 的 线段 属于 每 一 M, ,因而 也 属于 M. 于 是 ,M 的 确 是 凸 的 . 

注意 , 凸 体 的 交 ( 是 凸 集 ) 不 一 定 是 凸 体 ( 试 举例 说 明 ). 

在 线性 空间 工 中 ,对 于 任意 集 4 ,存在 包含 它 的 最 小 凸 集 ; 包 含 4 的 所 有 凸 集 的 
交 是 最 小 凸 集 (至 少 存在 一 个 包含 4 的 凸 集 , 这 就 是 全 空间 L). 我 们 称 包含 4 的 最 
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小 凹 集 为 集 4 的 凸 包 . 

下 面 研究 凸 包 的 一 个 重要 例子 . 设 xi ,xs，…,%, ,1 是 某 一 线性 空间 的 点 . 我 们 说 
这 些 点 占有 最 广 位 置 . 乃 指向 量 % -i ,za -与 ,xs -和 线性 无 关 | 这 等 价 于 从 
2 -0 与 >A = 0 推出 和 = = | 
名 ，… ,sont 的 凸 旬 叫做- 维 单纯 形 ,而 点 局，… ,4 本身 是 它 的 顶点 . 零 维 单纯 形 
就 是 个 点 一 维 单纯 形 是 线段, 一 维 单纯 形 是 三 角形 ,三 维 单纯 形 居 四 面体 


如 有 果 扣 x1 ,x2，… ,%,+1 占 有 最 广 位 置 , 则 其 中 任何 +1(%k<n) 个 点 也 占有 最 广 
位 置 ,从 而 生成 某 一 -- 维 单纯 形 , 称 之 为 给 定 n - 维 单纯 形 的 类- 维 边 界 . 例如 ,以 
€1,€2 ，C3 ，64 为 顶点 的 四 面体 具有 分 别 用 三 个 顶点 (e， ,63,€4),(E1,63,64), (el,e2, 
e4) ,(e1 ,e ,es ) 确定 的 4 个 二 维 边界 ,6 个 一 维 边 界 和 4 个 零 维 边界 . 


定理 2 顶点 为 和 1 ?和 2 ,Xa+1 的 单纯 形 是 所 有 可 以 表 为 形 如 
x = > ox ,op >0,5 a = 1 (1) 
| | 
的 点 组 成 的 . 


证 明 不 难 验 证 , 形 如 (1) 的 点 的 全 体 5 万 是 包含 点 XI ,N,N 的 凸 集 . 为 
一 方面 , 任 一 包含 这 些 点 的 凸 集 应 当 也 包含 形 如 (1) 的 点 . 因而 ,$ 是 包含 点 x， 
Xuxl 的 最 小 凸 集 . 
2. 齐 次 凸 泛 函 ” 齐 次 凸 泛 函 是 与 凸 集 概念 紧密 联系 的 重要 概念 . 设 工 是 实 线 
性 空间 .世上 定义 的 泛 函 疡 叫做 凸 的 , 乃 指 对 于 一 切 x,y E /及 0<a<1， 


4X2 


P= (ax+(l -a)y) <ap(x) + (1 -a)p(y). (2) 
沁 也 p 称 为 正 齐 次 的 , 乃 指 对 于 一 切 x E 工 及 一 切 w >0， 
p(ax) = ap(%). (3) 
对 于 正 齐 次 凸 泛 函 ,不等式 
p(x +y) <p(x) + p(y) (2 ) 
成 立 
事实 上 ， 


加 X 十 Y 一 % 人 加 
p(z+y) =27p( 2)<2 (p(T) to(E)) = PCz) + p09). 
不 难看 出 ,条 件 (2') 与 条 件 (3) 一 起 保证 泛 函 p 的 凸 性 . 我 们 将 简称 正 齐 次 凸 泛 函 为 
齐 次 凸 泛 函 . 下 面 指出 齐 次 凸 泛 函 的 一 些 简单 性 质 
1) 在 等 式 (3) 中 令 x =0, 得 
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p(0) = 0. (4) 
2) 从 (2') 及 (4) 推 出 ,对 于 一 切 x E 工 ， 
0 =p(x+(-%)) <p(x) +p(—%). (5) 


该 不 等 式 意味 着 ,特别 当 p(x) <0 时 , 则 必 有 p( -x) >0. 因此 , 非 零 齐 次 凸 沁 函 可 
以 是 处 处 非 负 的 ,但 如 果 处 处 p(x) <0, 则 p(x%) ==0. 
3) 对 于 任何 a 


p(ax) 三 ap(x). 
当 @ >0 时 这 可 由 (3) 推 得 ; 当 a =0 时 可 从 (4) 推 得 ;如 果 a<0, 则 根据 (5 ) 得 到 
0 三 p(ax) +p( |alx) =p(ax) + |al|p(x), 
即 
p(ax) 三 - |alp(x) = ap(x). 
例 1 任 一 线性 泛 函 显 然 是 齐 次 凸 的 . 如 果 是 线性 的 , 则 泛 函 p(x) = |f(x) | 也 
是 齐 次 凸 的 . 
例 2 nn 维 欧 几 里 得 空间 中 的 向 量 的 长 是 齐 次 凸 泛 函 . 这 里 条 件 (2 ) 表示, 两 回 
量 和 的 长 不 大 于 它们 的 长 的 和 (三 角 不 等 式 ) ,而 (3) 直接 从 R" 中 向 量 长 的 定义 
推出 . 
例 3 设 m 是 有 界 序 列 x = (xi ,xs,… ,x,，,…) 组 成 的 空间 . 沁 孙 
p(x) = sup |%, | 
是 齐 次 凸 的 . 
3. 闵可夫 斯 基 泛 函 ” 设 工 是 任意 线性 空间 而 4 是 工 中 的 凸 体 , 它 的 核 包 含 点 
0. 这 国 
pa(%) = inf [三 EA,r> 0| (0 ) 


叫做 凸 体 4 的 闵可夫 斯 基 沁 也 . 
定理 3 闵可夫 斯 基 泛 函 (6) 是 齐 次 凸 的 与 非 负 的 . 反之 ,如 果 p(x) 是 线性 空间 
L 上 任意 齐 次 凸 非 负 泛 函 ,k 是 正 数 , 则 
A = {x:p(x) <k| (7) 


是 凸 体 , 它 的 核 是 集 {x:P(x*) <K} (包含 点 0). 如 果 (7) 中 =1, 则 原 泛 函 p(x) 是 4 
的 闵可夫 斯 基 汉 了 消 . 

证 明 ”对 每 一 x E 工 , 如 果 7r 充分 大 , 则 元 素 x/r 属于 4. 因此 ,由 等 式 (6) 定 义 的 
量 ps(x) 非 负 且 有 限 . 我 们 来 证 明 泛 函 (6) 的 正 齐 次 性 . 如 果 上 >0 且 y= 羽 , 则 
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pa(y) =inf {r > 0:y/r €E A} = inf {r > 0.tx/r E A| 
=inf {tr’ > 0:x/r’ € A} = tinf fr’ > 0:x/r’ € A| 
=ipa(%). (8) 
再 来 验证 ps(%) 的 凸 性 . 设 xi,x, EL 及 a>0 是 任意 的 . 取 数 r,(i=1,2) 使 得 p,(x,) 
<ri <pa(%i) +E, 则 zf/r; € h. 令 T=r +r, 则 点 (x + 和 )Mr = mxziX(Crri) + rr/ 
(rr ) 属 于 具有 端点 x1/ri 与 xm 的 线段 . 由 于 4 的 凸 性 ,这 条 线段 属于 4, 也 就 意味 
着 点 (xi +x, )Mr 属于 4. 因此 
Pa(X1 +%2) Sr=r +r, < pa(X1) +pa(Xs) +2e. 
因为 这 里 a >0 是 任意 的 ,所 以 
pa(%1 +%a) < pa(x1) + pa(%,). 

从 而 psa(x) 满 足 条 件 (2') 与 (3) , 故 它 是 非 负 齐 次 凸 泛 函 . 

现在 考察 集 (7). 如 果 x,y E4 且 w+B8=1,a,8=0, 则 

pl(ax +By) < ap(x) + Bp(y) < &, 
即 4 是 凸 的 . 其 次 , 设 p(x) <k,t>0 与 y E 工 , 则 
p(x +iy) < p(x) +tp(+y). 
如 有 果 p( -y) =p(yY) =0, 则 对 于 一 切 i,x+ty E 4h; 如 果 非 负数 p(y) ,p( -y) 中 至 少 
有 一 个 异 于 0, 则 对 于 
< k—p(x) 
max[ p(y),p(—-7)] 

x+iy E 4. 

由 引进 的 定义 直接 看 出 ,p 是 集 {x:p(x) <11} 的 闵可夫 斯 基 泛 函 . 

于 是 ,引进 闵可夫 斯 基 泛 函 概 念 后 ,我 们 建立 了 非 负 齐 次 凸 泛 函 与 其 核 含 点 0 
的 凸 体 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 

例 1 当 A4=L 时 ,显然 


Pr(x) =0. 
例 2 设 4 是 尺 ' 中 具有 中 心 0 与 半径 7 的 球 , 则 
pa(*) 二 || x Vr, 


其 中 | x | 是 向 量 *x 的 长 . 
例 3 设 4 是 空间 4 中 序列 x= (xx px) 的 “一 层 ”" -1<x <1, 则 


pa(%) = | x |. 
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注 1 讨论 不 仅 可 以 取 有 限 值 ,而 且 也 可 以 取 值 + % (但 不 能 取 - % ) 的 齐 次 凸 
泛 函 有 时 是 方便 的 . 这 时 从 等 式 P(ax) =ap(x) (其 中 a>0) 可 推出 p(0) =0 或 
Pp(0) = + %. 不 难 验证 ,在 后 一 情况 下 改变 它 在 一 点 的 值 , 令 P(0) =0 代 换 p(0) = 
+ o ,可 不 破坏 泛 函 的 齐 次 凸 性 . 通常 就 是 这 样 作 的 . 

如 果 p(x) 是 齐 次 凸 的 ,但 不 是 有 限 的 泛 函 , 则 4 = {x:pP(xz) 友 好 是 凸 集 , 但 不 一 
定 是 凸 体 . 反之 ,如 果 4 是 包含 点 0 的 任意 凸 集 , 则 对 它 可 以 用 公式 (6) 定 义 闵可夫 
斯 基 泛 函 , 但 这 时 对 r 应 当 也 人 允许 取 值 + %. 

注 2 ”如果 pi(x) 与 p,(x) 是 齐 次 凸 泛 函 , 则 pi(x) +ps(*) 与 api(%) (a>0) 也 
是 齐 次 凸 泛 函 . 其 次 , 如果 {p, (x)|) ,es 是 齐 次 凸 泛 函 的 任意 族 , 则 沁 娩 p(x) = 
sup Pp,(%) 也 是 齐 次 凸 的 . 特别 ,A 上 线性 泛 函 的 任意 非 空 集 的 上 确 界 p(*) = sup/.(*) 
是 齐 次 凸 泛 函 . 利用 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 ,不 难 证 明 , 任 一 (有 限 的 ) 齐 次 凸 泛 孙 都 可 以 
这 样 表 示 . 

习题 “线性 空间 工 中 的 集 4 叫做 吸收 的 , 乃 指 对 任 一 x E 工 存 在 这 样 的 a >0, 使 得 对 于 一 切 
A 宇 a,x E A4. 证 明 : 凸 集 4 是 吸收 的 , 当 且 仅 当 它 的 核 包含 点 0. 

4. 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 设 工 是 实 线性 空间 而 L 是 它 的 某 一 子 空间 ,又 设 子 空 
间 L,。 上 给 定 某 一 线性 泛 函 记 . 在 全 空间 L 上 定义 的 线性 泛 函 叫做 泛 渔 思 的 延 拓 ， 
万 指 对 于 一 切 x E Do， 


A\x) = fo(%). 
关于 线性 泛 函 延 拓 的 问题 经 常 在 分 析 学 中 碰 到 ,在 问题 的 整个 范围 内 下 面 的 定 
理 起 着 重要 的 作用 . 
定理 4( 哈 恩 - 巴 拿 赫 ) ” 设 p 是 定义 在 实 线性 空间 上 上 的 齐 次 凸 沁 函 ,L 昨 L 
中 的 线性 子 空间 . 如 果 态 是 1。 上 的 线性 泛 函 , 它 从 属于 [。 上 的 泛 冰 p(x) , 即 如 有 果 在 
7 上 


f(x) < p(x), (9) 

则 不 可 以 延 拓 为 L 上 的 线性 泛 函 f, 而 f 在 全 上 从 属于 p(x%). 

证 明 我们 来 证 明 , 如 果 L 闫 L, 则 泛 函 有 h 可 以 从 延 拓 到 保持 条 件 (9) 的 茶 
一 更 广 的 子 空间 L' 上 . 事实 上 , 设 z 是 不 属于 万 的 L 中 的 任意 元 素 ,L' 是 与 z 生 成 
的 子 空间 . 对 于 L' 中 的 每 一 元 素 都 具有 刀 +x 的 形式 ,其 中 x E Lo. 

如 果 f' 是 L 上 的 泛 函 记 所 求 的 延 拓 , 则 

f'(tz+x) = 矿 (z) +folx), 
如 果 令 A'(z) =c, 则 
f'(tz+x) = tc +fo(%). 

现在 选取 c 使 得 在 L' 上 保持 从 属 条 件 (9) ,即使 得 对 于 一 切 x E Lh 及 一 切实 数 1 满 
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足 不 等 式 有 h(x) +te 和 p(x+tz). 当 1>0 时 ,不 等 式 等 价 于 条 件 


万 ( 夺 )+esp( 生 +z] 


:> 
我 们 来 证 明 , 恒 存在 满足 上 述 两 个 条 件 的 数 c. 设 y 与 Y 是 世 中 的 任意 元 素 , 则 
-joy ) +p(Y +2) -f(y)-p(-y -2). (10) 
这 可 由 下 述 不 等 式 推 得 : 
joy ) -jy ) <p(y -Y) = PCO +z) - (7 +z)) 


<p(y +2z) +P(-Y -2). 


少 


c” = inf( -f(y) +p(y" +2z)), 
c = sup( -fo(y) -PC-Y -2)). 
由 于 y' 与 y 的 任意 性 ,从 (10) 推 出 ce". 选取 c 使 得 c" 二 c=c', 在 L' 上 用 公式 
| f'(tz+x) = tc+f (x) 
定义 泛 函 f'. 这 个 泛 也 满足 从 属 条 件 (9). 
于 是 ,我们 证 得 ,如 果 泛 函 态 定义 在 某 一 子 空间 L, CE 上 并 满足 五 上 的 条 件 
(9) , 则 所 可 以 保持 这 个 条 件 延 拓 到 某 一 更 大 的 子 空 间 L' 上 . 


如 条 在 工 中 可 以 选取 生成 全 空间 工 的 元 素 x1 ,x,,… ,x,,… 的 可 数组 , 则 考虑 子 
空间 的 递增 序列 


LY 一 {Lo ,x1 | ,LL 一 | ,Xa | 9 


可 按 归 纳 法 构造 上 的 泛 函 (这 里 1L” ,x,,1| 表示 工 中 包含 1” 与 %,1 的 最 小 线性 
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子 空间 ). 这 时 每 一 元 素 x EL 属于 某 L" ,从 而 泛 画 可 延 拓 到 全 空间 也 
在 一 般 情 况 下 ( 即 当 生成 工 的 可 数 集 不 存在 时 ) ,我 们 利用 佐 恩 引 理 来 完成 本 证 
明 . 满足 从 属 条 件 (9) 的 泛 函 的 所 有 可 能 延 拓 的 全 体 2 是 偏 序 的 ,并 且 它 的 每 一 
线性 有 序 子 集 作 , 都 有 上 确 界 . 在 泛 函 f'E 和 的 定义 域 的 并 上 定义 的 , 且 与 在 它 的 
定义 域 上 的 每 一 这 样 的 了 ' 重 合 的 泛 函 可 作为 这 个 上 确 界 . 根据 佐 恩 引 理 ,在 全 空间 
芝 中 存在 极 大 元 f 这 个 极 大 元 就 是 要 求 的 泛 函 . 事实 上 , 它 是 原 泛 函 有 h 的 延 拓 ,在 
其 定义 域 上 满足 条 件 (9) , 且 给 定 在 全 空间 上 上 . 因为 不 然 的 话 ,我 们 可 用 上 面 所 说 
延 拓 它 的 方法 ,从 在 它 有 定义 的 真子 空间 上 延 拓 到 更 大 的 子 空间 上 ,是 f 不 是 极 
大 元 . 
定理 证 毕 . 
我 们 再 给 出 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 复 的 形式 . 
复线 性 空间 L 上 的 非 负 泛 函 p 叫做 齐 次 凸 的 , 乃 指 对 于 一 切 x,y E 工 及 一 切 复 
数 入 
p(x +7Y) < p(x) +p(Y), 
p(Ax) < |A lp(x). 
定理 4a 设 p 是 复线 性 空间 LL 上 的 齐 次 凸 泛 函 , 而 有 是 定义 在 某 一 线性 子 空间 
L, CL 上 日 在 L 上 满足 条 件 


If(x)|<p(x),x EL 
的 线性 泛 函 . 则 存在 定义 在 全 世上 并 满足 条 件 
[f(x) |<p(x),x EL, flx) = f(x),x* EL 


的 线性 泛 函 上 
下 上 _ 我 们 记 和 被 看 作 实 线性 空 关门 空 与 为 Li 与 Lor: 显然 ,p 是 Lr 上 的 


[for(x) | < p(x) 
旦 更 满足 条 件 
for (%) < p(x) 


的 实 线性 沁 孔 . 
根据 定理 4, 存 在 实 线性 泛 函 有 h, 它 定义 在 全 Le 上 并 满足 条 件 


fr(x) < p(x),x E Lr( = 5), 
fr(x) = for(%),% E Lor( = Lo). 
显然 , -fr(x*) =fr( -x) <p( -x) =p(%) ,所 以 
fr(x) | < p(x),x € La( = 了) (11) 
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今 
f(x) = fr (x%) 一 ifr (ix) ， 
我 们 定义 了 工 上 的 泛 函 大 这 里 我 们 用 到 了 二 是 复线 性 空间 , 故 在 其 中 定义 了 乘 以 复 
数 的 乘法 ). 直接 验证 表明 ,是 二 上 的 复线 性 泛 函 ,并 且 
f(x) =f(x) 当 x EL,, 
Ref(x) =f(x) 当 x EL. 
剩 下 证 明 , 对 一 切 x E L, |f(x) | <p(x). 假定 相反 , 则 对 于 某 一 x。E LL 有 
[用 xo) | >p(xo). 我 们 表 复 数 f(%) 为 f(xo) =pe” 的 形式 ,其 中 p >0, 并 令 y= 
e ?xo. 这 时 
fr (Yo) = Re f(y0) = Re [e f(xo)] =p> p(xo) = p(yo), 
这 与 条 件 (11) 了 矛盾 . 定理 证 毕 . 
习题 证明 :在 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 中 泛 函 p 的 有 限 性 条 件 可 以 略 去 . 

5. 线性 空间 中 凸 集 的 可 分 离 性 ” 设 工 是 实 线性 空间 ,而 以 与 NN 是 它 的 子 集 .我 
们 说 定义 在 L 上 的 线性 泛 函 /分 离 这 两 个 集 , 乃 指 存在 这 样 的 数 C, 使 得 对 于 x E M 
xx) 三 C 

及 对 于 x EN 
f(x) < 0, 
即 指 
sa) > sapA*). 
记 上 明了 叫 做 严格 分 离 集 1N 与 W, 帮 指 严格 不 等 式 
ari) > SepA®) 
成 立 . 
从 分 离 性 定义 直接 推出 以 下 两 个 命题 
1) 线性 泛 苑 分离 集 MM 与 N, 当 且 仅 当 它 分 离 集 M-N 与 和 0} ( 即 形 如 x 一 y(x 
E M,y ENV) 所 有 元 素 的 集 与 点 0 的 集 ). 
2) 线性 泛 函 分离 集 1 与 W, 当 且 仅 当 对 于 每 一 x E 工 它 分 离 集团 -x 与 
AN 一 X. 
从 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 容 易 得 到 以 下 关于 线性 空间 中 凸 集 分 离 性 定理 , 它 有 着 众 
多 的 应 用 . 
定理 5 设 M 与 是 实 线性 空间 工 中 的 凸 集 , 并 且 至 少 其 中 之 一 的 核 ,比如 说 
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M 的 核 非 空 且 与 另 一 个 集 不 相交 . 则 存在 分 离 M 与 N 的 二 上 非 零 线性 泛 函 . 
证 明 不 失 一 般 性 可 以 认为 点 0 属于 集 MM 的 核 W. (否则 我 们 研究 集 N - xo 与 

N -xo, 其 中 x。E 怕 . ) 设 yo。E WN, 则 点 -yo 属于 集 MN-N 的 核 ,而 0 属于 集 K=M- 
N+ 的 核 尼 因为 用 NN = 名 ,所 以 0 不 属于 M-N 的 核 且 Y。 吴 K. 设 p 是 天 的 闵 可 
夫 斯 基 泛 函 , 因 为 y。 吴 ,所 以 p(yo) 宇 1. 引入 线性 泛 函 

h(ayo) = ap(yo). 
它 定义 在 由 形 如 ay 的 元 素 组 成 的 一 维 空间 上 ,并 满足 条 件 

h(ayo) < playo). 


因为 当 a=0 时 ,p(ayo) =ap(%0); 当 a<0 时 ,h(ayo) =afh(yo) <0<p(ayo). 根据 
哈恩 - 巴 拿 赫 定理 ,有 可 以 延 拓 为 线性 泛 函 了 , 它 定义 在 全 上 ,并 且 在 LK 上 满足 条 
件 fy) <p(y). 由 此 推出 , 当 y EK 时 ,f(y) <1 并 且 同 时 f(yo)1. 于 是 ,f 分离 集 
KK 与 {yo1 ,从 而 分 离 MN 与 10}. 因此 /分 离 集 1 与 V. 定理 证 毕 . 
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在 第 二 章 中 我 们 已 经 学 习 了 拓扑 空间 ,特别 是 度量 空间 , 即 在 其 中 用 某 种 方法 
引进 元 素 邻 近 概 念 的 集 , 而 在 本 章 前 两 节 中 我 们 又 讨论 了 线性 空间 . 迄今 为 止 这 些 
概念 互 不 联系 . 但 在 分 析 学 中 ,需要 研究 在 其 中 既 引 进 元 素 加 法 与 数 乘 运算 ,又 引进 
一 拓扑 的 空间 , 即 讨论 所 谓 线性 拓扑 空间 . 在 线性 拓扑 空间 当中 , 赋 范 空间 构成 重 

一 类 空间 . 这 些 空间 的 理论 是 在 巴 拿 赫 与 另外 一 些 著 者 的 工作 中 发 展 起 来 的 . 

1， 赋 范 空间 的 定义 与 例子 

定义 1 设 工 是 线性 空间 . 在 上 上 定义 的 齐 次 凸 泛 函 p 叫做 范 数 , 力 指 它 满足 以 
下 补充 条 件 ( 除 凸 性 外 ) : 

1) p(x) =0 仅 当 x=0， 

2) 对 一 切 a,p(ax) = | a |p(x). 

于 是 ,我 们 回忆 $2 第 2 段 的 定义 时 可 以 说 ,满足 以 下 三 个 条 件 的 泛 函 称 为 工 中 
的 范 数 : 

1) p(x) 宇 0, 并 且 p(x) =0 仅 当 x =0， 

2) p(x +y) <p(x) +p(y),%,y EL, 

3) 对 任 一 数 a,p(ax) = |a|p(x). 

定义 2 我 们 称 在 其 中 给 定 某 一 范 数 的 线性 空间 工 为 赋 范 空间 ,并 用 记号 ‖ x | 
表示 元 素 x E 工 的 范 数 ， 

如 果 在 任 一 赋 范 空间 中 引进 距离 


98 ， 第 三 章 ” 赋 范 线性 空间 与 线性 拓扑 空间 


p(x,y) = |x 一 Y|， 

则 它 就 成 为 度量 空间 . 从 范 数 的 性 质 1) 一 3 ) 立即 推 得 度量 空间 公理 的 正确 性 . 于 
是 ,在 第 二 章 中 对 于 度量 空间 叙述 过 的 所 有 那些 概念 和 事实 ,都 可 以 搬 到 赋 范 空间 . 

完备 的 赋 范 空间 叫做 巴 拿 赫 空间 ,或 简称 为 B 空间 . 

赋 范 空间 的 例 ”在 第 二 章 中 作为 度量 空间 (而 在 本 章 $1 中 是 线性 空间 ) 的 例 
子 来 研究 的 许多 空间 ,实际 上 可 以 赋予 赋 范 空间 的 自然 结构 . 

例 1 者 对 任 一 数 x ER , 令 | x = |x|, 则 直线 R! 为 赋 范 空间 . 

例 2 乔 在 元 素 为 x = (xi ,x,,… ,x,) 的 nn 维 实 空间 R" 中 , 令 


Ix = | 2 (1) 


则 范 数 的 一 切 公理 是 满足 的 . 公式 


p(x%,y) = |x -yl = | 2 x = 7) 


在 R" 中 定义 了 它 本 身 的 度量 ,该 度量 我 们 曾 在 R" 中 讨论 过 . 
在 这 个 线性 空间 中 还 可 以 引进 范 数 


lxl1 = > | xl (2) 
k=1 
或 范 数 
| x, = max | xx |. (3) 


这 两 个 范 数 在 R" 中 定义 了 度量 ,这 两 个 度量 我 们 已 经 在 第 二 章 $1 第 1 段 的 例 4 与 
例 5 中 研究 过 了 . 验证 它们 确实 满足 范 数 公理 不 会 产生 困难 
在 复 n 维 空间 C" 中 可 以 引进 范 数 


了 
lz = /> | ， 
k=1 


或 范 数 (2) 与 (3) 中 的 任何 一 个 . 
例 3 在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 连续 函数 空间 C[a,5] 中 ,用 公式 


[fl = max [AD | (4) 


定义 范 数 . 在 第 二 章 $ 1 第 1 段 的 例 6 中 已 经 研究 了 相应 的 距离 
例 4 设 m 是 有 界 数列 4 = (x ,x,，,…,x,，,…) 组 成 的 空间 . 令 


[x = sup|x, |. (5) 
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在 这 里 范 数 定义 的 条 件 1) 一 3 ) 显然 满足 . 在 m 中 由 这 个 范 数 诱导 的 度量 与 我 们 已 
经 讨论 的 度量 (第 二 章 $1 第 1 段 例 9) 一 致 . 

2， 赋 范 空间 的 子 空间 ”我 们 曾经 定义 了 (不 赋予 任意 拓扑 的 ) 线 性 空间 工 的 子 
空间 为 具有 这 样 性 质 的 非 空 集 mm :如 果 x*,y E , 则 ax +By E .在 赋 范 空间 中 ,我 
们 主要 感 兴 趣 的 是 闭 线性 子 空间 , 即 包含 其 所 有 极限 点 的 子 空间 . 在 有 限 维 赋 范 空 
间 中 的 任 一 子 空间 自然 是 闭 的 ( 试 证 明之 1). 在 无 限 维 的 情形 却 不 然 . 例如 ,在 连续 
晒 数 空间 Cla,5] 中 ,具有 范 数 (4) 的 多 项 式 构 成 子 空间 ,但 不 是 闭 子 空间 %. 

丸 一 个 例 :在 有 界 序 列 空间 m 中 , 仅 含 有 限 个 异 于 零 的 项 的 序列 构成 子 空间 . 但 
按 范 数 (5) 它 不 是 财 的 ,例如 , 它 的 闭 包含 有 序列 (1 ,172 ,… ,1 ，…)， 

通常 我 们 仅 研 究 闭 子 空间 ,所 以 自然 要 修改 $1 中 已 经 给 出 的 术语 . 现在 ,我 们 
将 仅仅 把 财 的 子 空间 叫做 赋 范 空间 的 子 空间 . 特别 ,包含 元 素 组 {x。} 的 最 小 闭 子 空 
间 叫 做 由 给 定 元 素 组 {x。} 生成 的 子 空间 . 我 们 将 把 该 子 空间 看 作 组 | x。} 的 线性 闭 
包 . 我 们 称 包 含 x 和 y 以 及 它们 的 任意 线性 组 合 ax + By 的 元 素 的 集 ( 不 一 定 是 闭 
的 ) 为 线性 流 形 . 

称 位 于 赋 范 空间 E 中 的 元 素 组 为 完备 的 , 乃 指 以 元 素 组 生成 的 ( 闭 的 !) 子 空间 
是 全 空间 E. 例如 ,根据 魏 斯 特 拉 斯 定理 ,所 有 函数 1 ,t,t ,…,t,… 的 集合 在 连续 函 
数 空间 CL a,5j] 中 是 完备 的 . 

3. 赋 范 空间 的 商 空 间 设 R 是 赋 范 空间 而 W 是 它 的 某 一 子 空间 . 考虑 商 空间 
P=R/M, 由 本 章 §$1 第 4 段 中 所 谈 到 的 内 容 知 道 ,P 是 一 线性 空间 . 在 空间 P 中 这 样 
来 定义 范 数 :对 每 一 剩余 类 上 , 令 


él = 于 1z1， (6) 


我 们 来 证 明 ,第 1 段 中 所 叙述 的 赋 范 空间 的 公理 这 时 都 满足 . 显然 , 1E | =0 恒 成 
立 . 如 采 名 是 商 空间 P 的 零 元 素 ( 即 & 与 子 空间 M 重合 ) , 则 可 以 取 空 间 R 的 零 作 
为 x E 如: 于 是 得 到 6 =0. 反之 ,如 果 上 =0, 则 由 范 数 (6) 的 定义 推出 存在 
类 中 收敛 于 零 的 序列 . 但 因为 M 是 闭 的 ,所 以 每 一 个 剩余 类 也 是 闭 的 , 故 0 € 
于 征 上 =M, 即 上 是 已 中 的 零 元 素 . 因此 , E10, 且 =0 仪 当 & 是 空间 P 的 零 
其 次 ,对 每 一 x € R 及 任 一 a 有 


Loxll = el xl. 
在 这 个 等 式 的 两 端 中 , 按 x Et 取 下 确 界 ,得 
la = el él. 


QD 根据 魏 斯 特 拉 斯 ( Weierstrass) 定 理 所 说 的 ,在 闭 区 间 上 的 任 一 连续 函数 是 多 项 式 序列 一 致 收敛 的 极 
限 , 在 C[a,6] 中 的 多 项 式 子 空间 的 闭 包 是 全 空间 C[ c ,0]. 
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最 后 , 设 上 mr EPHxEeE,y En. 则 
Ilé+nl < lx+yl a lxll + Hy. 
对 此 不 等 式 右 端 , 按 所 有 的 x Ee,y E7 取 下 确 界 , 得 
lgég+n| < él + ”nl. 


于 是 , 赋 范 空间 的 一 切 公理 对 P 成 立 . 现在 我 们 证 明 , 如 R 完备 , 则 P=R/M 也 完备 . 
事实 上 ,对 于 每 一 上 E R/M ,按照 (6) 可 以 找到 元 素 x E ,使 得 


上 | > 六 xz 
设 | 名 | 是 已 中 的 基本 序列 . 如 果 需 要 的 话 ,我 们 就 转 到 子 序列 . 于 是 可 以 假定 级 数 


之 1 | 
收敛 . 将 如 (空间 尸 的 零 元 素 ) 添加 到 | 六 | ,选取 x, E ,1 -él(n=0,1,2,…) 使 得 


1 
| 志 — 6, | 三 二 ||x， | . 
2 


因此 级 数 > | x。 | 收敛 . 这 就 意味 者 ,根据 空间 R 的 完备 性 ， 级 数 入 x 也 就 收 化 . 


令 * = 站 % 并 记 包 含 < 的 类 为 ,得 (因为 对 每 一 n, > x E 生 


Ié-é| < |#- > A 当 n 一 > % 时 ， 


即 = lm é&. 于 是 : 

巴 拿 赫 空间 关于 其 任何 ( 闭 ) 子 空间 的 商 空间 是 巴 拿 赫 空间 . 

习题 1 设 RR 是 巴 拿 赫 空间 ,B,D B,D…DB,D… 是 尺 中 的 闭 球 套 序列 . 证 明 它 具有 非 空 的 
交 ( 不 假定 这 些 球 的 半径 趋 于 0, 与 第 二 章 $3 第 2 段 的 习题 3 比较 ). 举 一 个 有 空 交 的 某 一 B 空 
间 中 的 非 空 有 界 闭 凸 集 套 序列 的 例子 . 

习题 2 设 RR 是 无 限 维 B 空间 , 则 它 的 代数 维 数 (参见 $1 第 3 段 的 习题 3) 是 不 可 数 的 . 

习题 3 设 R 是 线性 赋 范 空间 . 证 明 下 列 命题 的 正确 性 : 

1) 任 一 有 限 维 线性 流 形 在 R 中 是 闭 的 . 

2) 如 果 MM 是 RR 中 的 子 空间 ,而 NN 是 RR 中 的 有 限 维 子 空间 , 则 它们 的 和 


M+N= {x:x =y+z,yE M,zEN)| 
是 闭 的 . 举 出 52 中 两 个 ( 闭 ) 线 性 子 空间 的 和 非 闭 的 例子 . 


3) 设 Q 是 尺 中 的 开 凸 集 ,又 设 x。 吴 0, 则 存在 通过 点 zo 与 8 不 相交 的 超 平 面 . 
习题 4 线性 空间 RR 中 的 两 个 范 数目 :| 与 上 ”1 叫做 等 价 的 , 乃 指 存在 常数 a,b>0, 使 
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得 对 于 所 有 的 x ER,alxzlis 和 lxl sllxlli 证 明 :如 果 空 间 尺 是 有 限 维 的 , 则 在 只 中 任何 两 
个 范 数 等 价 . 
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1. 欧 几 里 得 空间 的 定义 ”在 线性 空间 中 引入 范 数 熟知 的 方法 之 一 就 是 在 其 中 
给 出 内 积 . 我 们 记得 ,在 实 线性 空间 R 中 ,对 于 每 一 对 元 素 x,y E R 定义 的 实 函 数 
(x,Y) ,如 果 它 满足 以 下 条 件 : 

1) (x,y) = (7Y,%), 

2) (xi +%2,y) = (x1,Y) + (%2,Y), 

3) (Ax,y) =A(x,Y), 

4) (x,x) 宇 0 ,并且 (x,x) =0 仪 当 x=0， 

则 称 (x,yY) 为 R 中 的 内 积 . 

在 其 中 具有 确定 内 积 的 线性 空间 叫做 欧 几 里 得 空间 . 在 欧 几 里 得 空间 R 中 , 借 

助 于 公式 
lx = vx,x) 
引进 范 数 . 从 内 积 的 性 质 1 ) 一 4 ) 推 得 所 有 范 数 公理 这 时 是 满足 的 . 

事实 上 , 范 数 的 公理 1) 与 3)( $3 第 1 段 ) 显 然 成 立 . 而 公理 2) (三 角形 不 等 
式 ) 的 成 立 可 从 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 
: (x,y) | x yl (1) 
推出 . 现在 我 们 来 证 明 上 式 . : 

考虑 一 个 对 一 切实 变量 和 值 非 负 的 二 次 三 项 式 : 

p(A) =(Ax +y,Ax +y) = A (rx,x) +2A(x,y) + (y,7y) 
= ||x| A +2(x,yYA+ ly 7. 
因为 此 式 乃 是 某 一 向 量 的 纯 量 平方 ,所 以 恒 有 pgp(A) 宇 0. 从 而 ,这 个 三 项 式 的 判别 式 
小 于 或 等 于 地 

柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 (1) 刚 好 就 表示 这 个 二 次 三 项 式 p(A) 的 判别 式 
的 非 正 性 . 

我 们 指出 , 欧 几 里 得 空间 中 的 和 , 数 乘 与 内 积 都 是 连续 的 , 即 如 果 ”一 X ,7 一 
( 按 范 数 收敛 意义 ) ,A, 一 A( 理 解 为 数列 ) , 则 

Xn 十 yn FX+Y, 


人 MXn 一 人 AX， 
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(xn yu) 一 (X,Y). 


这 些 事实 的 证 明 主 要 利用 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 (1) ,作为 习题 请 读者 
证 明 . 

在 RR 中 存在 内 积 ,使 得 在 此 空间 中 不 仅 可 引进 向 量 的 范 数 ( 即 向 量 的 长 ) ,而 且 
还 可 引进 向 量 之 间 的 夹 角 , 即 用 公式 


(x,Y) 

x 2 (2) 
确定 向 量 % 与 y 之 间 的 夹 角 w. 这 时 从 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 (1) 推 出 :位 于 
(2) 中 右边 的 表示 式 按 模 不 超过 1. 从 而 公式 (2) 对 于 任何 非 零 的 x 与 y 的 确 确定 了 
某 一 个 角 ,0 大 p 友 太 . 

如 果 (x,y) =0 , 则 从 (2) 得 到 p= 7/2. 在 这 种 情况 下 , 回 量 x 与 y 叫 做 正 交 的 . 
及 中 非 零 回 量 系 |x。} 叫做 正 交 的 , 乃 指 当 azB 时 ， 


cosp = 


(Xa,xg) = 0. 
如 果 向 量 系 {x。| 正 交 , 则 它们 线性 无 关 . 事实 上 , 设 


CIXw + 02Xw 十 … 十 QnXu = 0. 


Ql 


因为 {xj 是正 交 系 ,所 以 有 


(Xo ,AX 十 … 十 QnXu ) = ai(X, Xus) = 0. 


Ql 


但 (x ,x。) 关 0, 于 是 对 所 有 的 i=1,2,…,n,a; =0. 

如 果 正 交 系 .| 是 完备 的 ( 即 包 含 它 的 最 小 团子 空间 是 全 空间 尺 ) , 则 它 叫 做 正 
交 基 . 这 时 如 有 果 每 一 元 素 的 范 数 都 等 于 1, 则 系 {x。} 叫做 标准 正 交 基 . 一 般 地 说 ,如 
末 系 |x。} (完备 的 或 不 完备 的 ) 使 得 


0， 当 a@azpB,， 
(wo ,Xp ) 一 | 
1， 当 a=Bp 


则 {x 叫做 标准 正 交 系 . 显然 ,如 果 {x } 是 正 交 系 ， 则 {一 2 下 | 是 标准 正 交 系 


2. 例子 我 们 考察 欧 几 里 得 空间 以 及 其 中 的 正 交 基 的 一 些 例子 
例 1 以 实数 组 x = (xi ,x,,… ,x ) 为 元 素 , 具 有 通常 的 加 法 与 乘法 运算 及 内 积 


(x,y) = 之 Xi (3) 
的 nn 维 算 术 空 间 R" 乃 是 一 个 熟知 的 欧 几 里 得 空间 的 例子 . 向 量 
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e» = (0,0,0,.…,1) 


构成 上 述 空间 R" 中 (无 限 多 个 中 可 能 的 一 个 ) 标 准 正 交 基 . 
例 2 元 素 为 


多 二 (Xi ,MX2 MX ?9 


其 中 > < o ,以 及 内 积 为 


(x,y) = DE (4) 
的 空间 是 网 几 里 得 空间 . 事实 上 ,从 第 二 章 $ 1 不 等 式 (4) 推 出 (4) 中 右 端 级 数 的 
收敛 性 . 内 积 性 质 1) 一 4) 可 直接 验证 . 向量 
el = (1,0,0,.…), 
e, = (0,1,0,.…), 
(5) 


构成 4 中 最 简单 的 标准 正 交 基 . 这 个 系 的 正 交 性 与 标准 性 是 明显 的 . 同时 系 (5) 是 
完备 的 : 设 x = (zz ,xs ) 是 六 中 的 任意 向 量 而 x = (xx xy0,0， 
…). 则 x 中 是 向 量 e，……e, 的 线性 组 合 , 且 当 n>% 时 上 x” -x | 一 0. 

例 3 在 [a,5] 上 由 实 连 续 函 数组 成 的 ,内 积 为 


(8) = [Deg(Dd (6) 
的 空间 Cs[ a,6] 也 是 网 几 里 得 空间 . 在 其 中 指出 的 各 种 各 样 的 正 交 基 中 ,由 函数 


1 27t . 27t 
一 Cos 1 一 一 .Sin 7 


2 bp-a’ bp (n = 1,2,.…) (7) 


组 成 的 三 角 函 数 系 是 最 重要 的 正 交 基 . 该 系 的 正 交 性 可 百 接 验证 . 

如 果 在 长 为 27 的 线段 上 ,比如 说 在 [ -7,7] 上 研究 连续 函数 , 则 相应 的 三 角 消 
数 系 为 1/2 ,cos nt,sin nt(n=1,2,.…). 

系 (7) 是 完备 的 . 事实 上 ,根据 魏 斯 特 拉 斯 定理 ,在 闭 区 间 [a,5] 上 于 点 a 和 %。 
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上 取 同 一 值 的 任 一 连续 函数 g, 可 以 表 为 三 角 函 数 多 项 式 序列 ( 即 系 (7) 元 素 的 线性 
组 合 ) 一 致 收敛 的 极限 . 这 个 序列 更 按 空间 C,[a,b] 的 范 数 收 敛 于 w. 如 果 f 是 
CLa,bj] 中 的 任意 函数 , 则 它 可 以 ( 按 空间 C,[a,65] 的 范 数 ) 表 为 函数 序列 p。 的 极 


限 ,其 中 每 一 p, 在 闭 区 间 [ a,5 -一 ] 上 与 /重合 ,而 在 [5 -1/n,5] 上 是 线性 的 , 且 在 


点 与 在 点 取 同 样 的 值 (图 17). 从 而 ,对 于 C,[a,5] 中 的 每 一 元 素 ,都 可 以 (在 这 
个 空间 的 度量 下 ) 用 系 (7) 的 元 素 的 线性 组 合 任意 逼近 ,而 这 就 表示 系 (7) 的 完 
备 性 . 


图 17 


3. 正 交 基 的 存在 性 , 正 交 化 ”在 这 一 节 剩 下 的 部 分 ,我 们 仅 限 于 讨论 可 分 的 欧 
几 里 得 空间 ( 即 包含 可 数 处 处 稠密 集 ). 上 一 段 所 举 出 的 每 一 个 空间 都 是 可 分 的 ( 试 
证 之 !) ,不 可 分 的 欧 几 里 得 空间 的 例子 可 以 构造 如 下 . 考虑 直线 上 所 有 可 能 的 函数 
%, 对 于 其 中 每 一 个 函数 ,使 其 异 于 零 的 点 集 4 ,ts。,… 至 多 是 可 数 的 ,而 按 所 有 这 些 点 
来 取 的 和 x (t) 是 有 限 的 . 像 通常 函数 的 加 法 和 乘法 一 样 ,我 们 定义 了 这 个 空间 中 
的 加 法 与 数 乘 运 算 ,而 内 积 由 公式 

(xy) = SZx(t) y(t) 
来 定义 ,其 中 和 是 对 使 得 x(t)y(t) 关 0 这 些 点 i 的 集 来 取 . 我 们 请 读者 证 明 ,这 个 空 
间 中 没有 可 数 处 处 稠密 的 子 集 . 我 们 指出 ,这 个 空间 是 完备 的 . 

于 是 , 设 RR 是 可 分 的 欧 几 里 得 空间 . 我 们 来 证 明 ,在 此 空间 中 的 任 一 正 交 系 至 多 
是 可 数 的 . 

事实 上 ,不 失 一 般 性 ,可 以 认为 所 考虑 的 系 {p。} 不 仅 是 正 交 的 ,而 且 是 标准 的 


[否则 ,我 们 可 以 用 系 | 一 2 一 | 代替 系 19。| ). 这 时 ,如 果 azxp, 则 


| ee。 — ee | = \2. 


考察 球 B(g。,1/2) 的 全 体 . 这 些 球 都 不 相交 . 如 果 R 中 可 数 集 {y,} 处 处 稠密 ， 
则 每 一 个 球 中 至 少 有 {y,| 中 的 一 个 元 素 . 因而 ,这 些 球 的 个 数 ( 亦 即 元 素 p。 的 个 
数 ) 至 多 是 可 数 的 . 

在 上 面 所 举 的 欧 几 里 得 空间 每 一 个 例子 中 ,我 们 分 别 指出 了 它们 的 正 交 基 . 现 


| 
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在 证 明 下 面 的 一 般 定理 , 它 类 似 于 n 维 欧 几 里 得 空间 中 关于 正 交 基 存 在 的 定理 . 
定理 1( 关 于 正 交 化 的 定理 ) 设 


万) 万 (8 ) 
为 欧 几 里 得 空间 R 中 线性 无 关 元 素 系 . 则 在 R 中 存在 元 素 系 
gp2， Pn, (9) 


它 满足 以 下 条 件 : 
1) 系 (9) 是 正 交 且 标准 的 ; 
2) 每 一 元 素 gp, 是 元 素 有 ,及 ,… ,的 线性 组 合 : 


pn 一 anfi 二 … 十 Qnafs, 


并 且 a #0; 
3 ) 每 一 元 素 可 表 为 


fn = bungp1 + + bp 
的 形式 ,并 且 b,, 0. 
系 (9) 的 每 一 个 元 素 , 除 相差 因数 +1 外 ,由 条 件 1) 一 3 ) 唯 一 确定 . 
证 了 明 寻求 表 为 1 =anfi 这 种 形式 的 元 素 Pi1: 这 时 由 条 件 
(1,91) = au (fi,f) = 1 
可 确定 CI1l1， 由 此 得 到 


显然 ,p: 由 上 式 唯 一 确定 ( 除 相差 一 个 符号 外 ). 设 满足 条 件 1) 一 3 ) 的 元 素 pi(k < 
n) 已 经 作出 . 则 可 表 为 


f, 一 biigpi 十 “… 十 0，，1P， 1 十 h, 


的 形式 ,其 中 当 k<n 时 ， 
(h,,p) = 0. 
事实 上 ,由 条 件 
(Chi,ps) =(f, -bugpr —*** — brn-iPn-1, Pr) 


二 (fa, Pt) 一 DC ,PE ) =0 


唯一 确定 对 应 的 系数 5, ,而 这 也 就 意味 着 唯一 确定 h, 
显然 ,(h,,h,) >0( 假 定 (h,,h,) =0, 与 系 (8) 线 性 无 关 性 矛盾 ). 令 
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h 


n 


/Ch 
从 归纳 的 构造 显然 可 知 , 思 , 即 w ,可 通过 片 ,…, 了 来 表示 ,也 就 是 说 p= 
qf +… +a,sf,, 其 中 
1 


a,, = RT 0. 
此 外 ， 
(Paspn) =1, (pip) =0 (khk <n) 
及 


ff, 一 biigi 十 + DOPD， (b,, 一 NY (h,,h,) 天 0). 


这 表明 pw, 满足 定理 的 条 件 . 

从 系 (8) 变 换 到 满足 条 件 1) 一 3 ) 的 系 (9) ,这 称 为 正 交 化 过 程 . 

显然 ,以 系 (8) 和 以 系 (9) 生 成 的 子 空间 相互 重合 . 从 而 ,这 两 个 系 同时 完备 或 
同时 不 完备 . 

推论 在 可 分 的 欧 几 里 得 空间 R 中 存在 标准 正 交 基 . 

事实 上 , 设 风 ,yi,…,y,，… 是 R 中 可 数 处 处 稠密 的 集合 . 从 这 个 集合 中 选取 线 
性 无 关 元 素 {| 的 完备 系 . 为 此 只 要 从 序列 fy } 中 去 掉 所 有 可 以 表 为 y, 的 线性 组 
合 的 元 素 ,其 中 i<k. 因此 ,把 正 交 化 过 程 应 用 到 所 得 到 的 完备 线性 无 关 元 素 系 
上 ,我 们 就 构造 出 标准 正 交 基 . 

习题 1 举 一 个 (不 可 分 的 ) 欧 几 里 得 空间 的 例子 ,在 其 中 一 个 正 交 基 也 没有 . 证 明 : 在 完备 的 
欧 几 里 得 空间 (不 一 定 可 分 ) 中 存在 标准 正 交 基 . 

习题 2 证 明 : 在 完备 的 欧 几 里 得 空间 (不 一 定 可 分 ) 中, 任 一 非 空 凸 闭 有 界 集 套 序列 具有 非 
空 的 交 ( 人 参见 第 二 章 8$3 第 2 段 与 本 章 $3 第 3 段 中 的 习题 ). 

4. 贝 塞 耳 ( Bessel ) 不 等 式 . 封闭 正 交 系 ”在 nn 维 欧 几 里 得 空间 中 已 选取 标准 正 
交 基 el ,es ,… ,e, ,每 一 向 量 x E R" 都 可 写成 


+ = Do (10) 
的 形式 ,其 中 
cf = (%X,e,). (11) 
下 面 我 们 来 讨论 展开 式 (10) 怎样 推广 到 无 限 维 欧 几 里 得 空间 的 情形 . 设 
opP2，” (12 ) 


年 欧 几 里 得 空间 R 的 标准 正 交 系 ,f 是 RR 中 任意 的 元 素 . 使 数列 
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CE 二 (pr) ， 一 1 ,2 (13) 


忆 元 素 f E R 对 应 ,ci 称 为 坐标 或 元 素 / 关 于 系 { qi} 的 傅 里 叶 ( Fourier) 系数 ,而 ( 暂 
时 还 是 形式 ) 级 数 


> CPE (14) 


称 作 元 素 ,/ 关于 系 { p,| 的 傅 里 叶 级 数 
日 然 产 生 一 个 问题 :级 数 (14) 是 否 收 敛 , 即 它 的 部 分 和 序列 是 否 收敛 于 (在 空 
间 RR 度量 的 意义 下 ) 某 一 极限 , 且 如 果 它 收敛 , 则 它 的 和 是 否 与 原来 的 元 素 f 相 等 ? 
为 了 回答 上 述 问题 ,我 们 首先 考虑 下 面 的 问题 :对 于 给 定 的 ”选取 系数 a (k= 
1,2,…,n) 使 得 f 与 和 


S, = > op (15) 
之 间 的 距离 最 小 . 我 们 来 计算 这 个 距离 . 因为 系 (12) 是 正 交 的 与 标准 的 ,所 以 
17-3 = (f- Dp,f - > rp ) 


= -2 (fF apr ) + (> opr, > op ) 
f=1 k=1 J=1 
= | 人-2> oct+ > ot 
k=1 k=1 


= fl =- 之 + > (au -cp) 


显然 ,这 个 表示 式 仅 当 最 后 一 加 项 等 于 0 时 取得 最 小 值 , 即 当 
ak = cl (k=1,2,.…,n) ( 16 ) 
时 取得 最 小 值 . 
在 这 种 情况 下 
I7-S. = [A -oo (17) 


我 们 证 明了 形 如 (15) 的 所 有 和 当中 ,对 于 给 定 的 ,元 素 f 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 
和 与 的 偏差 最 小 . 这 个 结果 在 几何 上 可 以 用 下 列 方式 来 阐明 . 元 素 


三 一 2 op 
与 所 有 形 如 
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之 DB 


的 线性 组 合 正 交 , 即 与 由 元 素 pl ,89;,… ,9 生成 的 子 空间 正 交 , 当 且 仅 当 条 件 (16 ) 
成 立 ( 斌 证 之 由 于 是 ,上 面 所 得 到 的 结果 乃 是 初等 几何 著名 定理 的 推广 ; 从 已 知 上 
到 直线 上 或 平面 上 所 引 的 垂 线 长 小 于 从 同一 点 所 引 的 任 一 斜 线 长 . 

因为 恒 有 /5, “大 0, 所 以 从 等 式 (17) 推 出 


n 

2 2 
> cs fl. 
ti=1 


这 里 是 任意 的 ,而 右 端 不 依赖 于 n. 因此 ,级 数 之 cs 收敛 且 


二 人 < TAI (18) 
这 个 不 等 式 叫做 贝 塞 耳 不 等 式 . 它 在 几何 上 表示 向 量 / 在 相互 正 交 的 方向 上 的 投影 
平方 和 不 超过 向 量 / 本 身长 的 平方 


我 们 引进 以 下 重要 的 概念. 
定义 1 标准 正 交 系 (12) 叫 做 封闭 的 , 乃 指 对 任何 f € R 等 式 


之 = | (19) 


均 成 立 , 上 式 称 为 帕 塞 瓦尔 (Parseval ) 等 式 . 
从 恒等式 (17) 推 出 , 系 (12) 的 封闭 性 等 价 于 如 下 论断 :对 于 每 一 个 f E RR, 健 里 


叶 级 数 > ca 的 部 分 和 收敛 于 上 


标准 正 交 系 的 封闭 性 概念 与 上 面 引 进 完备 系 的 概念 有 着 密切 的 联系 . 

定理 2 在 可 分 的 欧 几 里 得 空间 R 中 , 任 一 完备 标准 正 交 系 是 封闭 的 ,反之 也 
成 立 . 

证 明 设 系 {w,| 是 封闭 的 , 则 对 于 任 一 元 素 f E€ R, 它 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 
序列 收敛 于 人 这 意味 着 元 素 系 {9,| 的 线性 组 合 在 R 中 处 处 稠密 , 即 系 | gy,| 完备 . 反 


之 , 设 系 |q,| 完备 , 即 任何 元 素 f E R 都 可 用 元 素 系 {9。j 的 线性 组 合 2 Op 任意 


逼近 ;对 于 的 伟 里 叶 级 数 的 部 分 和 》 cp 给 出 同样 准确 的 过 近 . 从 而 级 数 > cop。 


收敛 于 f, 且 帕 塞 瓦尔 等 式 成 立 . 

在 上 一 段 我 们 证 明了 可 分 的 欧 几 里 得 空间 中 存在 完备 的 标准 正 交 系 . 因为 对 R 
中 的 标准 正 交 系 来 说 ,封闭 的 概念 与 完备 的 概念 一 致 ,所 以 不 需要 重新 证 明 R 中 封 
闭 正 交 系 的 存在 性 . 而 在 上 一 节 引 进 的 完备 标准 正 交 系 的 例子 同时 也 是 封闭 系 的 
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例子 . 
上 面 我 们 总 假定 所 考虑 的 正 交 系 是 标准 的 . 对 于 任何 正 交 系 也 可 以 重新 叙述 傅 
里 叶 系 数 \ 储 里 叶 级 数 等 概念 . 设 |p,} 是 任意 的 正 交 系 . 关于 它 可 以 构造 由 元 素 y， 


- 了 ee 组 成 的 标准 系 . 对 于 任何 f € R, 有 


[ol 
与 
2 2 Te 
其 中 
a = Cc _ (f,p,) | (20) 
[ol pl 


由 公式 (20) 定 义 的 系数 a, ,我 们 称 为 元 素 / 关 于 正 交 ( 非 标准 ) 系 |p, 上 | 的 傅 里 叶 系 
数 . 把 (20) 中 o 的 表示 式 o =a | 9, | 代替 不 等 式 (18) 中 的 ,我 们 得 到 


>. | pa a < Nf ”, (21) 


它 是 任意 正 交 系 的 贝 塞 耳 不 等 式 . 

5。 完 备 的 欧 几 里 得 空间 . 里 斯 -~ 费 希 尔 ( Riesz - Fisher ) 定理 ”从 第 3 段 开 始 ， 
我 们 研究 了 可 分 的 欧 几 里 得 空间 ; 并且, 从 现在 起 ,我 们 将 假定 所 研究 的 空间 是 完 
备 的 . 

于 是 , 设 RR 是 完备 可 分 的 欧 几 里 得 空间 ,| 9,| 是 R 中 某 一 标准 正 交 系 (不 一 定 
完备 ). 从 贝 塞 耳 不 等 式 推出 , 欲 使 数 c, ,c,,…,c,，,… 成 为 任何 元 素 f € R 的 传 里 时 
系数 ,使 级 数 


oo 
2 

2 cr 

n=1 


收敛 是 必要 的 ,实际 上 在 完备 空间 中 . 上 述 条 件 不 仅 是 必要 的 ,而 且 也 是 充分 的 . 这 
就 是 说 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 3 (里 斯 - 费 希 尔 ) 设 | ,| 是 完备 欧 几 里 得 空间 R 中 任意 的 标准 正 交 
系 ,并 设 数 


C1 sC29""" "Cn"" 


使 得 级 数 
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> ci (22 ) 
k=1 
收敛 . 则 存在 元 素 f E€ R, 使 得 
CE 一 (f, pi) 
及 
Dod= 40] = IA 
证 明 令 
fn = > crpF 
k=1 
则 
| fs -ff, | 一 | Cn+1Pntl 十 "”… 十 Cn+pgn+p | 一 < cr. 


因为 级 数 (22) 收 敛 ,所 以 根据 R 的 完备 性 ,由 此 推出 序列 {1 收敛 于 某 一 元 素 f E 
R. 其 次 


(fpi) = (fn,pi) + (f ~ fa,pi)- (23) 
并 且 当 ni 时 ,上 式 右 端 第 一 项 等 于 c,; 而 第 二 项 当 n 一 % 时 趋 于 零 . 这 是 由 于 
-fp) sf-fl* lop:l. 
等 式 (23 ) 的 左 端 与 无关 . 因此 ,在 (23) 式 两 端 当 "一 *o 时 取 极 限 ,得 到 


(jpi) = ci 
根据 j 的 定义 , 当 一 *o 时 
|f -fl —=0. 
因此 , 当 n->% 时 ， 


(f- 了 > opr ) = (f,f) - 2 0. 
由 此 得 到 
22% = (0. 


最 后 ,我 们 给 出 以 下 有 用 的 定理 . 
定理 4 完备 可 分 的 欧 几 里 得 空间 R 中 的 标准 正 交 系 1gp,| 是 完备 的 , 当 且 仅 当 
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R 中 不 存在 与 系 | 9,| 的 所 有 元 素 正 交 的 非 零 元 素 . 
证 明 设 系 19p。} 是 完备 的 ,从 而 {p。| 是 封闭 的 . 如 果 ,/ 与 系 {p。} 的 所 有 元 素 正 
交 , 则 ,的 所 有 傅 里 叶 系数 都 等 于 零 . 则 从 帕 塞 瓦尔 等 式 得 到 


(f,f) = 之 4 = 0， 


f=0. 
反之 , 设 系 19,| 不 是 完备 的 . 则 在 R 中 存在 元 素 8 天 0 ,使 得 


(g,8) > 2 (其 中 c= (g,9;)). 


根据 里 斯 - 费 希 尔 定理 ,存在 元 素 f € R, 使 得 


(pp) = 与 (Ah - > 人 
由 于 元 素 /-g 与 所 有 gp 正 交 ,因此 从 不 等 式 


(f,f) = 2 < (g,8) 


推出 f-gz0. 
习题 1 设 互 是 完备 欧 几 里 得 空间 (不 一 定 可 分 ) , 则 在 五 中 存在 完备 标准 正 交 系 {9。} (参阅 
第 3 段 中 的 习题 1). 证 明 : 对 任 一 向 量 Fe 8H, 以 下 两 式 


f= >》(/po)p。， IAA = > (Hp 


成 立 ,其 中 位 于 右 端的 和 具有 至 多 可 数 个 异 于 0 的 加 项 . 

习题 2 ” 欧 几 里 得 空间 尺 的 向 量 系 和 gp。| 叫做 完全 的 , 力 指 在 RR 中 不 存在 与 所 有 p。 正 交 的 、 
异 于 0 的 向 量 . 定理 4 表明 ,在 完备 欧 几 里 得 空间 中 向 量 系 的 完全 性 等 价 于 它 的 完备 性 . 试 证 明 ， 
在 非 完 备 空间 中 可 以 存在 完全 但 非 完备 的 系 . 

6. 希 尔 伯 特 空间 . 同 构 定理 ”我们 继续 讨论 完备 的 欧 几 里 得 空间 . 迄今 为 止 ， 
我 们 感 兴 趣 的 是 无 限 维 空间 ,而 不 是 线性 代数 教程 中 给 出 详尽 描述 的 有 限 维 空间 . 
通 帝 我们 仍 假定 在 所 考虑 的 空间 中 存在 可 数 处 处 稠密 的 集合 . 下 面 给 出 一 个 定义 . 

定义 2 无限 维 完备 的 欧 几 里 得 空间 叫做 希 尔 伯 特 空间 包 . 

于 是 ,满足 以 下 条 件 ( 公 理 ) 的 任意 性 质 的 元 素 户 g,… 的 全 体 互 叫做 希 尔 伯 特 
空间 : 

1. HH 是 欧 几 里 得 空间 ( 即 在 其 中 具有 给 定 内 积 的 线性 空间 ). 
[. 空间 五 在 度量 p(f,g) = ‖f-g | 的 意义 下 是 完备 的 . 


Q@ 以 引进 这 个 概念 的 著名 德国 数学 家 和 希 尔 但 特 (1862 一 1943 ) 而 命名 . 
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于 .空间 五 是 无 限 维 的 , 即 在 五 中 对 于 任何 nn 筑 可 找到 nn 个 线性 无 关 的 元 素 . 

通常 我 们 研究 的 是 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 , 即 还 满足 下 一 公理 的 空间 . 

IV. HH 是 可 分 的 , 即 在 中 存在 可 数 处 处 稠密 集 . 

实 空间 l, 可 以 作为 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 的 例子 . 

在 下 面 我 们 只 研究 可 分 的 情形 . 

类 似 于 $1 中 的 定义 2, 两 个 欧 几 里 得 空间 R 与 R* 叫做 同 构 的 , 乃 指 它们 的 元 
素 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,使 得 当 

A 
(xyERIx 7Y ER) 
时 ,有 
% 十 Y4X 二 YY ， 
QX4y>OQMX 
及 
(xyY) = (x* ,y" ). 
换言之 , 欧 几 里 得 空间 的 同 构 是 这 样 的 一 一 对 应 , 它 既 保 持 这 两 个 空间 中 定义 的 线 
性 运算 ,又 保持 内 积 . 

如 所 周知 ,任何 两 个 n 维 欧 几 里 得 空间 彼此 同 构 , 从 而 ,每 一 这 样 的 空间 同 构 于 
算术 空间 R"( 第 2 段 例 1). 无 限 维 欧 几 里 得 空间 不 一 定 人 彼此 同 构 . 例如 ,空间 / 与 
C,La,bj] 彼 此 不 同 构 . 因为 空间 4 是 完备 的 ,而 空间 C,[La,bj] 却 不 完备 . 

然而 以 下 事实 成 立 . 

定理 $. 任何 两 个 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 彼此 同 构 . 

证 明 ”我们 来 证 明 , 每 一 希 尔 伯 特 空间 五 与 空间 4 同 构 , 从 而 证 明定 理 的 断 
言 . 我 们 在 五 中 选取 任意 的 完备 标准 正 交 系 1 9,1 , 且 使 元 素 f E€ HH 关 于 这 个 系 的 仁 
里 叶 系 数 c, ;C2 0""" ,C,，… 的 全 体 与 f 对应. 因为 2, cr < % ,所 以 序列 (ec C2 ”Cn 


…) 是 岂 中 某 一 元 素 . 反之 ,根据 里 斯 - 费 希 尔 定理 ,具有 数 cl ,c,,…,c,，… 为 其 伟 
里 叶 系 数 的 某 一 元 素 fE 与 4 中 的 每 一 元 素 (c1 ,cs，…,c,，,…) 对 应 . 因此 ,从 且 到 
5 中 元 素 之 间 建 立 的 对 应 是 一 一 的 . 其 次 ,如果 


fo(o ,C2 ss Cass") 
及 

gr(d) dd) ， 
则 
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+StCc +di,c + ds, ,c, + d,,*) 
及 
af 全 (ac ,Qc, ,QC, ,"** ), z 
即 和 变 为 对 应 元 素 之 和 , 而 数 乘 恋 为 该 同一 数 乘 以 对 应 元 素 的 乘积 . 最 后 ,从 帕 塞 瓦 
尔 等 式 推出 
(f,g) = Dds (24) 
事实 上 ,从 


(f,f) = 2 cr (8,8) = 2 中 


(f+g,f +g) =(f,f) +2(f,8) + (g,8) 


= > (c, +d,)” 
n=1 


= ye 125 cd, 十 ye 

推出 (24). 因此 ,上 面 建立 的 空间 五 与 4 元素 之 间 的 对 应 关系 实际 上 是 同 构 的 . 

定理 5 表明 ,精确 到 同 构 , 仅 仅 存 在 一 个 (可 分 的 ) 希 尔 伯 特 空间 ( 即 公 理 系 统 
1 一 区 是 完备 的 ) ,并 且 空 间 4 可 以 看 作 它 的 “坐标 实现 ”, 这 正 像 具 有 内 积 2 Xi 
的 n 维 算术 空间 是 用 公理 给 定 的 n 维 欧 几 里 得 空间 的 坐标 实现 . 

取 泛 函 空间 C, [a,b] 并 考虑 其 完备 化 便 可 得 到 希 尔 伯 特 空间 的 男 一 实现 . 事实 
上 ,不 难 验 证 , 任 一 欧 几 里 得 空间 R 的 完备 化 R* (在 第 二 章 $3 中 我 们 定义 度量 空 
间 完 备 化 的 意义 下 ) 成 为 线性 欧 几 里 得 空间 ,这 只 要 在 RR 中 定义 线性 运算 与 内 积 ,并 
且 按 空间 RR 的 连续 性 延 拓 线性 运算 与 内 积 , 即 令 

+y = lim(x, +y), ox = lim ox, 
与 
(%,7) = lim(%,,y,), 

其 中 x 一 y,y, 一 7 ,X,Y, E R( 容 易 证 明 上 述 极限 都 存在 且 它 们 都 不 依赖 于 序列 


x,| 与 1y,| 的 选择 ). 于 是 空间 C,[ a,6bj] 的 完备 化 是 完备 的 欧 几 里 得 空间 ,显然 它 是 
无 限 维 的 ,也 是 可 分 的 , 即 它 是 希 尔 伯 特 空间 . 第 七 章 中 我 们 将 回 到 这 个 问题 并 指 
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明 ,为 了 得 到 完备 空间 ,应 该 添加 到 C,[a,b] 中 的 那样 的 元 素 也 可 以 看 作 函 数 ,但 只 
是 不 连续 了 (也 就 是 说 ,在 勒 贝 格 意义 下 的 平方 可 和 函数 ). 

7. 子 空间 . 正 交 补 . 直 和 ” 根据 $ 3 的 一 般 定义 ,我 们 称 希 尔 伯 特 空间 万 中 这 样 
的 元 素 组 成 的 集合 为 甩 中 的 线性 流 形 , 系 指 如 果 /,g E 天, 则 对 于 任何 数 w 与 8,af 
+Bg E 工 . 闭 的 线性 流 形 叫 做 矿 的 子 空 间 . 我 们 给 出 希 尔 伯 特 空间 的 子 空间 的 一 些 
例子 . 

例 1 设 h 是 了 HH 中 的 任意 元 素 . 与 h 正 交 的 所 有 元 素 f E 互 的 全 体 构成 瑟 的 子 
空间 . 

例 2 设 厂 的 实现 为 4, 即 1, 的 元 素 是 使 得 >》xi < o 的 数列 (xi xs xs， 
…). 满足 条 件 x，= x, 的 元 素 (x ,x,,… ,x,,…) 构成 五 的 子 空间 . 

例 3 设 筷 的 实现 仍 为 空间 .使 得 当 n=2,4,6,… 时 %, =0( 且 当 n=1,3,5,… 
时 %, 任意 ) 的 元 素 x = (xi ,x,，,… ,x%,，,… ) 构 成 子 空间 . 

请 读者 验证 ,在 例 1 一 例 3 中 ,向 量 的 集合 的 确 是 子 空间 . 

任 一 希 尔 伯 特 空间 的 子 空间 ,或 者 是 有 限 维 的 欧 几 里 得 空间 ,或 者 本 身 就 是 希 
尔 介 特 空间 . 事实 上 ,对 于 每 一 个 这 样 的 子 空间 ,公理 1 一 五 的 正确 性 是 显然 的 ,而 
公理 六 的 正确 性 可 由 以 下 引 理 推 得 . 

引 理 ”可 分 度量 空间 R 的 任何 子 集 R' 本 身 是 可 分 的 . 

证 明 设 

61 52 En 
是 R 中 可 数 处 处 稠密 集 ,而 
a, = nf, p(é, ,7)- 
对 于 任何 自然 数 nn 与 m, 可 以 找到 这 样 的 点 nm, ,EE R', 使 得 
p(n) < a + 1/m. 


设 s>0 且 1/m<e/3. 对 于 任何 7 E R', 可 以 找到 这 样 的 n, 使 得 p(é,,n) <e/3. 
从 而 


pléi Man) < a, +1/m < e/3 + e/3 = 2e/3. 


所 以 p(n,m,，) <e, 即 至 多 可 数 集 17。。} 在 愉 ' 中 处 处 稠密 . 

希 尔 伯 特 空间 的 子 空间 具有 某 些 特殊 的 性 质 ( 对 任意 赋 范 空间 的 子 空间 却 不 成 
立 ). 这 些 性 质 与 希 尔 伯 特 空间 中 存在 内 积 和 以 它 为 基础 的 正 交 性 概念 有 关 . 

对 和 硕 尔 伯 特 空间 的 任意 子 空间 的 元 素 的 任何 可 数 处 处 稠密 序列 应 用 正 交 化 过 
程 ,我 们 便 得 到 以 下 定理 . 

定理 6 空间 互 中 的 每 一 子 空间 M 都 包含 标准 正 交 系 {ep,} , 它 的 线性 闭 包 与 M 
重合 . 
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设 1W 为 希 尔 伯 特 空间 互 的 子 空间 . 用 
M+:=HOM 


表示 与 所 有 元 素 / € M 正 交 的 元 素 g E 有 的 集合 ,并 且 我 们 来 证 明 M+ 也 是 空间 
的 子 空间 . M+ 的 线性 性 质 是 显然 的 ,因为 从 (gi,/) = (机 ,六 =0 推出 (aigi + qsg,， 
/) =0. 为 了 证 明 封闭 性 ,假设 g, E M! 且 收敛 于 g. 则 对 于 任何 € M 


(8,1) = lim(g,,f) =0, 


所 以 g 也 属于 M+. 

子 空间 MW- 叫做 子 空间 M 的 正 交 补 . 

从 定理 6 容易 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 7 如 果 MM 是 空间 了 如 的 ( 闭 的 !) 线 性 子 空间 , 则 任何 元 素 / E€ H 可 唯一 地 
表 为 f=h +h' 的 形式 ,其 中 hE M 及 h'E ML 

证 明 ”现在 我 们 来 证 明 这 种 表示 式 的 存在 性 . 为 此 在 M 中 寻求 完备 标准 正 交 
系 1p,| ,并 令 


h 一 > csp, Cn 一 (f,9.)-. 
n=1 


因为 (按照 贝 塞 耳 不 等 式 ) 级 数 > 收 合 , 所 以 元 素 h 存 在 且 属 于 M. 令 


h’ =f-h. 
显然 ,对 于 所 有 的 nn,(h',gp,) =0. 又 因为 M 中 任意 的 元 素 可 表 为 
6 = 2 onp 


的 形式 ,所 以 有 


(h',¢) = 2a,(h’,p,) =0, 


放 现在 候 没 ,除了 上 而 构造 的 分 解 式 / =h+h' 外 ,还 存在 男 一 个 分 解 式 : 
f=h +h, h, EM,h’ EM 
则 对 所 有 的 
(hi,p) = (f,p,) = cv， 
由 此 得 到 
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h =h, h’ =h. 


由 定理 7 推出 几 个 有 用 的 推论 . 

推论 1 线性 子 空间 M 的 正 交 补 之 正 交 补 与 W 本身 重合 . 

因此 ,我 们 可 以 谈论 空间 五 的 互补 的 子 空间 . 如 果 WM 与 M- 是 互补 的 两 个 子 空 
间 ,而 fp,| ,和 9 是 (分 别 在 必 与 MM* 中 ) 完 备 的 正 交 系 , 则 系 | ,| 与 191| 的 并 给 出 
全 空间 五 中 完备 正 交 系 . 因此 下 面 的 推论 成 立 : 

推论 2 任 一 标准 正 交 系 可 以 扩张 为 五 中 的 完备 系 . 

如 果 系 {eo,} 有限 , 则 属于 它 的 元 素 的 个 数 等 于 由 {9,1 生成 的 子 空间 M 的 维 数 ， 
也 与 子 空间 M 的 余 维 数 相 同 . 于 是 ,又 得 到 一 个 推论 . 

推论 3 对 于 有 限 维 数 nn 的 空间 来 说 , 它 的 正 交 补 具 有 余 维 数 n, 反 之 亦 然 . 

如 果 每 一 向 量 FE 五 可 表 为 f=h +h' 的 形式 ,其 中 hE M,h'EM (M- 是 MM 的 
正 交 补 ) , 则 称 五 是 彼此 正 交 的 子 空间 M 与 M- 的 直 和 ,并 记 作 

H=MOM:. 


显然 , 直 和 的 概念 可 直接 推广 到 任意 有 限 个 或 甚至 可 数 个 的 子 空间 上 . 也 就 是 说 ,五 
是 其 子 空间 M. ,M,,…,M,,… 的 直 和 和 : 
H = M. OM, OD DM, WD, 
乃 是 指 
1) 子 空间 M, 两 两 正 交 , 即 当 ik 时 ,M; 中 任 一 向 量 与 Mi 中 任 一 同 量 正 交 . 
2) 每 一 元 素 f E H 可 表 为 


f=h th++h +, hEM. 
的 形式 ,并 且 如 果子 空间 MM 的 个 数 无 限 , 则 > he 是 收敛 级 数 . 不 难 验证 ,如 
末 元 素 f 的 这 种 表示 式 存 在 , 则 它 是 唯一 的 且 
II = 之 | 

与 子 空间 的 直 和 一 样 ,我 们 可 以 谈论 有 限 个 或 可 数 个 任意 希 尔 伯 特 空 间 的 直 
和 . 这 就 是 说 ,如 果 厂 与 有 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 , 则 它们 的 直 和 用 下 面 的 方式 来 定 
义 ;空间 五 的 元 素 是 这 样 所 有 可 能 的 对 (hi ,h,) ,其 中 hE€ 有 ,h,E , ,而 这 样 的 两 
个 对 的 内 积 等 于 : 

CChi,hs), Ch,hs)) = (hi,h) + (h, ,hs). 

在 空间 五 中 显然 包含 分 别 由 形 如 (hi ,0) 与 (0,h,) 的 对 组 成 的 ,彼此 正 交 的 子 空间 ， 


其 中 第 一 个 子 空间 可 用 目 然 方式 与 空间 有 等 同 起 来 ,而 第 二 个 子 空间 与 空间 环 
等 同 . 
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类 似 地 定义 任意 有 限 个 空间 的 和 . 可 数 个 空间 轧 ,有 ,及 :的 和 妃 = 》 四 也 
这 样 定义 :空间 万 的 元 素 是 使 得 > | h, ”< % 的 所 有 形 如 
= (hj (六 ET) 
的 序列 . 中 元 素 f 与 g 的 内 积 (h,g) 等 于 
> (h, ,g,). 


8. 欧 几 里 得 空间 的 特性 ”我们 研究 以 下 问题 . 设 R 是 赋 范 空间 . R 中 定义 的 范 
数 应 当 满 足 怎样 的 补充 条 件 , 使 得 R 成 为 欧 几 里 得 空间 ( 即使 得 R 中 的 范 数 用 茶 一 
内 积 来 定义 )? 换言之 ,在 所 有 赋 范 空间 类 中 ,怎样 描述 欧 几 里 得 空间 的 特征 ?以 下 
定理 给 出 了 这 个 特征 . 
定理 8 赋 范 空间 R 是 欧 几 里 得 空间 的 充 要 条 件 为 对 于 任何 两 个 元 素 f 与 &， 
满足 等 式 
lf+el + |f-gl =20 + eg) (25) 


因为 f+g 与 1-g 是 以 /与 g 为 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ,所 以 等 式 
(25) 表 示 欧 几 里 得 空间 中 平行 四 边 形 熟 知 的 性 质 : 平 行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 
其 各 边 的 平方 和 . 因此 ,必要 性 是 显然 的 . 我 们 来 证 明 它 的 充分 性 . 令 


(fg) = 4 f+el’- If-el’). (26) 
并 且 证 明 ,如 果 等 式 (25) 成 立 , 则 函数 (26) 满 足 内 积 的 所 有 公理 . 因为 当 /=g 时 ,有 
GD = TAI = Nl’, (27) 
这 就 是 在 空间 R 中 生成 范 数 的 内 积 
首先 ,从 (26) 立即 看 出 ， 


(f,g) = (g,f), 


即 内 积 的 性 质 1) 成 立 . 此 外 ,由 于 (27) ,性 质 4) 也 成 立 . 为 了 证 明 性 质 2) ,我 们 考虑 
三 个 向 量 的 吨 数 


Df,g,h) = 4 (f+8,h) - (f,h) - (g,h)], 
即 
Dfsgsh) = f+etrhl -Mf+e-hl -f+hl +- - 
lg+hl + le-hl’, (28) 
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并 证 明 它 恒 等 于 零 . 由 于 (25) ,有 
lf+rezrhl =2|f+hl +2Nel = 人 At 有 | 
将 它 代 和 (28 ) 的 相应 表达 式 中 ,得 
BDO,gsh) =- f+h-gl + lf-h-gl + lf+hl =- 
上 一 -lethl + le-hl.. (29) 
取 (28) 与 (29) 和 的 一 半 , 有 


Bgsh) =F (e+rh+tfl + let+h-fl’) - 


(Ne-hrfl’ + le-h-fl’) - 


lgthl + |g-hl.. 
根据 (25) ,第 一 加 项 等 于 
lg+hl + 人 AP， 
第 二 加 项 等 于 
- 1g 一 天 | 一 人 AI 
于 是 ， 
BD(f,g,h) = 0. 
最 后 ,我 们 证 明 性 质 3) , 即 内 积 的 齐 次 性 . 为 此 对 任意 固定 的 /与 g ,考虑 函数 
p(c) = (cf,g) -cfg). 
从 (26) 立 即 推 得 


p(0) = 二 (lgl2- lel’)=0 


及 gp( -1) =0, 后 一 式 是 因为 ( -f,g) = -(f,g). 因此 ,对 任何 整数 ， 
(nf,g) =(sgnn(f + +f),8) = sgnnl (fg) + + (f,8)] 
= |n|sgnn(f,g) = n(f,g), 
即 p(n) =0. 对 于 整数 p,g 且 9 关 0 
__ /1l _p l/l _Pp 
(B78) =p( 5,8) = Ba( Hs) = (8), 


即 对 于 所 有 有 理 数 c,p(c) =0. 因为 函数 p 连续 ,所 以 


Ce 
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p(c) = 0. 


于 是 我 们 证 明了 函数 (f,g) 具 有 内 积 的 一 切 性 质 . 
例 1 考察 n 维 空间 Rs, 它 的 范 数 由 公式 


l= (站 
定义 . 当 p 宕 1 时 ,所 有 范 数 公 理 都 满足 ,但 仅 当 p =2 时 R” 是 欧 几 里 得 空间 . 事实 
上 ,考虑 R' 中 的 两 个 向 量 : 
f=.(1,1,0,0,.….,0), 
g=(1,-1,0,0,.…,0). 
我 们 有 
f+eg = (2,0,0,…,0) ， 
f-gz= (0,2;0,…,;0). 
从 而 
IN = lel,=2”, lf+gl,= |f-g|,=2. 


因此 , 当 pz2 时 ,平行 四 边 形 恒 等 式 (25 ) 不 成 立 . 
例 2 考察 闭 区 间 [0,m/2] 上 的 连续 函数 空间 . 令 


f(t) = cost, g(t) = sint. 


我 们 有 
|| = lgl =1 
及 
[f+egl = max | cost + sint | = V2, 
If-g| = max, | cost — sint| = |. 
由 此 可 见 ， 


IAA+g 全 +-g 人 天 2(017Z + el ). 


因此 ,空间 C[0,7/2] 不 能 借助 于 任何 内 积 给 出 其 范 数 . 不 难看 出 ,在 任何 闭 区 间 
[a,b] 上 的 连续 函数 空间 C[ a,bj] 也 不 是 欧 几 里 得 空间 . 

9. 复 欧 几 里 得 空间 

和 实 欧 几 里 得 空间 一 样 ,也 可 以 引进 复 欧 几 里 得 空间 ( 即 在 其 中 具有 内 积 的 复 
线性 空间 ). 但 在 这 节 开 始 叙 述 的 公理 1) 一 4) ,在 复 空间 中 不 能 同时 成 立 . 事实 上 ， 
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从 1) 与 3) 推 出 
(Ax,Ax) = A (x,x). 
由 此 当 和 =i 时 有 
(ix ,ix) 一 一 (x,%) 》 
即 回 量 * 与 六 的 纯 量 平方 不 能 同时 为 正 . 换言之 ,公理 1) 与 3) 和 公理 4) 不 相 容 . 因 
此 ,在 复 情 形 借以 定义 内 积 的 各 个 公理 ,与 实情 形 相 比 ,应 做 某 些 修改 . 我 们 定义 复 
空间 中 的 内 积 为 满足 以 下 条 件 的 两 个 向 量 ( 复 值 ) 的 数值 函数 ， 
1) (x,y) = (7y,%), 
2) (Ax,y) =A(%,Y), 
3) (xi +%,,Y) = (x1,y) + (X,Y), 
4) (x,x) 宇 0, 并 且 当 xz0 时 ,(x,x) >0. 
(由 此 可 见 ,我 们 在 第 一 个 公理 中 作 了 修改 ,其 余 三 个 公理 没有 修改 . ) 由 公理 
1) 与 2) 推 出 (x,Ay) =A(x,y). 事实 上 
(x,AY) = (Ay,x) = A(y,x) = A(%x,y). 
线性 空间 C" 是 大 家 熟知 的 nn 维 复 欧 几 里 得 空间 的 例子 ($1 例 2) ,在 C" 中 元 素 
二 (XI ,Xa s Nn ) 与 yy 一 (yi ,72 yn ) 
的 内 积 由 公式 


(x,y) 一 > 
k=1 


定义 . 
大 家 知道 , 任 一 n 维 复 欧 几 里 得 空间 与 C" 同 构 . 
可 以 看 作 无 限 维 复 欧 几 里 得 空间 的 例 : 

1) 复 空 间 5, 它 的 元 素 是 满足 条 件 


> | x | < 0 
的 复数 序列 
x 二 (XXX ,1 ), 
而 内 积 由 公式 


(zy) = Dray 
定义 . 
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2) 在 闭 区 间 [a,b] 上 具有 内 积 
(fg) = [2) gd 


的 复 连续 水 数 空 间 C,[ a,b]. 
在 复 欧 几 里 得 空间 中 向 量 长 ( 范 数 ) 像 实 空间 情形 一 样 ,由 公式 


zl = Ve) 
定义 
在 复 情形 通常 不 引进 向 量 之 间 夹 角 的 概念 (因为 量 -2 一 般 说 来 是 
复 的 , 它 可 能 不 是 任何 实 角 的 余弦 ) ,但 保持 正 交 的 概念 :元 素 * 与 y 叫做 彼此 正 交 
的 , 力 指 (x,y) =0. 


如 果 | 9,1 是 复 欧 几 里 得 空间 R 中 的 任 一 正 交 系 ,而 f 是 R 中 的 任意 元 素 ,那么 ， 
像 实 空间 情形 那样 , 数 


1 
Cn 一 2 (f, 9p,) 
| 9. | 


叫做 传 里 叶 系数 ,而 级 数 
2 ap 
叫做 元 素 f 关 于 正 交 系 {gq,1 的 传 里 叶 级 数 . 贝 塞 耳 不 等 式 
2 le, lal 大 (AP 


成 立 . 特别 ,如 果 系 {8,1 是 正 交 与 标准 的 , 则 关于 这 个 系 的 傅 里 时 级 数 由 公式 
c, = (f,9n) 
定义 ,而 贝 塞 耳 不 等 式 具有 


> |c < (0, 


的 形式 . 无 限 维 完备 复 欧 几 里 得 空间 叫做 复 希 尔 伯 特 空间 . 关于 希 尔 伯 特 空间 同 构 
的 定理 可 以 搬 到 复 的 情形 : 

定理 9 所 有 可 分 复 希 尔 伯 特 空间 彼此 同 构 . 

复 空间 b 是 复 希 尔 伯 特 空间 最 简单 的 实现 . 男 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 的 沁 函 实现 
将 在 第 七 章 中 介绍 . 

请 读者 证 明 , 上 面 对 于 实 欧 几 里 得 空间 ,特别 对 于 希 尔 伯 特 空间 证 明 过 的 所 有 
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定理 ,对 于 复 空间 也 成 立 (考虑 到 内 积 复 性 需 对 定理 的 文字 稍 加 修改 ). 
$5. 线性 拓扑 空间 


1， 定义 与 例子 ”在 线性 空间 中 给 定 范 数 只 是 引进 拓扑 的 所 有 可 能 方法 之 一 . 
沁 消 分 析 这 方面 的 发 展 , 像 广 义 函数 论 (将 在 下 一 章 讨论 ) ,表明 在 很 多 情形 下 不 利 
用 范 数 ,而 利用 任何 其 他 方法 给 出 拓扑 来 研究 线性 空间 是 有 益 的 . 

定义 1 集 五 叫做 拓扑 空间 , 乃 指 

I .是 线性 空间 (具有 元 素 乘 以 实数 或 复数 的 乘法 ). 

.是 拓扑 空间 . 

亚 . 五 中 的 加 法 与 数 乘法 运算 关于 给 定 在 五 中 的 拓扑 是 连续 的 . 更 详细 地 说 这 
一 条 件 相当 于 以 下 的 条 件 : : 

1) 如 果 z =xo +yo, 则 对 于 点 za 的 任 一 邻 域 0, 可 以 分 别 求 出 点 x 与 yo 的 邻 域 
V 与 殉 ,使 得 当 x ETY,y E WW 时 ,x+y EU; 

2) 如 果 aoxo =yo, 则 对 于 点 yo 的 任何 邻 域 0 ,存在 点 xo 的 邻 域 了 及 数 e >0 ,使 
得 当 | a - a | <eE 及 yxEy 时 ,ax E 以 

从 线性 拓扑 空间 中 代数 运算 与 拓扑 之 间 存 在 的 联系 推 知 ,这 种 空间 的 拓扑 完全 
可 以 用 给 定 零 邻 域 系 的 方法 定义 . 事实 上 , 设 * 是 线性 拓扑 空间 EE 的 点 ,UVU 是 E 中 的 
某 一 零 邻 域 . 则 U +x( 这 个 邻 域 在 x 上 的 “位 移 ”) 是 点 x 的 邻 域 . 显然 ,任意 点 x E 
E 的 任何 邻 域 都 可 用 这 样 的 方法 得 到 . 

从 线性 拓扑 空间 中 加 法 与 数 乘法 的 连续 性 直接 推 得 以 下 论断 . 

1) 如 果 U,V 是 E 中 开 集 , 则 集 U+V( 即 形 如 x+y,x E U,y EV 的 所 有 元 素 的 
全 体 ) 也 是 开 的 . 

2) 如 果 U0 是 开 的 , 则 对 于 任何 A 关 0, 集 AU( 即 所 有 形 如 Ax,x EU 元 素 的 全 
体 ) 也 是 开 的 . 

3) 如 果 玉 是 5 中 闭 集 , 则 AF 对 于 任何 和 也 是 闭 的 . 

例 1 首先 ,所 有 赋 范 空间 属于 线性 拓扑 空间 之 列 . 事实 上 ,从 范 数 的 性 质 立即 
推 得 , 赋 范 空间 中 向 量 的 加 法 与 数 乘 向 量 的 乘法 运算 在 由 范 数 定义 的 拓扑 中 是 连 
续 的 . 


域 系 :每 一 个 邻 域 Uh 大) 用 吉 数 及， ,， 与 数 >0 确定 并 由 满足 条 件 
Ix | < 2， t=1,2,.…,r 


的 一 切 x E R 组 成 . 不 难 验 证 ， 全 中 这 样 的 令 城 系 变 民 ， 为 线性 拓扑 空间 . (与 及 ” 
一 样 ,可 以 讨论 所 有 复 序列 的 空间 C”. ) 
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例 3 设 K[a,6] 是 闭 区 间 [a,b] 上 无 穷 次 可 微 0 函 数 的 空间 . 我 们 利用 以 下 堆 
邻 域 系 来 定义 K[ a,6] 中 的 拓扑 :每 一 个 邻 域 0,。 用 下 标 m 与 数 。>0 确定 并 由 所 有 
满足 不 等 式 


[p(x)|<e, k=0,1,2,.…,m 


的 函数 p 组 成 ,其 中 pg“ 是 函数 9 的 k 阶 导数 . 

在 线性 拓扑 空间 中 的 拓扑 与 在 其 中 定义 的 线性 运算 有 关 这 一 事实 ,把 相当 强 的 
限制 加 在 空间 的 拓扑 上 . 即 ,在 线性 拓扑 空间 五 中 ,点 x 与 不 包含 它 的 闭 集 具 有 不 相 
交 的 邻 域 . 


根据 五 中 减法 运算 的 连续 性 ,存在 使 得 砚 - 丈 CD 的 零 邻 域 取 可 以 取 这 样 的 零 邻 
域 WW 与 瑟 的 交 作为 克 , 使 当 xE 了 本 及 yE 耻 时,x-yE 我 们 来 验证 , 邻 域 歼 
的 闭 包 含 于 U0 中. 设 y EL Wj, 则 点 y 的 每 一 个 邻 域 ,特别 是 y+ 下 ,包含 正中 任意 一 
点 z. 从 而 z-y E 玉 , 即 y E€ 玉 -WWWCU, 所 以 下 的 闭 包 含 于 U0U 中 .这 时 下 和 E\[W] 
分 别 是 所 求 的 点 0 与 集 F 的 邻 域 . 

拓扑 空间 叫做 7 空间 , 乃 指 它 满足 分 离 性 公理 7 , 即 指 它 的 任何 单 点 子 集 是 闭 
的 . 显然 ,线性 拓扑 空间 是 7 空间 , 当 且 仅 当 所 有 零 邻 域 的 交 不 包含 非 零 元 素 . 我 们 
在 第 二 章 中 称 满足 分 离 性 公理 也 与 7, 的 拓扑 空间 为 正则 的 . 从 前 一 段 证 明 可 推 
出 ,线性 拓扑 7 空间 是 正则 的 . 

有 界 集 的 概念 在 赋 范 空间 中 起 着 重要 的 作用 . 虽然 那里 借助 于 范 数 引 入 这 个 概 
念 ,但 它 对 于 任意 的 线性 拓扑 空间 ,也 可 以 自然 地 叙述 . 

在 线性 拓扑 空间 五 中 的 集 屠 叫 做 有 界 的 , 乃 指 对 于 每 一 个 零 邻 域 0, 存 在 n> 
0 ,使 得 对 于 所 有 | A | 二 n,AUDM. 

显然 ,对 于 赋 范 空间 ,这 个 有 界 性 概念 与 按 范 数 有 界 ( 即 可 把 给 定 集 置 于 某 一 个 
球 上 xR 内部) 一致. 空间 五 叫做 局 部 有 界 的 , 乃 指 在 五 中 至 少 存在 一 个 非 空 有 
界 开 集 . 任 一 赋 范 空间 都 是 局 部 有 界 的 . 例 2 中 指出 的 空间 R” ,可 以 作为 非 局 部 有 
界 空间 的 例 ( 试 证 之 !). 

习题 1 设 E 是 线性 拓扑 空间 ,证 明 以 下 命题 成 立 : 

(a) 集 MMCE 是 有 界 的 当 且 仅 当 对 于 任何 序列 {x,} CM 及 任何 趋 于 零 的 正 数列 {e, | ,序列 
s,%, 趋 于 零 ; 

(b) 如 果 |x,} -1CE 且 x 一 x, 则 {x,| 是 有 界 集 ; 

(c) 如 果 E 局 部 有 界 , 则 在 5 中 第 一 可 数 性 公理 成 立 . 

在 空间 R” 中 第 一 可 数 性 公理 是 否 成 立 ? 

习题 2 ”我 们 说 线性 拓扑 空间 五 的 集 1 被 零 邻 域 0 吸收 , 力 指 存在 入 >0, 使 得 AUDM. 证 
明 ,在 局 部 有 界 空间 中 ,存在 彼此 相互 吸收 的 基本 零 邻 域 系 . 在 赋 范 空间 中 什么 可 以 选 作 这 样 


中 即 具有 一 切 阶 的 导数 . 
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的 系 ? 

2. 局 部 凹 性 ”任意 线性 拓扑 空间 可 能 具有 的 性 质 与 欧 几 里 得 空间 或 赋 范 空间 
熟知 的 性 质 有 显著 的 差异 . 比 赋 范 空间 更 一 般 但 保持 赋 范 空间 众多 性 质 的 重要 一 类 
空间 构成 所 谓 局 部 凸 空间 . 

定义 2 线性 拓扑 空间 叫做 局 部 凸 的 , 力 指 其 中 每 一 非 空 开 集 含 有 非 空 同 开 
子 集 . 

注意 ,如 果 空 间 五 是 局 部 凸 的 , 则 对 于 任意 一 点 x EE 与 它 的 任何 邻 域 0, 可 以 
找到 x 的 凸 邻 域 V, 使 得 x E VCU. 事实 上 ,只 要 证 明 这 个 命题 对 点 x =0 为 真 . 设 U 
是 任 一 零 邻 域 . 我 们 可 以 找到 这 样 的 零 邻 域 V, 使 得 V-VCU. 因为 E 是 局 部 凸 的 ， 
所 以 可 以 找到 非 空 凸 开 集 让 CV. 设 y EV', 则 VV-y 是 含 于 UV 中 的 轧 零 邻 域 z 

任 一 赋 范 空间 都 是 局 部 凸 的 . 事实 上 ,在 此 空间 中 任何 非 空 开 集 包含 有 某 一 个 
球 . 于 是 , 任 一 赋 范 空间 是 局 部 有 界 且 局 部 凸 的 . 可 以 证 明 ,就 实质 来 说 , 赋 范 空间 穷 
尽 了 具有 这 两 个 性 质 的 空间 类 . 换言之 ,我 们 称 线性 拓扑 空间 五 是 可 赋 范 的 , 乃 指环 
中 具有 的 拓扑 可 以 用 某 一 范 数 给 出 . 以 下 定理 成 立 : 任 何 可 分 离 局 部 是 与 局 部 有 界 
线性 拓扑 空间 是 可 赋 范 的 . 

习题 1 证 明 : 线 性 拓扑 空间 中 开 集 U0 是 凸 集 , 当 且 仅 当 U+U=2U. 

习题 2 设 E 是 线性 空间 . 集 UCE 叫做 对 称 的 , 力 指 从 x EU 推出 -x E€ U. 设 .多 是 空间 EE 
的 、 与 自己 的 核 (参见 $2) 重 合 的 一 切 凸 对 称 子 集 组 成 的 族 . 证 明 以 下 断言 正确 . 

(a) 在 空间 五 中 ,对 于 某 一 局 部 凸 可 分 离 的 拓扑 (这 个 拓扑 叫 凸 核 拓扑 ) , 族 . 罗 是 一 确定 的 零 
邻 域 族 . 

(b) 凸 核 拓扑 是 局 部 凸 拓扑 中 最 强 的 ,局 部 凸 拓扑 中 的 线性 运算 在 五 中 是 连续 的 . 

(c) 五 上 任 一 线性 泛 函 关于 凸 核 拓扑 是 连续 的 . 

3. 可 数 赋 范 空间 ”对 分 析 学 来 说 ,所 谓 可 数 赋 范 空间 是 线性 拓扑 空间 的 很 重 
要 一 类 . 为 了 叙述 相应 的 定义 ,我们 需要 一 个 辅助 概念 . 

设 在 线性 空间 五 中 给 定 两 个 范 数 | 外， | 与 站 12 它们 叫做 一 致 的 , 亡 指 天 
中 任何 一 个 序列 ix,} , 当 它 关于 这 两 个 范 数 的 任何 一 个 为 基本 序列 且 按 其 中 一 个 范 
数 收 化 于 某 一 极限 x EE 时 , 则 它 也 按 男 一 个 范 数 收敛 于 同一 极限 x. 

所 谓 范 数 上 .| 不 弱 于 范 数 外 ， 1: , 乃 指 存在 常数 ec >0, 使 得 对 于 一 切 x E E, | x ,= 
c |x| >: 

如 果 第 一 范 数 不 弱 于 第 二 范 数 ,而 第 二 范 数 不 弱 于 第 一 范 数 , 则 这 两 个 范 数 叫 做 等 价 的 . 两 
个 范 数 叫做 可 比较 的 , 力 指 它们 中 的 一 个 不 弱 于 另 一 个 . 

定义 3 在 线性 空间 EE 中 给 定 了 两 两 一 致 范 数 上 |, 的 可 数 系 , 则 五 称 为 可 
数 赋 范 空间 . 如 有 果 用 下 标 六 正 数 s 以 及 满足 条 件 


lx <e,…,|xl,<e 


的 所 有 x E 五 来 定义 每 一 个 集 凡 。, 取 这 样 的 集 的 总 和 作为 任 一 可 数 赋 范 空间 的 确 
定 零 邻 域 系 , 则 该 空间 成 为 线性 拓扑 空间 . 
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我 们 请 读者 验证 ,上 面 的 零 邻 域 系 的 确 在 E 中 定义 了 一 个 拓扑 ,其 中 元 素 的 加 
法 与 数 乘 元 素 的 乘法 运算 是 连续 的 . 
注意 , 任 一 可 数 赋 范 空间 满足 第 一 可 数 性 公理 ,因为 零 邻 域 系 以 .可 以 用 e 只 
取 值 1,1/2,…,1/n,… 的 (不 改变 拓扑 的 ) 可 数 子 系 来 代替 . 此 外 ,可 数 赋 范 空间 中 
的 拓扑 可 以 利用 某 一 度量 给 出 ,例如 : 
Ix—-y|. 


p(x%,y) = 2 一 一 一 一 一 ,YY ELk. (1) 
2 l+ x-y|， 


请 读者 证 明 ,函数 p(x,y) 满 足 距离 的 所 有 公理 且 关 于 平移 ( 即 p(x +z,y +z) = 
p(x%,Y) ,xy,z E 五) 是 不 变 的 ,并 且 由 它 产 生 的 拓扑 与 原来 的 拓扑 一 致 . 于是, 接 上 
面 引 进 的 度量 来 理解 这 完备 性 时 ,我 们 可 以 谈论 可 数 赋 范 空间 的 完备 性 . 还 要 注意 ， 
序列 |x,| 关于 度量 (1) 是 基本 的 , 当 且 仅 当 {x,1 关于 范 数 外 ， | , 中 的 每 一 个 都 是 
基本 的 ,是 {x,1( 按 这 个 度量 ) 收 敛 于 元 素 x E 五 当 且 仅 当 它 按 每 一 个 范 数 ‖ |， 
都 收敛 于 x. 换言之 ,可 数 赋 范 空间 的 完备 性 意味 着 其 中 任 一 序列 按 每 一 个 范 数 

| |。 都 是 基本 的 ,收敛 的 . 
例 1 如 果 用 公式 
fl = sup |f™ (2) | 
作为 上 面 讨论 过 的 闭 区 间 上 无 穷 次 可 微 函 数 空间 K[a,b] 的 范 数 , 则 它 是 可 数 赋 范 
空间 重要 的 例子 . 显然 所 有 这 些 范 数 彼此 之 间 是 一 致 的 ,而 且 它 们 定义 了 正 是 上 面 
已 经 叙述 的 天 [ac ,0 中 的 拓扑 . 

例 2 设 S。 是 由 直线 上 所 有 这 样 的 无 穷 次 可 微 冰 数组 成 的 空间 ,这 种 函数 连同 
其 一 切 导 数 在 无 穷 大 处 趋 于 零 比 17 |: | 的 任何 宕 次 都 快 ( 即 对 于 任何 固定 的 有 与 
gq, 当 |t| 一 %w 时 ,满足 条 件 区 ?(1) 一 0 的 函数 ). 在 这 个 空间 中 ,我 们 定义 可 数 范 数 

fl» = sup [f° (0)|, m=0,1,2,.. 
不 难 证 明 ,这些 范 数 彼此 之 间 是 一 致 的 . 于 是 ,5。 是 可 数 赋 范 空间 . 

例 3 可 数 赋 范 空间 重要 的 特殊 情形 , 即 所 谓 可 数 希 尔 伯 特 空 间 . 设 是 线性 
空间 ,其 中 给 出 内 积 的 可 数 系 (p, 消 ),, 并 且 假 设 与 这 些 内 积 对 应 的 范 数 |p | ,= 
V (9,9) 彼此 之 间 是 一 致 的 . 如 果 这 样 的 空间 是 完备 的 , 则 它 叫 做 可 数 希 尔 伯 特 
空间 . 

例 4 以 下 空间 可 以 作为 可 数 希 尔 伯 特 空间 的 具体 例子 . 设 B 是 所 有 使 得 对 于 
每 一 个 整数 有 二 0 ,级 数 


妆 
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收敛 的 数列 {x,| 的 集合 . 设 


oo 
| x, = nx 


为 这 个 空间 的 范 数 系 . 不 难 证 明 ,这 些 范 数 彼此 之 间 是 一 致 的 ,并 且 在 上 面 所 指 的 意 
义 下 B 是 完备 的 . 显然 ,每 一 个 范 数 ‖ 外 ， | ; 可 以 借助 于 内 积 


(x,y): 二 > Nn XY, 
n=1 


给 出 , 即 B 是 可 数 希 尔 但 特 空间 , 称 它 为 速 降序 列 空间 . 
如 果 五 是 可 数 赋 范 空间 , 则 在 其 中 所 给 的 范 数 | ， | ;, 可 以 认为 当 和 <l 时 , 它 
们 满足 条 件 


xl; Dx (2) 
因为 不 然 的 话 , 我 们 可 以 像 原来 的 范 数 系 一 样 ,用 E 中 定义 同一 拓扑 的 范 数 
xl: = sup CHzlli, zx)2,.., |e.) 


以 代替 范 数 | x | ;. 使 空间 下 按 每 一 个 范 数 | ， |, 完备 化 ,我 们 便 得 到 完备 赋 范 空 
间 系 EE. 这 时 从 关系 式 (2) 及 范 数 的 一 臻 性 推 得 , 当 k<1 时 ,自然 的 嵌 套 关系 
E, oF, 


成 立 . 于 是 ,可 以 使 完备 赋 范 空间 的 下 降 链 


E IDE,ID.IOE DI; NEIOE 
k=1 


与 每 一 可 数 赋 范 空间 对 应 . 可 以 证 明 , 空 间 E 是 完备 的 当 且 仅 当 = 「 | E,( 试 证 
之 !). 例如 ,在 闭 区 间 [a,5] 上 无 穷 次 可 微 函数 空间 K[a,b] 是 完备 赋 范 空间 C"[ oa， 
b] (n=0,1,2,…) 的 交 ,其 中 C"[a,b] 由 具有 直到 阶 连续 导数 的 函数 组 成 ,而 在 
C"[a,b] 中 的 范 数 由 公式 


Fl, = sup |f™ (2) | 


<i< 
<ke 


Oa 
Ho 


定义 . 

在 三 十 年 代 中 , 当 巴 拿 赫 的 工作 中 基本 上 建立 了 线性 赋 范 空间 理论 时 形成 了 一 个 印象 ,对 服 
务 于 整个 分 析 学 的 具体 需要 来 说 ,这 一 类 空间 是 足够 广泛 的 . 然而 ,后 来 才 弄 清楚 ,事实 并 非 如 
此 . 实际 上 ,在 一 系列 问题 中 如 下 的 空间 是 重要 的 , 像 无 穷 次 可 微 函 数 空间 ,所 有 数列 组 成 的 空间 
R” 以 及 对 于 不 能 用 任何 范 数 给 出 其 自然 拓扑 的 其 他 空间 . 这 样 一 来 ,线性 空间 一 一 拓扑 的 ,但 不 
是 可 赋 范 的 一 一 这 完全 不 一 定 是 “怪异 ”或 “病态 ” 相反 ,这 些 空间 中 的 某 些 空间 乃 是 有 限 维 欧 几 
里 得 空间 自然 和 重要 的 推广 ,比如 说 ,这 种 推广 并 不 亚 于 希 尔 伯 特 空间 . 
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$1. 线性 连续 泛 函 


1. 线性 拓扑 空间 中 的 线性 连续 泛 函 ”在 第 三 章 $ 1 我 们 已 经 研究 了 定义 在 线 
性 空间 上 的 泛 消 . 如 果 所 说 的 是 给 定 在 线性 拓扑 空间 上 的 泛 函 ,那么 连续 沁 果 具有 
基本 的 重要 性 . 通常 ,定义 在 空间 EE 上 的 泛 函 f, 如 果 对 于 任意 x。E 五 及 任意 es >0， 
存在 元 x。 的 一 个 邻 域 0, 使 得 对 x E U 有 

[f(x) -f(x0) | < e， (1) 
则 称 泛 郴 / 是 连续 的 . 特别 ,这 个 定义 与 线性 泛 郴 有 天 . 

如 果 五 是 有 限 维 的 线性 拓扑 空间 ,那么 正中 的 任何 线性 泛 函 自然 是 连续 的 . 在 
一 般 情况 下 ,由 线性 泛 函 不 能 推出 它 的 连续 性 

下 述 论断 虽然 几乎 是 显然 的 ,但 对 以 后 非常 重要 . 

如 果 线 性 泛 图 在 任何 一 点 xx EE 连续 ,那么 它 在 上 处 处 连续 . 

事实 上 , 设 y 是 中 的 任意 一 点 且 设 a > 0. 选择 点 x 的 邻 域 0, 使 其 满足 条 件 
(1) , 则 这 个 邻 域 的 位 移 

V=U+(y—-x) 
是 所 求 的 点 y 的 邻 域 . 因为 如 果 z EV, 那 么 z+%-y E UV. 因此 ， 
[fl(z) -f(y)|= |f(z -y+x) -f(x)| <&e. 


这 样 一 来 ,验证 线性 泛 函 的 连续 性 只 需 在 一 点 , 璧 如 在 点 0 来 进行 就 可 以 了 . 
如 果 五 是 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 , 则 在 五 上 线性 泛 函 的 连续 性 可 用 序列 的 
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语言 来 叙述 :如 果 由 %, 一 x(x E 五 ) 推 出 所) 一 汽 xz) , 则 称 线性 泌 函 /在 点 x E 五 连 
续 . 检验 连续 性 的 这 一 定义 与 前 面 所 引入 的 定义 的 等 价 性 (在 第 一 可 数 性 公理 成 立 
时 ) 的 工作 ,我 们 留 给 读者 去 作 . 

定理 1 为 使 线性 泛 函 /在 到 上 连续 ,必须 且 只 需 在 下 中 存在 这 样 的 零 邻 域 ,在 
该 邻 域 上 泛 函 有 界 . 

证 明 ”如果 泛 函 f 在 点 0 连续 ,那么 对 任意 。 >0 ,存在 零 的 邻 域 ,在 该 邻 域 上 


xz) | <&. 
反之 , 设 U 是 如 此 的 零 邻 域 ,使 得 对 x E U， 
If(x)| < C， 


并 设 s >0. 则 0 就 是 这 样 的 零 邻 域 ,在 其 上 |/(x) | <e. 这 就 证 明了 Jf 在 点 0 的 连 


习题 设 E 是 线性 拓扑 空间 ,证 明 下 述 论 断 的 正确 性 : 

(a) 上 的 线性 泛 函 连续 当 且 仅 当 存在 这 样 的 开 集 UCE 及 这 样 的 数 t, 使 得 t 振作 U0) ,其 
中 儿 V) 是 f 在 VU 上 的 值 集 . 

(b) 五 上 的 线性 泛 函 /连续 当 且 仅 当 其 核 1x: 扩 xz) =01 在 EE 中 是 闭 的 . 

(c) 如 果 包 上 的 任意 线性 泛 函 连续 , 则 在 E 中 的 拓扑 与 凸 核 拓 扑 重合 (参看 第 三 章 $1 第 3 
段 中 的 习题 2). 

(d) 如 果 巨 是 无 穷 维 的 且 是 可 赋 范 的 , 则 在 EE 上 存在 不 连续 的 线性 泛 函 (利用 E 中 蛤 默 尔 基 
的 存在 性 ,参看 第 三 章 $1 第 3 段 中 的 习题 ). 

(e) 设 在 E 中 存在 确定 零 邻 域 系 ,该 系 的 势 不 超 过 空间 的 代数 维 数 ( 即 正 中 哈 默 尔 基 的 
势 . 参看 第 三 章 $1 第 3 段 中 的 习题 ). 于 是 在 天 上 存在 不 连续 的 线性 泛 函 . 

(f) 为 使 线性 泛 函 f 在 E 上 连续 ,必须 f 在 每 一 个 有 界 集合 上 有 界 ; 而 在 E 满足 第 一 可 数 性 公 
理 的 情况 下 ,必须 上 且 只 需 ,/ 在 每 一 个 有 界 集 合 上 有 界 . 

2， 赋 范 空间 上 的 线性 泛 函 ” 设 所 考虑 的 空间 下 是 赋 范 空间 . 按照 定理 上 ,任何 
线性 连续 泛 函 /在 某 一 个 零 邻 域 中 有 界 . 但 是 在 赋 范 空间 中 任何 零 邻 域 都 含有 一 个 
球 , 这 意味 着 /在 某 一 个 球 上 有 界 . 由 于 泛 函 的 线性 性 质 ,这 等 价 于 它 在 任意 一 个 球 
上 的 有 界 性 ,特别 ,等 价 于 在 单位 球 上 x 上 1 上 的 有 界 性 . 反之 ,由 泛 函 了 在 单位 球 

Lx 中 志 1 上 的 有 界 性 ,根据 定理 1, 推出 /的 连续 性 (因为 这 个 球 的 内 部 旋 是 一 个 零 
邻 域 ). z 
这 样 ,在 赋 范 空间 中 线性 泛 函 是 连续 的 当 且 仅 当 其 在 单位 球 中 的 值 总体 有 界 . 
设 / 是 赋 范 空间 下 中 的 线性 连续 泛 函 . 数 


17 = sup, |f(x) | ， (2) 


即 在 空间 五 的 单位 球 上 值 | 用 x) | 的 上 确 界 , 称 为 泛 函 f 的 范 数 . 我 们 指出 上 ‖f 的 如 
下 几乎 是 显然 的 性 质 : 


$1 线性 连续 泛 函 


) 1 wp A 


这 一 操 可 立即 由 下 述 事 实 推出 , 即 对 任何 x 头 0 有 


fe | EH )| 


2) 对 任何 x EE 
fx) < NA: xl. 


事实 上 ,如 果 * 关 0 ,那么 元 素 一 一 一 属于 单位 球 , 因 此 依照 泛 函 范 数 的 定义 


A 7 | A < Df|， 


由 此 推出 (3). 如 果 x%=0, 那 么 在 (3) 式 中 左边 与 右边 都 是 零 . 
习题 设 C0 是 这 样 的 数 , 它 使 


[f(x) |< clx] 


对 任何 % 成 立 . 试 证 明 | /| =inf C, 其 中 inf 是 对 所 有 满足 不 等 式 (4) 的 C 取 的 . 
我 们 来 研究 赋 范 空间 中 线性 泛 函 的 例子 . 
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(3) 


(4) 


例 1 设 R" 是 n 维 欧 几 里 得 空间 ,a 是 该 空间 内 任意 一 个 固定 的 向 量 . 内 积 


f(x) = (x,a) 


(其 中 x 遍历 整个 R") 显 然 是 R" 中 的 线性 泛 函 . 根据 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 


f(x) |= |(x,a)|s< x : Jal, 
因此 这 个 泛 函 是 有 界 的 ,这 意味 着 它 在 R* 上 连续 . 由 不 等 式 (5 ) 得 


fx) | 
1 x 


因为 这 个 不 等 式 的 右边 不 依赖 于 x, 所 以 


sup HO < Ta 
lz | 


< Dal. 


即 上 fl < 1 ell 如 令 x=a, 得 


(5) 
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fla) | 


fe) | = C0,0) = lol”, Be 


= | al. 


所 以 f= lel. 
例 2 积分 


I(x) = [x(a 


(其 中 x(t) 是 [a,b] 上 的 连续 函数 ) 是 空间 CLa,b] 中 的 线性 泛 也 . 这 个 泛 函 有 界 ,其 
范 数 等 于 b -a. 实际 上 ， 


0) | = | fsa) < max [a(0) |b -a) = xl (be), 
同时 , 当 x=const 时 等 号 成 立 
例 3 研究 更 一 般 的 例子 , 设 y(t) 是 [a,5] 上 某 个 确定 的 连续 函数 . 对 任意 函 
数 x(t)E CLa,6], 令 
F(x) = [ «(y(t) dt 
这 个 泛 函 是 线性 的 . 它 又 是 有 界 的 ,因为 | 
poo) 1 = | [Cra < Malf ll la (6) 
根据 线性 性 质 与 有 界 性 ,这 个 泛 函 是 连续 的 . 由 (6) 式 可 推出 其 范 数 的 估计 ， 
IF < | ly la 


( 试 证 明 ,事实 上 这 里 成 立 精确 的 等 式 !1) 
例 4 考虑 前 面 已 提 到 的 ,空间 CLa,5bj] 中 的 线性 泛 函 
0 (%) 一 x(to) 


(第 三 章 $1 第 5 段 ). 这 个 线性 泛 函 在 聘 数 x(1) 的 值 由 函数 x(i) 在 已 知 点 的 值 


x(to) |< |xl, 


同时 ,对 x 二 const 等 式 成 立 . 由 此 立即 得 出 泛 函 56, (1) 的 范 数 等 于 1. 
例 5 在 任意 欧 几 里 得 空间 XX 中 可 以 如 在 R" 中 那样 定义 线性 泛 函 ,选择 某 个 
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确定 的 元 素 a E X, 并 对 任意 eX, 令 
F(x) = (x,a). 
像 在 R" 中 的 情形 一 样 ,容易 验证 同时 有 
IF = al. 
今后 ,我 们 仅 研究 线性 连续 泛 函 ,而 为 了 简明 ,“ 连 续 ”一 词 将 咯 去 
对 线性 泛 函 范 数 的 概念 可 给 如 下 一 个 直观 的 解释 . 我 们 已 经 看 到 (第 三 章 $1) ， 
任意 一 个 非 零 线性 泛 函 都 可 有 -一 个 由 方程 
flx) =1 
确定 的 超 平面 与 之 对 应 . 我 们 来 求 由 这 个 超 平面 到 点 0 的 距离 d. 按照 定义 d = 
inf | xz | ,由 在 超 平面 /xz) =1 上 的 估计 
fx) | < TAI x) 
有 | xz | =1Z fl. 这 意味 着 d 宇 1/ | /| . 另 一 方面 ,根据 /的 范 数 的 定义 ,对 任意 
s >0 可 找到 这 样 的 元 素 *,, 它 满足 条 件 f(*,) =1, 使 得 
1 > (AL -se) wl. 
所 以 
a ” ll 
srl < TF 
因为 。 >0 是 任意 的 ,得 
d = 1 fl 
即 线性 泛 函 /的 范 数 等 于 超 平面 f(x) =1 到 点 0 的 距离 的 倒数 
3， 赋 范 空间 中 的 哈恩 ~ 巴 拿 赫 定理 ”在 第 三 章 $2 中 ,我 们 已 经 证 明了 一 般 情 
形 下 的 哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 . 根据 这 个 定理 ,任何 定义 在 线性 空间 下 的 某 个 子 空间 / 
上 的 线性 泛 函 及, 且 该 泛 函 满足 条 件 
RD | < p(s) : (7) 
(是正 上 固定 的 齐 次 凸 泛 函 ) ,那么 可 将 这 个 泛 函 有. 保持 上 述 条 件 延 拓 到 整个 下 
上 . 相应 于 赋 范 空间 ,这 个 定理 可 叙述 成 下 列 形式 ， 
设 是 实 的 赋 范 空间 ,L 是 其 子 空间 ,而 .是 上 上 的 有 界线 性 泛 函 . 这 个 线性 泛 
函 可 保 范 地 延 拓 成 整个 空间 EE 上 的 某 -线性 泛 函 所 即 
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| = Nf sr- 
实际 上 , 设 
fo lir = 下 


显然 上 x]‖ 是 齐 次 凸 范 函 . 把 它 取 为 并 应 用 一 般 情形 下 的 哈恩 - 巴 拿 幸 和 定理 便 得 
所 求 结果 . 

哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 这 一 形式 可 作 如 下 的 几何 解释 : 
方程 ”- 


fo(x) =1 (8) 


在 子 空间 工 中 确定 一 位 于 距 零 点 为 1/ 1 有 | 的 超 平面 ,把 泛 函 万 保 范 地 延 拓 为 整个 
马上 的 泛 函 时 ,我 们 经 过 这 个 部 分 的 超 平面 画 出 在 整个 已 内 的 “大 " 超 平面 ,并 且 
“不 许 " 这 个 超 平面 靠近 零 
哈恩 - 巴 拿 赫 定 理 的 复 的 形式 (第 三 章 §2 定理 4a) 给 出 上 述 定理 的 复 的 变形 : 
设 E 是 复 赋 范 空间 ,及 是 有 界线 性 泛 函 , 它 定义 在 子 空间 LCE 上 . 则 存在 定义 
在 整个 E 上 的 有 界线 性 泛 函 f,f 满 足 条 件 : 


f(x) =fo(x) *EL, 
fz = ol 


我 们 来 指出 对 于 赋 范 空间 由 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 推出 的 若干 重要 事实 . 首先 作 如 
下 注解 . 线性 空间 中 的 凸 集 ,如 果 它 有 非 空 的 核 则 称 为 凸 体 . 可 以 证 明 , 在 赋 范 空间 
中 , 集 的 核 与 其 内 点 的 全 体 显然 是 重合 的 . 于 是 ,在 赋 范 空间 中 凸 体 是 至 少 有 一 个 内 
点 的 凸 集 . 由 此 并 由 第 三 章 $2 定理 5 推出 下 列 事实 : 

推论 1( 分 离 性 第 一 定理 ) 设 4 与 B 是 赋 范 空间 X 中 的 凸 集 ,同时 二 者 中 至 少 
有 一 个 ,比如 说 4, 是 凸 体 且 其 核 与 B 不 交 . 则 存在 把 4,B 分 离 的 非 零 线性 连续 
泛 函 . 

分 离 4 与 B 的 非 零 泛 函 的 存在 性 由 第 三 章 $2 定理 5 本 身 保 证 . 我 们 来 证 明 相 
应 的 泛 函 一 定 连 续 . 事实 上 ,如 果 


supf(x) < inf f(x), (9) 


那么 泛 函 j 在 4 上 是 上 有 界 的 . 设 xo 是 集 4 的 内 点 ,而 UV(%o) 是 xo 的 完全 含 于 4 内 
的 球形 邻 域 . 根据 (9) 式 , 泛 函 f 在 U(xo) 上 是 上 有 界 的 . 于 是 f 在 U(xo) 上 也 是 下 有 
界 的 (请 读者 证 明之 !1). 因为 在 任意 一 个 球 上 有 界 的 线性 泛 函 是 连续 的 . 于 是 论断 得 
到 证 明 . 

推论 2( 分 离 性 第 二 定理 ) ” 设 4 是 赋 范 空间 X 中 的 闭 集 ,x。E X 是 不 属于 4 的 
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点 , 则 存在 严格 分 离 x。 与 4 的 线性 连续 泛 函 . 

实际 上 ,只 要 取 x 点 的 某 一 个 凸 邻 域 0, 使 其 与 4 不 交 , 并 考虑 分 离 0 与 4 的 
泛 晒 .〈 试 证 明 ,分 离 V 与 4 的 非 零 连 续 泛 函 严 格 分 离 xzo 与 4. ) 

推论 3( 零 化 子 引 理 ) ”对 巴 拿 赫 空 间 X 的 任意 ( 闭 的 ) 特 征 子 空间 L, 存 在 一 个 
在 世上 等 于 零 的 非 零 线性 连续 泛 函 大 

实际 上 , 设 zx 兵 工 且 /是 严格 分 离 zo 与 也 的 线性 连续 泛 函 : 


f(x0) > supf(x). 


于 是 在 KL 上 f=0, 因 为 否则 右边 的 上 确 界 将 等 于 + %. 
在 给 定 的 子 空间 上 等 于 零 的 泛 函 的 总 体 称 为 这 个 子 空间 的 零 化 子 并 记 为 L*. 
推论 4 如 果 xo 是 赋 范 空间 中 的 非 零 元 素 ,那么 在 XX 上 存在 这 样 的 线性 连续 
泛 函 妃 使 得 


lj =1 且 Axo) = |xol|. (10) 


事实 上 ,在 由 形 如 ax 的 元 素 所 组 成 的 一 维 子 空 间 上 ,以 公式 f(axo) =a 1xo | 
首先 定义 泛 函 f, 然 后 保 范 地 将 延 拓 到 整个 X 上 ,我 们 便 得 到 了 满足 条 件 (10) 的 
泛 函 . 

注 ” 对 任意 局 部 凸 空间 ,推论 1 一 3 勿 需 修改 仍 保 持 有 效 , 但 是 推论 4 则 由 下 述 
论断 代替 :对 任何 xo 寺 0 存在 这 样 的 线性 连续 泛 图 凡凡 zxo) 0. 

4. 在 可 数 赋 范 空间 中 的 线性 泛 函 ” 设 天 是 具有 范 数 外 :| =1,2,…) 的 可 
数 赋 范 空间 . 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 (参看 第 三 章 8$5 第 3 段 中 的 例 4) ,对 任意 x EE 


xi lxl, < < |x, < …. (11) 


设 f 是 E 上 的 线性 连续 泛 函 . 那么 在 五 中 存在 零 邻 域 U, 在 UU 上 有 者 . 根据 在 可 数 
范 数 空间 中 拓扑 的 定义 ,存在 这 样 的 自然 数 记 及 >0, 使 得 球 B, ,= {x: x:<el 
完全 在 U 内 . 于 是 泛 函 f 在 这 个 球 上 有 界 , 所 以 对 范 数 | ， |， 有 界 且 连续 . 即 存在 
这 样 的 C >0, 使 得 对 x EE 


[f(x) | < Cx 


另 一 方面 ,显然 如 果 线 性 泛 函 按 诸 范 数 | 外, 中 任何 一 个 有 界 , 则 它 在 上 连续 . 
于 是 如 果 E; 是 上 所 有 对 于 范 数 | |, 连续 的 线性 泛 函 的 一 个 族 ,而 到 是 上 
所 有 线性 连续 泛 函 的 一 个 族 ,那么 


@ 在 第 三 章 $4 我 们 以 此 表示 欧 几 里 得 空间 中 子 空间 的 正 交 补 . 在 下 一 节 我 们 可 看 到 ,在 欧 几 里 得 空间 
中 正 交 补 的 概念 与 零 化 子 的 概念 等 价 , 所 以 表示 法 的 重合 是 有 根据 的 . 
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Ep* = UE:. (12) 


n=1 


此 外 ,由 条 件 (11) 得 

Er CE CCE C.... 
如 有 果 f 是 E 上 的 线性 连续 泛 函 , 即 f E E* , 则 称 使 六 E E* 的 数 中 最 小 的 数 为 了 的 
阶 . 根据 (12) 式 ,Ek 上 每 一 个 线性 连续 泛 函 都 有 有 限 阶 . 
$2.。 共 斩 空 间 
共 元 空间 的 定义 ”对 于 线性 泛 函 可 以 定义 加 法 和 数 乘 . 设 与 是 某 个 线 
性 空间 上 的 两 个 线性 泛 函 . 线性 泛 函 

f(x) =fi(x) +f(x), x EE 


称 为 与 fp 的 和 f+. 


J 


f(x) = oafi(x), x EE 


称 为 线性 泛 孙 有 与 数 a 的 数 乘 oafi. 
定义 fi + 与 qf 的 等 式 也 可 记 为 : 


fi t+f) (x) =f(x) +f(x), of) (x) = ofi(%). 


显然 ,和 f+ 与 数 乘 af 是 线性 泛 函 . 此 外 ,如 果 空 间 E 是 拓扑 空间 ,那么 由 泛 
明石 与 的 连续 性 可 知 fi + 与 ofi 也 是 在 五 上 连续 的 . 

易于 验证 ,如 此 定义 的 泛 函 加 法 与 泛 函 的 数 乘 两 个 运算 满足 线性 空间 的 所 有 公 
理 . 换 句 话说 ,定义 在 某 个 线性 拓扑 空间 五 上 的 全 体 线性 连续 泛 函 构成 一 个 线性 空 
间 , 称 为 与 五 共 斩 的 空间 ,并 记 为 五 ”. 

习题 上 所 有 并 不 一 定 连 续 的 线性 泛 函 的 全 体 称 为 代数 共 轿 空间 , 记 为 E*. 试 举 出 这 样 的 
拓扑 向 量 空间 五 的 例子 , 它 有 

Ez¥E. 

在 共 斩 空 间 五" 中 可 用 各 种 不 同 的 方法 引入 拓扑 ,其 中 最 重要 的 是 强 拓扑 与 弱 拓 扑 . 

2. 共 思 空间 中 的 强 拓扑 ”我们 从 最 简单 的 情况 开始 , 即 原来 的 空间 E 是 赋 范 
空间 . 对 给 定 在 赋 范 空间 上 的 线性 连续 泛 函 , 令 


jf = gu f(x) | 


-|x| 
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而 引入 范 数 概念 . 这 个 量 满足 赋 范 空间 定义 中 所 有 的 要 求 . 实际 上 ， 
1) 对 任意 非 零 线 性 泛 函 几 | /Il =0， 
2) | ojl = |al 1， 


As) +) | 
[x] 
fA) | f(x) | 
ob x eB x 
这 样 一 来 ,与 赋 范 空间 共 罗 的 空间 E* 可 赋予 赋 范 空间 的 自然 结构 . 在 * 中 与 引入 
的 范 数 对 应 的 拓扑 称 为 B* 中 的 强 拓扑 . 希望 强调 把 E* 作 为 赋 范 空间 考虑 时 ,我 们 


3) |fi+hl =sup 


= fi + fl. 


将 其 写成 ( ,| ， |) 来 代替 EE”. 
我 们 来 建立 与 赋 范 空间 共 斩 的 空间 的 下 述 重要 性 质 . 
定理 1 共和 白 空间 (ZE , 上， | ) 是 完备 的 . 


证 明 设 1f1 是 线性 泛 函 的 基本 序列 . 那么 对 任意 e > 0 存在 这 样 的 入 ,使 得 对 
所 有 的 n,m>N 有 上 f, -f <e. 由 此 ,对 于 任意 x E 五 得 到 


fx) -fx) 大 | 大 -万 上: xl <elxl, 
即 对 任意 的 x E ,数列 {f(x) | 收敛 . 


今 


f(x) = limf,(%). 
我 们 验证 ,f 是 线性 连续 泛 函 . 线性 性 质 可 直接 验证 : 
fax +By) =limf,(ax +By) = lim| of, (x) + Bf(7))] 


=af(x) + BAY). 


为 了 证 明 泛 函 f 的 连续 性 , 回 到 不 等 式 | 有 (x) -f(x) | a x, 并 在 不 等 式 
中 令 m 一 o 而 取 极 限 , 得 


[flx) -f(x)|<elxl. 


由 此 推出 泛 函 /一 六 有 界 . 于 是 泛 油 =f + (ff) 有 界 , 这 意味 看 f 连续. 此 外 ,由 上 
面 不 等 式 推出 对 所 有 n 宇 ,ff 志 z, 即 | 收 化 于 了 

应 再 次 强调 ,这 个 定理 的 成 立 与 原来 空间 是 否 完备 无 关 . 

注 ”如 果 赋 范 空间 不 完备 ,而 E 是 的 完备 化 空间 , 则 空间 BE* 与 (五 ) * 
同 构 . 

实际 上 ,如 果 E 作为 处 处 稠密 的 子 空间 被 嵌入 到 中 ,那么 任 一 E 中 的 线性 连 


续 泛 函 f 被 从 连续 延 拓 到 整个 ,用 f 表示 这 个 (唯一 的 !) 延 拓 . 显然 f E 
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(E)* ,f= fl , 且 任 一 (EA)* 中 的 泛 函 是 E* 中 某 个 泛 函 的 延 拓 ( 即 记 上 自己 


的 收缩 ). 因此 ,映射 />f 是 空间 EE’ 到 整个 空间 (E)* 的 同 构 映 射 
现在 定义 在 与 任意 线性 拓扑 空间 共 斩 的 空间 中 的 强 拓 扑 . 在 与 赋 范 空间 共 罗 的 
空间 中 我 们 已 定义 了 零 邻 域 为 满足 条 件 
| <e 
的 泛 函 的 集合 . 换 句 话说 ,我 们 把 五 中 当 x 遍历 单位 球 |x | 上 和 1 时 使 |Kx) | <e 的 
线性 泛 函 取 作 与 赋 范 空间 五 共 斩 的 空间 天 "中 的 零 邻 域 . 取 所 有 可 能 的 =, 我们 便 得 
到 确定 零 邻 域 系 . 当 五 不 是 赋 范 空间 而 是 线性 拓扑 空间 时 ,自然 是 在 天 中 取 任 意 的 
有 界 集 4 代 蔡 单位 球 . 严 " 中 的 零 邻 域 定义 为 满足 下 列 条 件 的 线性 泛 函 的 集合 : 
对 所 有 x E 4， 
If(x)| < &. 
采用 不 同 的 e 与 4 ,我 们 便 得 到 E* 中 的 确定 零 邻 域 系 . 
于 是 , 中 的 强 拓扑 由 依赖 于 正 数 se 与 有 界 集 4 CE 的 零 邻 域 的 集合 给 定 . 在 
这 里 我 们 不 准备 验证 如 此 得 到 的 邻 域 系 实际 上 把 E* 变 成 线性 拓扑 空间 ,虽然 这 并 
不 复杂 (人 参看 [9]). 显然 ,在 5 为 赋 范 空间 的 情形 ,刚才 所 说 的 E* 中 的 强 拓扑 才 与 
由 范 数 定义 的 拓扑 重合 . 
我 们 指出 ,E* 中 的 强 拓扑 必定 满足 分 离 性 公理 7T 与 (不 依赖 于 EE 中 拓扑 的 ) 局 
部 凸 性 . 事实 上 ,如 果 EE* 且 思 关 0, 则 有 在 这 样 的 元 x。E E, 使 得 (xo) 关 0. 令 


= Ja) | 且 4= {xo} ,那么 有 吴 U,4, 即 E* 是 7 空间 .为 了 证 明 E* 中 强 拓扑 


的 局 部 凹 性 ,只 需 指 出 ,对 任意 >0 与 任意 有 界 的 A4CE, 邻 域 VU, 在 E 中 是 凸 的 . 
E ”中 的 强 拓扑 用 记号 5b 表示, 当 要 强调 是 在 强 拓扑 中 考虑 E* 时 ,我 们 将 E* 记 为 
(E*,b). 

3. 共 恩 空间 的 例子 

(1) 设 E 是 nn 维 ( 实 的 或 复 的 ) 线 性 空间 . 在 E 中 取 任 意 的 基 e ,…,e;, 则 任意 


向 量 x E EE 可 唯一 地 表 为 += > xie 的 形式 . 如 果 了 是 上 的 线性 泛 函 ,那么 显然 


fx) = > fo) (1) 
因此 线性 泛 函 被 它 在 基 向 量 e, ,…,e, 上 的 值 唯一 地 确定 ,同时 这 些 值 可 以 任意 地 给 
定 . 令 
如 果 i = 
gj(ei) 二 | 
0， 如 果 i 关 Jj， 
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驶 可 确定 线性 泛 函 g ,…,g,. 显然 这 些 线性 泛 函 是 线性 无 关 的 . 很 清楚 ,g (xz) =%,， 
所 以 公式 (1) 可 改写 成 
f(x) = 2 fei) g(x) 
的 形式 . 于 是 , 泛 函 8 ,…,g 组 成 空间 EE“* 中 的 基 , 即 5* 是 nn 维 线 性 空间 . 5* 中 的 基 
81，… ,8 称 为 天 于 中 的 基 el ,… ,e, 的 对 偶 基 . 


空间 E 中 不 同 的 范 数 诱导 出 五 " 中 不 同 的 范 数 . 下 面 就 是 在 与 &* 中 相互 对 应 
的 范 数 对 的 一 些 例 子 (建议 读者 认真 地 进行 相应 的 证 明 ) : 


a) el = (Dll), = (PI) 
(b) al = (> = (NA 


=1,] <p<%; 


(©) 1z1 =,sup, ， AI= > Al 


l1<i<n 


(d) lx = > x), Nf = sup | 
在 这 些 公 式 中 ,xj ,…,X， 是 回 量 > 三 天 在 基 C1， 6C) 中 的 坐标 ,而 矿 ，… 太 是 


泛 函 JE E' 在 对 偶 基 g,,…,g, 中 的 坐标 . 
习题 “证 明 所 列举 的 所 有 范 数 在 n 维 空间 中 确定 同一 个 拓扑 . 
(2) 考虑 范 数 为 |x = sup |x, | ,收敛 于 零 的 序列 x = (%i,%s，,…,%,，…) 的 空 


间 ,我 们 来 证 明 与 这 个 空间 共 叔 的 空间 (o ,| . | ) 是 与 范 数 为 了 | 
= | 太 | 的 所 有 绝对 可 和 序列 六 = 〈A, 户 ，… 大， …) 的 空间 4 同 构 的 空间 . 任意 
序列 六 E 4 在 空间 w 中 按照 公式 


F (4) = Df (2) 
确定 线性 有 界 汉 西 站. 显然 | 了 (<) | < 1z1 | |, 所 以 


EA 
在 co 中 考虑 向 量 
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51 一 (1,0,0,.…,0,0,.…) ?9 
C2 一 (0,1,0,.…,0,0,.…) ? 


x = 二 人 = fh 三 x c xN) 二 
-> 六 | ,| 如果 =0, 那 么 认为 学 T=0]， 于 是 xm Ec, rm | <1 


N 


f (x™) = 2. 许 7 (6) = 2 £1. 
因此 lm 了 (x) = | = 41. 于 是 ,| 7 1 > > 1/1 将 此 不 等 式 与 前 面 
所 证 明 的 相反 的 不 等 式 比较 一 下 , 便 知 , 1 1 = |/.|= Il 


于 是 ,我 们 构造 了 从 空间 4 到 空间 of 内 的 线性 同 构 映 射 广 * 广 . 留 下 要 验证 的 
是 空间 在 此 映射 下 的 象 与 整个 of 重合 , 即 任 一 泛 函 广 E of 可 表 为 (2) 式 ,其 中 
/= 1f.1 eh. 对 任意 *= [| E co 有 = xe，, 同时 右 庙 的 级 数 在 中 收 伍 于 元 


x, 因 为 当 N 一 w 时 |x 一 > ve| = sup | xn | 一 0. 因为 沁 函 f E cy 连续 , 则 f(x) = 


Ce) 
Fd)| 


> xj (e,) ,所 以 只 要 验证 > | 了 (e,)|< %m. 设 x = 。, 并 注意 到 


x E co, | x™) | 三 1, 便 有 


Fo) = Fam) < Fl 


NsE 
ll 
UE 

1 


由 此 根据 N 的 任意 性 断定 > | 产 (e) | < wm ， 


(3) 不 难 证 明 ,与 空间 0 共 斩 的 空间 靖 是 与 空间 m 同 构 的 ,其 中 空间 m 由 所 
有 的 有 界 序列 x = {x,} 组 成 ,x 的 范 数 为 ‖x | = sup |%, |. 


(4) 设 p >1,4 是 所 有 这 样 的 序列 x = {x,| 的 空间 : 
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Pp 


2 1/ 
lzl = (了 站 < ao 


n=l1 


可 以 证 明 , 与 4 共 印 的 空间 洲 与 空间 1 同 构 ,1/p+1/g =1.14, 中 线性 连续 泛 函 的 一 
般 形式 为 ; 


Ho = Df = lu) Eb, f= hl el 


证 明 中 用 到 赫 尔 德 不 等 式 . 

(5) 我们 来 说 明 与 希 尔 伯 特 空间 共 斩 的 空间 的 结构 . - 

定理 2 设 互 是 实 希 尔 伯 特 空间 ,对 互 上 任意 线性 连续 泛 函 儿 存 在 唯一 的 元 
xo E 五 ,使 得 


f\x) 一 (x ,2Xo ) ， X E 卫 ， (3) 


并 且 | = zo 中. 反之 ,如 果 %。E 及 ,那么 公式 (3) 确 定 这 样 一 个 线性 连续 泛 函 了 
使 得 f= | xo .于 是 等 式 (3) 确 定 有 H* 与 有 之 间 的 同 构 >xo. 

证 明 显然 对 任意 x。E ,公式 (3) 确 定 瑟 上 的 线性 泛 函 . 因为 |f(x)| = 
(x,x0) | 二 x， 中 wo | ,所 以 这 个 泛 函 是 连续 的 . 因为 f(xo) = xo 有", 则 | = 
| xo | . 我 们 来 证 明 ,H 上 的 任意 线性 连续 泛 函 可 以 表 为 (3 ) 的 形式 . 如 果 f=0, 那 么 
令 xo =0. 现在 设 f 关 0 及 H, = {x:f(x) =0| 是 泛 函 f 的 核 . 因为 1 连续 ,所 以 本 是 H 
中 的 闭 线性 子 空间 . 在 第 三 章 $1 第 6 段 已 经 证 明 任意 线性 泛 函 的 核 的 余 维 数 等 于 
1 ,所 以 考虑 到 第 三 人 革 $4 定理 7 的 推论 3, 我 们 断言 子 空间 本 的 正 交 补 码 是 一 维 
的 , 即 存在 这 样 的 ( 非 零 ) 向 量 y, 它 与 友 正 交 , 使 得 任意 向 量 x E HH 可 唯一 地 表 为 
x=y+Ayo, 其 中 y E 名. 显然 ,可 以 假定 | yo =1 令 xo =f(yo)yo, 则 对 任意 x E 
有 有 

X=y+Ay, yEH, 
f(x) = Af(yo), 
(x,Xo) = A(yYo,X0) = Af(y0) (yo ,yo ) = A 帮 yo ). 

于 是 对 所 有 的 x E 砷 ,f(x) = (xxo). 如 果 f(x) =(x,x0),x EH, 则 (x,xo -xz0) =0. 
由 此 , 令 x=xo -xz0, 得 xzo =x0. 

注 1 设 E 是 不 完备 的 欧 几 里 得 空间 ,而 五 是 希 尔 伯 特 空 间 , 是 5 的 完备 化 空 
间 . 因为 “与 H* 同 构 ( 参 看 第 2 段 中 的 注 ) ,而 "与 五 同 构 , 于 是 下 述 论断 是 正确 
的 :与 不 完备 的 欧 几 里 得 空间 共 思 的 空间 E* 同 构 于 空间 E 的 完备 化 空间 

注 2 定理 2 对 复 希 尔 伯 特 空间 也 成 立 ( 除 了 用 xo =f(yo)Y 代替 xo =f(yo)yo 
之 外 ,证 明 完全 一 样 ). 复 的 情形 与 实 的 情形 唯一 的 区 别 在 于 :现在 使 与 x。E 五 对 应 
线性 泛 函 大 xz) = (x,xo) 的 从 互 到 克 * 内 的 映射 是 共 斩 线 性 同 构 , 即 元 Ax。o 对 应 于 泛 
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图 和 AK 
(6) 在 例 1 一 $ 中 研究 了 赋 范 空间 . 现在 研究 可 数 赋 范 空间 . 设 B 是 实 可 数 希 尔 
伯 特 空间 , 它 是 由 所 有 满足 
zl = (于 wn) ”< % 对 所 有 =1,2,… 
的 序列 x = {x,} 构成 的 . B 中 的 内 积 是 
(X,Y). 一 D2 k 一 1 ,2,.…: 


具有 内 积 (. ,* ); 的 空间 B 是 欧 几 里 得 空间 . 设 B; 是 更 的 完备 化 空间 . 易 见 , 宅 
可 与 由 x， <w 的 所 有 序列 = jx ,| 所 构成 的 希 尔 伯 特 空间 等 同 起 来 . 根据 定理 
2 ,与 Bi 共 思 的 空间 Bi 和 Bi 同 构 . 在 这 个 同 构 下 ,与 每 个 线性 连续 沁 隐 f € Br 


对 应 的 是 这 样 一 个 序列 了 = | 大 上: 
A = (Pwr) <», 


f(x) = (x,f )， 一 Dn fo, % 二 | x, E 人 


反之 ,每 一 个 这 样 的 序列 确定 Bi 中 的 一 个 元 . 现在 我 们 不 用 序列 1A 而 用 序列 
fg 来 确定 泛 函 FE B* ,其 中 g =n*f.. 那么 


oo 


Ha = Pag EN = (Pag) 
于 是 B; 可 以 和 满足 条 件 
Db < om (4) 
的 询 14.| 的 着 外人 和 空间 等 起 来 ,该 空 间 的 内 各 为 


(g (1) ,go ) = _ Snel (1) gt. 


因为 B= U Bi , 那么 @* 便 是 所 有 这 样 的 序列 {g,| 的 空间 ,对 这 些 序列 的 每 一 
个 都 存在 一 个 ,使 序列 满足 (4). 
每 一 个 这 样 的 泛 西 在 任 一 元 = jx 处 的 人 是 确定 的 且 等 于 zg。 
这 样 ,如 果 空 间 8 是 希 尔 伯 特 空间 下 降 链 的 交 : 


8$2. 共 罗 空间 . 141. 


2 = 人 2， DOD, OID, OL, 


那么 @B“ 是 希 尔 伯 特 空间 上 升 链 的 和 : 


中 一 U DPD » Dr C D> CC Dr C 


引入 记号 @ = $B_, 是 方便 的 . 如 果 还 以 @ 表示 空间 4 ,那么 便 得 到 在 两 个 方向 上 
都 是 无 穷 的 希 尔 伯 特 空间 链 : 


CC 和 CdOCOCOEC CLCOD,C.., 


其 中 对 每 个 k=0, +1, +2,… 有 Br = 下 下 
4. 二 次 共 斩 空 间 因为 线性 拓扑 空间 上 的 线性 连续 泛 函 本 身 构 成 一 个 线性 
有 s 间 , 即 与 共 示 的 空间 (E* ,5) ,于 是 也 可 谈 E* 上 的 线性 连续 泛 函 的 空间 
“，, 即 五 的 二 次 共 白 空间 ,如 此 等 等 . 
我 们 指出 ,E 中 的 任 一 元 x。 在 "上 确定 某 一 个 线性 泛 函 . 事实 上 , 令 


Wlf ) = f(x0), (5) 


其 中 xo 是 E 中 的 固定 元 素 ,而 f 遍历 整个 E*. 等 式 (5) 使 每 一 个 /对 应 于 某 个 数 
(ff ) , 即 确定 了 五 "上 的 泛 函 . 同时 因为 
ys (of + Bf) = afi (xo) +Bf(xo) = Qu (fi) + By (fs), 
那么 这 个 泛 孙 是 线性 的 . 

其 次 ,任意 一 个 这 样 的 泛 函 在 有 "上 连续 . 事实 上 , 设 e>0, 又 4 是 五 中 包含 
xo 的 有 界 集 . 在 “中 考虑 零 邻 域 I(e,4). 按照 U(e,4) 的 定义 , 当 f € Ul(z,4) 
时 有 

[ylf)|= If(xo) ls a. 
而 这 就 意味 着 泛 函 ,在 点 0 连续 ,因此 它 也 在 整个 空间 5" 上 连续 

这 样 一 来 我 们 便 得 到 了 整个 空间 E 到 其 某 个 子 空间 五 ”内 的 映射 . 显然 这 个 映 
射 是 线性 的 . 这 个 到 E* 内 的 映射 被 称 为 空间 5 到 二 次 共 斩 空间 内 的 目 然 映 射 ， 
并 用 7 来 表示 这 个 映射 . 如 果 在 EE 上 有 充分 多 的 线性 泛 函 ( 例 如 ,如 果 E 是 赋 范 空 
间或 者 那 怕 是 局 部 凸 与 可 分 离 的 空间 ) ,那么 这 个 映射 是 一 对 一 的 . 因为 此 时 对 任何 
两 个 不 同 的 x',x"E ee ,使 得 所 xz) 关 用 x"), 即 ,与 Ww 是 E* 
上 不 同 的 泛 函 . 如 条 且 有 六 (下 ) =E" ,那么 (可 分 离 的 局 部 凸 ) 空间 五 称 为 半 自 反 
的 . 在 空间 “中 (作为 空间 (EE* 人 t 纯 空间 ) 可 以 引入 强 拓扑 ,我 们 将 其 记 为 
2 “. 如 果 空 间 E 是 半 自 反 的 且 上 映射 7:E 一 bk** 是 连续 的 , 则 EE 称 为 自 反 空间 . 可 以 证 
明 映 射 +” 总 是 连续 的 . 所 以 如 果 包 是 自 反 的 , 则 自然 映射 7:E 一 "是 线性 拓扑 空 
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间 E 与 &” =(E”",b”) 之 间 的 同 构 . 
由 于 现在 我 们 还 可 把 E 中 的 每 个 元 看 作 是 空间 E”“ 中 的 元 ,对 线性 泛 隐 ff EE* 
的 值 引入 更 为 对 称 的 表示 


f(x) = (f,%) (6) 


以 代 蔡 (x) 就 更 方便 . 对 固定 的 / E E* ,(f,x) 可 看 作 是 E 上 的 泛 函 ,而 对 固定 的 x， 
它 可 看 作 五 "上 的 泛 函 (同时 x 已 经 显 出 五 ”中 元 的 作用 ). 

如 果 五 是 赋 范 空间 (因此 空间 无” ,E* 等 也 是 赋 范 的 ) , 则 空间 天 到 五 ”内 的 目 
然 映 射 是 等 距 映 射 . 

事实 上 , 设 x 是 EE 中 的 元 ,以 x 表示 它 在 5 中 的 范 数 , 而 以 x, 表示 它 在 
五 “中 的 范 数 . 我 们 来 证 明 1x 1 = 1x1> 设 /是 五 "中 任意 非 零 元 . 于 是 


pc) 1 NF x | > 呈 汪 ， 


且 因 为 第 二 个 不 等 式 的 左边 不 依赖 于 


四 > oup f= = x 


另 一 方面 ( 赋 范 空间 的 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 推论 4) ,对 任 一 m E E 存在 这 样 的 非 夫 
线性 江 函 及 ,使 


[1h,x0o)|= ol * lxol. (7) 
所 以 


ls = snp > 1z1 ， 


E 


即 | x] = | x;, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 于 是 赋 范 空间 五 与 在 天 ”中 的 (一 般 说 来 不 
是 闭 的 ) 线 性 流 形 x7(E) 等 距 . 将 E 和 mr(E) 等 同 起 来 , 即 可 认为 ECE*. 

由 对 赋 范 空间 的 自然 映射 77:5 一 E”“ 的 等 距 性 推出 : 半 自 反 性 的 概念 与 自 反 性 
概念 对 于 赋 范 空间 来 说 是 相同 的 . 

由 于 与 赋 范 空间 共 斩 的 空间 是 完备 的 ,任何 自 反 的 赋 范 空间 天 都 是 完备 的 . 

有 限 维 欧 几 里 得 空间 与 希 尔 伯 特 空间 是 自 反 空间 的 最 简单 的 例子 (对 它们 其 至 
有 E=E*). 

收敛 于 零 的 序列 的 空间 co 是 完备 的 非 自 反 空间 的 例子 . 事实 上 ,正如 我 们 在 前 
面 已 经 证 明 的 ($2 例 2) ,所 有 绝对 收敛 数列 的 空间 是 与 ce 共 斩 的 ,而 /又 与 所 
有 有 和 界 序列 的 空间 m 共 思 e. 

在 某 个 闭 区 间 [a,b] 上 的 连续 函数 空间 C[ a,bj] 也 是 非 自 反 的 . 然而 ,我 们 对 这 
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个 论断 不 进行 证 明了 中 

当 1 <p 关 2 时 的 空间 是 不 与 具 共 郝 空间 重合 的 自 反 空间 的 例子 (因为 1 = 
/ ,其 中 1[p+1l《9 =1 ,于 是 包 ” = 人 =/). 

习题 “证 明 自 反 空 间 的 闭 子 空间 是 自 反 的 . 


$ 3， 弱 拓扑 与 弱 收 和 敛 


1. 在 线性 拓扑 空间 中 的 弱 拓 扑 与 弱 收 敛 ” 考 虑 线性 拓扑 空间 EE 及 E 上 所 有 连 
续 泛 函 的 总 和 . 如 果 f,…,f, 是 这 样 的 泛 函 的 任意 有 限 组 , 且 = 是 正 数 ,那么 集 


{x:|f(x)|<e;i= 1,2,.…,n) (1) 


在 E 中 是 开 的 ,并 且 包 含 点 0, 即 是 某 个 零 邻 域 . 两 个 这 样 的 邻 域 的 交 总 包含 形 如 
(1) 的 集 ,因此 在 E 中 可 引入 拓扑 . 对 这 个 拓扑 , 形 如 (1) 的 集 的 总 和 是 确定 零 邻 域 
系 . 这 个 零 邻 域 系 称 为 空间 五 的 弱 拓 扑 . 弱 拓 扑 在 E 中 是 最 弱 的 拓扑 ,在 这 个 拓扑 中 
所 有 在 这 个 空间 原先 的 拓扑 中 连续 的 线性 泛 函 是 连续 的 . 

显然 ,E 中 在 弱 拓 扑 意义 下 为 开 的 任意 集合 ,在 空间 E 的 原先 的 拓扑 中 是 开 的 . 
但 是 ,一 般 说 来 , 反 过 来 是 不 对 的 ( 形 如 (1) 的 集 在 原先 的 拓扑 中 不 一 定 构成 确定 零 
邻 域 系 ). 按照 我 们 在 第 二 章 $5 中 所 采取 的 术语 ,这 意味 着 空间 已 中 的 弱 拓 扑 比 五 
中 原先 的 拓扑 弱 . 因而 证 实 了 对 它 所 取 的 这 个 名 字 是 正确 的 . 

如 果 在 E 中 存在 充分 多 的 线性 连续 泛 函 ( 例 如 ,如 果 E 是 赋 范 的 ) ,那么 正中 的 
弱 拓扑 满足 豪 斯 多 夫 分 离 性 公理 . 同样 容易 验证 ,在 E 中 定义 的 加 法 与 数 乘 运 算 对 
于 这 个 空间 的 弱 拓 扑 是 连续 的 . 

其 至 在 赋 范 空间 的 情况 ,E 中 的 弱 拓 扑 也 可 能 不 满足 第 一 可 数 性 公理 . 因此 ,一 
般 说 来 ,这 个 拓扑 不 用 收敛 序列 的 语言 来 描述 . 但 是 ,用 这 个 拓扑 定义 的 正中 的 收敛 
性 是 重要 的 概念 , 称 为 弱 收 敛 . 为 了 区 别 , 在 空间 E 中 用 原先 的 拓扑 (如 果 EE 是 赋 范 
空间 ,就 用 范 数 ) 定义 的 收敛 性 称 为 强 收敛 . 

弱 收 敛 的 概念 可 以 用 下 述 方式 撤 述 : 设 {x,| 是 中 元 的 序列 ,x。E E. 如 果 对 玉 
上 任意 的 线性 连续 江 函 p(x) ,数列 {p(x,) 收敛 于 wp(xo) , 则 称 {x,| 弱 收敛 于 xu 

实际 上 ,为 了 简单 , 设 xo =0 ,假定 对 任意 w EE" ,gp(%,) 一 0. 那么 对 点 0 的 任意 
弱 邻 域 


U = {x: | 9, (x) | < £,1 一 1 ,2,.…,k| 


存在 这 样 的 N, 使 得 对 所 有 的 m> N,x。E U( 为 此 只 需 选 V,, 使 当 m=> N 时 
pi(%,) | <e, 然 后 令 W = maxNi). 反之 ,如 果 对 每 一 个 弱 零 邻 域 0 存在 这 样 的 N, 使 


中 甚至 可 以 证 明 如 下 更 强 的 论断 :不 存在 任何 以 C[a,b] 为 共 思 空间 的 赋 范 空间 . 
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得 对 所 有 的 nN 有 %, E U0, 那么 当 n 一 w 时 g(x,) 一 0 这 个 条 件 显然 对 每 一 个 固定 
的 pg EE* 都 是 满足 的 . 由 空间 五 的 弱 拓 扑 比 五 的 强 拓 扑 弱 推 出 ,所 有 的 强 收敛 序列 
都 是 弱 收 敛 的 . 一 般 地 说 ,其 逆 是 不 成 立 的 (参看 下 面 的 例 于 )， 

2、 赋 范 空间 中 的 弱 收 剑 ” 我们 对 于 赋 范 空间 来 更 详细 地 研究 弱 收 敛 概念 

定理 1 如 果 {x,} 是 赋 范 空间 中 的 弱 收 敛 序列 ,那么 存在 这 样 的 常数 C ,使 

| x, < C. 
换 句 话说 , 赋 范 空间 中 的 任 一 弱 收 敛 序列 有 界 . 
证 明 在 五 "中 考虑 集合 
4，= LA (f,x,) khk), k,n = 1,2,.. 
根据 (f,x, ) 当 固定 x 时 作为 的 函数 的 连续 性 ,这 些 集合 是 闭 集 . 因此 集 4 = 


门 4。( 作 为 闭 集 的 交 ) 也 是 闭 的 . 根据 | x,| 的 弱 收 全 性 ,序列 (f,x,) 对 每 一 个 f E 
"是 有 界 的 ,所 以 
E* = 4 
因为 空间 "完备 , 则 按照 贝尔 定理 (第 二 章 $3) 诸 的 集中 至 少 有 一 个 ,比如 
说 是 h, ,在 菜 个 球 B[ 有 ,es] 中 稠密 ,而 因为 4 是 闭 集 , 则 这 意味 着 
Blfo,e] C A,. 


但 是 这 就 意味 着 序列 {x, | 在 球 B[ 有 ,ze] 上 有 界 ,因此 也 在 E* 中 的 任意 球 上 有 
界 ,特别 在 A" 中 的 单位 球 上 有 界 . 于 是 序列 {x, | 作为 “中 元 的 序列 是 有 界 的 . 但 
是 根据 E 到 "内 自然 名 人 的 等 距 性 ,这 也 就 意味 着 序列 {x, | 在 5 中 的 有 界 性 . 

注 在 证 明 序列 | x,} 按 范 数 的 有 界 性 时 ,我 们 仅 利 用 了 对 任意 f E E” ,数列 (， 
x ) 有 界 . 于 是 ,如 果 E 中 的 序列 {x,|} 是 这 样 的 序列 :使 对 任意 f E E* ,数列 (f,x,) 有 
界 , 则 存在 这 样 的 常数 C, 使 得 | x, | 三 C. 这 个 论断 可 以 推广 : 赋 范 空间 E 中 的 任意 
弱 有 界 ( 即 在 弱 拓 扑 中 有 界 ) 子 集 Q 强 有 界 ( 即 包含 在 某 个 球 中 ). 实际 上 ,假设 存在 
这 样 的 序列 |x,} CQ 使 得 |x, | 一 % (n 一 % ). 因为 0 弱 有 界 , 于 是 集合 ixz,} 也 弱 有 
界 , 即 集 合 被 任意 弱 零 邻 域 所 吸收 . 特别 ,对 任意 f E E* 存在 这 样 的 
N, 使 {x,} CN{x: | (f,x) | <1j. 由 此 对 所 有 的 mn 有 |(f,x,)|<WN. 但 是 根据 前 面 所 作 
的 说 明 ,这 与 假设 | x, || 一 o 矛盾 . 如 果 顾 及 到 集 0 的 弱 有 界 性 意味 着 在 其 上 任意 
线性 连续 泛 孙 有 界 ,那么 我 们 便 得 到 重要 结果 :为 使 赋 范 空间 的 子 集 OQ 有 界 ,必须 且 
只 需 在 0 上 任意 泛 函 f E E* 有 界 . 

下 述 定理 对 于 实际 验证 某 些 序列 的 弱 收 敛 性 常常 是 有 益处 的 . 

定理 2 设 有 赋 范 空间 E 中 的 元 的 序列 {x | ,如 果 : 

1) x%*, | 被 某 个 常数 MM 所 界定 , | x, | 是 总 体 有 界 的 ; 

2) 对 任意 /FE A,f(x,) 一 f(x) ,其 中 A 是 某 个 集合 ,其 线性 包 在 天 " 中 处 处 笛 
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蜜 , 则 序列 | x,} 弱 收敛 于 x E 瓦 
证 明 由 条 件 2) 与 线性 泛 函 上 运算 的 定义 推出 ,如 果 op 是 A 中 元 的 线性 组 
合 , 则 
p(x,) — p(X). 
现在 设 p 是 E* 中 的 任意 元 ,| gi 是 收 化 于 og 的 .A 中 元 的 线性 组 合 的 序列 . 我 们 来 
证 明 g(x,) 一 p(x). 设 MM 使 
x Mn =1,2,.…) 8 lx|| <M. 


估计 差 | p(x,) -g(x)|. 因为 w 一 p, 则 对 任意 es >0, 存 在 这 样 的 天 ,使 对 所 有 
的 磊 > 天 成 立 1p=-o| <e. 所 以 


ip(z) —- p(x) | 和 |p(z) -pix,) |+ [p(x,) - p(x) | 
+ |pi(x) - p(x) |< eM + eM+ oz ) - pi(%) | 
但 是 ,根据 条 件 当 nn 一 %w 时 gi(x,) 一 gi(x). 因此 , 当 n»w 时 对 任意 wp E E* ,wp(x,) 
-PCx) 一 "0. 
例 ”我 们 来 看 在 某 些 具体 的 空间 中 弱 收 敛 概念 有 怎样 的 意义 . 
(1) 在 有 限 维 欧 几 里 得 空间 及 " 中 弱 收 敛 与 强 收敛 一 致 . 事实 上 , 设 el ,e, ,…， 
e 是 R" 中 任意 的 标准 正 交 基 , 且 {xi| 是 R" 中 的 序列 , 它 弱 收敛 于 元 x. 设 


1 
Xp = Xl el 十 十 Xe 


及 
X = x el t+ +x "Ve,. 
那么 
xb = (xx el) 一 (Xel) = a 
Xe" 一 (Xi ,en ) 一 人 (Cx ,ev ) 一 x ， 


即 序列 | x,| 按 坐标 收 伍 于 x 于 是 
pm = (Dl 0) ) 0, 
即 {x,| 强 收敛 于 x 由 于 从 强 收 全 总 可 推出 弱 收 伍 ,在 R* 中 这 两 种 收敛 的 等 价 性 便 


得 到 了 证 明 . 
(2) bb 中 的 弱 收 化 ” 为 使 有 界 序列 |xi| 弱 收 敛 于 x, 只 需 满足 条 件 : 
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(xiei) = Xt 一 X = (6), = 1,2,., 
其 中 
el = (1,0,0,.…), e, = (0,1,0.…),* 


实际 上 元 e; 的 线性 组 合 在 空间 i 中 处 处 稠密 (正如 我 们 已 看 见 的 ,4 与 其 共 轿 空间 
重合 ). 所 以 我 们 的 论断 可 从 定理 2 得 出 . 
于 是 中 有 界 序列 |x,| 的 弱 收 敛 性 意味 着 这 些 向 量 的 坐标 数列 xi?? 对 每 个 i = 
2 ,… 都 收敛 . 换 句 话说 ,( 在 有 界 的 条 件 下 ) 弱 收敛 与 按 坐 标 收敛 一 致 . 不 难看 出 4 
中 的 弱 收 敛 与 强 收敛 是 不 一 致 的 . 实际 上 ,我 们 证 明 序 列 ei ,e,,…,e,,… 在 4 中 弱 收 
敛 于 0.4 中 的 任何 线性 泛 函 可 记 成 向 量 x E 4 与 某 个 固定 的 向 量 a = (caz，…) 
的 内 积 f(x) = (x,a). 所 以 f(e,) =a,, 且 由 于 当 ?一 o 时 a, 一 0 对 所 有 的 a E4 成 
立 . 我 们 得 到 ;对 4 中 每 个 线性 泛 隧 有 


limf(e,) = 0. 


同时 ,序列 |e, | 在 强 收 敛 的 意义 下 不 收敛 于 任何 极限 . 

习题 1 设 希 尔 伯 特 空间 HH 中 元 的 序列 | x, | 弱 收 敛 于 元 x, 同时 当 n- 一 ww 时 x, 一 上 x. 
证 明 在 这 种 情况 下 序列 {x, | 强 收 敛 于 x, 即 x, -2 | 一 0. 

习题 2 证 明 : 如 果 习 题 1 中 的 条 件 x, 上 一 上 x 中 代 之 以 对 所 有 的 nn, x, 直入 下 zx | 或 者 
lim | x | 和 1 x | , 则 习题 1 的 论断 仍然 成 立 . 

习题 3 设 有 五 是 (可 分 的 ) 希 尔 伯 特 空间 ,而 0 是 它 的 有 界 子 集 . 那么 由 空间 五 的 弱 拓 扑 在 0 
中 诱导 的 拓扑 可 由 某 个 度量 给 定 . 

习题 4 试 证 明 , 希 尔 伯 特 空间 中 的 任何 闭 的 凸 子 集 在 弱 拓 扑 中 是 闭 的 (特别 , 希 尔 伯 特 空间 
中 的 任何 轩 的 线性 子 空 s 间 弱 闭 ). 试 举 出 希 尔 伯 特 空间 中 的 闭 集 但 不 是 弱 闭 的 例子 . 

(3) 连续 函数 空间 C[a,b] 中 的 弱 收 化 ” 设 {x,(i)} 是 Cla,bj] 中 弱 收 敛 于 函数 
x(t) 的 函数 序列 . 序列 {x,(t) | 按照 CLa,b] 中 的 范 数 有 界 . 在 定义 于 CLa,b] 上 的 泛 
函 中 特别 存在 泛 淆 6, ,其 中 每 一 个 这 样 的 泛 函 都 是 在 某 个 固定 点 b 处 的 函数 值 ( 参 
看 $1 第 2 段 例 4). 对 于 每 一 个 这 样 的 泛 函 6, ,条 件 


6 (%n) 6 (%) 
都 意味 着 
X(to) x(to). 


于 是 ,如 果 序 列 {x,(i)| 弱 收敛 ,那么 它 

1) 一 臻 有 界 , 即 |x,(t) |<C 对 所 有 的 n=1,2,… 及 a<t<6b 成 立 . 

2) 在 每 一 点 收敛 . 

可 以 证 明 ,这 两 个 条 件 的 总 合 ,对 CLa,b] 中 序列 {x (t) 1 的 弱 收 敛 来 说 ,不 仅 是 
必要 的 ,而 且 也 是 充分 的 . 换言之 ,在 C[a,b] 中 的 弱 收 敛 与 (在 有 界 的 条 件 下 ) 逐 点 
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收敛 一 致 
显然 ,这 种 收敛 与 按 CLa,b] 的 范 数 收敛 ( 即 连 续 函 数 的 一 致 收 合 性 ) 不 一 致 
( 试 举 出 相应 的 例子 ). 


3. 共 罗 空间 中 的 弱 拓 扑 与 弱 收 敛 ” 在 前 节 第 2 段 我 们 在 共 思 空间 E* 中 取 形 如 
Us = {ff:|f(x)| < ae,x EA 


的 集 的 总 体 作 为 零 邻 域 系 后 ,引入 了 称 之 为 强 拓 扑 的 拓扑 ,其 中 4 是 中 任意 的 有 
界 集 ,而 是 任意 的 正 数 . 如 果 我 们 在 这 里 把 所 有 的 有 界 集 代 之 以 所 有 的 有 限 子 集 
ACE, 那 么 就 得 到 所 谓 的 共 轿 空间 E* 中 的 弱 拓 扑 . 由 于 所 有 的 有 限 集合 4C 五 有 界 
(一 般 说 来 , 反 过 来 不 成 立 ) ,显然 空间 五 " 的 弱 拓 扑 比 这 个 空间 中 的 强 拓 扑 弱 . 一 般 
说 来 ,这 两 个 拓扑 不 重合 . 

在 E* 中 引入 的 弱 拓 扑 在 这 个 空间 中 定义 了 某 种 被 称 为 泛 函 的 弱 收 敛 的 收敛 
性 . 线性 泛 函 的 弱 收 敛 性 是 一 个 重要 概念 , 它 在 泛 函 分 析 的 许多 问题 中 起 看 本 质 的 
作用 ,特别 是 在 广义 函数 的 理论 中 . 关于 广义 函数 我 们 将 在 下 一 节 谈 到 . 

线性 泛 函 序列 19,| 的 弱 收 敛 显 然 是 这 个 序列 在 E 的 每 个 固定 元 上 的 收敛 . 换 
句 话 说 ,如 果 对 于 每 一 个 x* E ,序列 19, | 满足 关系 


pa.(%) — p(X), 


其 中 p EE" , 则 称 序列 | 9, |) 弱 收 敛 于 wp. 显然 ,在 共 斩 空 间 中 ,在 强 拓扑 中 收敛 的 序 
列 也 弱 收 敛 ( 但 反之 不 然 ). 
设 E( 因 而 E* ) 是 巴 拿 赫 空 间 . 成 立 与 定理 1 类 似 的 下 述 定理 : 
定理 1” 如 果 {f1 是 巴 拿 赫 空 间 上 线性 泛 函 的 弱 收 全 序列, 则 存在 这 样 的 常 
数 C ,使 得 
I£l aC, n=1,2,.. 


换言之 ,任何 与 巴 拿 赫 空 间 共 思 的 空间 元 的 弱 收 敛 序列 依 范 数 有 界 . 

证 明 与 定理 1 的 证 明 没 有 什么 不 同 . 

下 面 的 定理 与 定理 2 完全 类 似 . 

定理 2” 设 {p, 是 五 "中 的 线性 泛 函 序列 ,p E 下” ,如 采 : 

1) { op,} 是 有 界 序 列 , 即 

le CC, n= 1,2,.; 

2) 关系 (px) 一 (Pp,x) 对 所 有 属于 某 一 个 这 样 的 集合 的 x 成 立 ,这 个 集合 的 元 
的 线性 组 合 在 五 中 处 处 稠密 , 则 { g, 1 弱 收 敛 于 9. 

证 明 与 定理 2 是 一 样 的 . 
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我 们 来 看 一 个 例子 . 设 E 是 连续 函数 空间 C[a,b]2, 是 
p(x) = x(0), 


即 yp 是 6 函数 (参看 $1, 第 2 段 , 例 4). 其 次 , 设 |9, (1)| 是 满足 下 列 条 件 的 连续 函 
数 序列 : 
1) 当 |i| >1/n8 9g,(1) =0,09,(1) =0; 


2) [9 = 1. 
那么 对 于 任意 在 [a,5b] 上 连续 的 函数 (1) ,借助 中 值 定理 可 得 当 n->%w 时 


XOROE! = [px — x(0), 
表达 式 
「 we.CDs(od 


是 C[ ,0] 上 的 线性 泛 函 . 于 是 6 函数 可 表 为 在 C[a,5] 上 线性 泛 函 弱 收 化 意 义 下 ， 
“普通 ”函数 序列 的 极限 . 

注 茶 个 空间 上 的 线性 泛 函 的 空间 E* 可 从 两 方面 来 研究 :或 者 作为 与 原先 
的 空间 包 苍 的 空间 ;或 者 认为 E'* 本 身 是 基本 空间 ,而 空间 E* 是 与 之 相关 的 共 

空间 . 与 此 对 应 ,我 们 可 在 五 "中 用 两 种 方法 引入 弱 拓 扑 :或 者 作为 泛 函 空间 ,借助 
五 中 元 的 所 有 可 能 的 有 限 组 在 E* 中 定义 邻 域 ,以 引入 弱 拓 扑 ;或 者 作为 基本 空 | 
借助 于 空间 天 ”而 引入 弱 拓 扑 . 在 自 反 空间 的 情形 ,这 两 者 自然 是 一 样 的 . 如 果 记 不 
年 目 反 的 ,那么 这 两 者 在 五" 中 是 不 同 的 拓扑 . 为 了 避免 这 里 可 能 发 生 的 混乱 ,我 们 
把 在 基本 空间 中 所 定义 的 弱 拓 扑 ( 即 借助 于 "在 E* 中 定义 的 拓扑 ) 简 单 地 称 为 弱 
拓扑 ,而 在 泛 消 空间 中 的 弱 拓 扑 ( 即 借助 于 在 E* 中 定义 的 拓扑 ) 称 为 弱 * 拓扑 . 显 
然 ,E” 中 的 弱 拓扑 比 空间 五 中 的 弱 拓 扑 弱 ( 即 在 弱 拓扑 中 的 开 集 不 少 于 弱 * 拓扑 
0 
共 斩 空间 中 的 有 界 集 在 线性 泛 函 弱 收 伍 概 念 的 各 种 应 用 中 下 述 定 理 有 

重要 的 作用 

定理 3 如 采 EE 是 可 分 的 线性 赋 范 空间 , 则 在 的 线性 连续 泛 函 的 任何 有 界 序 
列 中 含有 弱 收 和 敛 的 子 序列 . 

证 明 在 五 中 选取 可 数 的 处 处 稠密 的 集 (z ,x,,…,x,,…). 如 果 | ,| 是 上 线 
性 泛 函 的 ( 依 范 数 ) 有 界 序列 ,那么 数列 


p1(X1) , (D2 (X1 ) 0D (Xi) 9 


中 我 们 假定 0 e [a,8]. 当然 ,我 们 也 可 取 任 意 其 他 的 点 代替 点 :=0. 
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有 界 . 所 以 从 { 9,} 中 可 以 这 样 选 子 序 列 


(1) (1) (1) 
1 0D2 ”0 9 


使 得 数列 pr (xi ) ,2 (xi ) ? ,ps (xi ) ? … 收 敛 . 其 次 ， 由 ps | 中 可 这 样 选 子 
序列 


(2) (2) (2) 
pI1 ,PP2 ，""" ,pn 9 


使 得 数列 pr (x2 ) ,2 (x ) ，" ,pu (xz ) ,: … 收 敛 . 继续 这 个 过 程 ， 我 们 得 到 序 字 列 族 


(其 中 每 一 个 序列 都 包含 在 前 一 个 序列 内 ) ,使 得 | pW | 在 点 x ,xs，,…,%i 收敛 .于 
是 , 取 “ 对 角 线 ” 


(1) (2) (n) 
Pp1 9%2 ，""" ,0 ，" 


后 ,我们 得 到 一 个 线性 泛 函 的 子 序列 ,使 得 对 所 有 的 n,gl (x,) ,gp4 2 (x,),… 收 敛 . 
于 是 (根据 定理 2” ) 序 列 of (x) ,pA (x),… 对 任意 x E 瓦 也 收敛 . 

这 个 定理 连同 定理 1’ 表明 在 与 可 分 的 巴 拿 赫 空间 共 罗 的 空间 E* 中 , 诸 有 界 子 
集 且 只 有 这 些 有 界 子 集 在 弱 * 拓扑 中 是 可 数 准 紧 的 . 我 们 证 明 ,事实 上 这 里 准 紧 性 成 
立 , 而 不 仅仅 是 可 数 准 紧 性 . 

首先 证 明 如 下 定理 . 

定理 4 设 5' 是 与 可 分 的 赋 范 空间 EE 共 固 的 空间 E* 中 闭 的 单位 球 . 则 在 5* 中 
可 用 度量 

p(f,g) = 52°"|(f-g,%,)|, (2) 
给 定 由 空间 E* 的 弱 * 拓扑 所 诱导 的 拓扑 ,其 中 {x,| 是 空间 五 的 单位 球 $ 中 某 个 固 
定 的 、 可 数 的 处 处 稠密 的 集合 . 
证 明 显然 ,函数 p(f,g) 具 有 距离 的 所 有 性 质 . 此 外 ,p 对 于 位 移 是 不 变 的 :， 


p(f +h,g +h) = p(f,8). 


所 以 ,只 需 验证 在 5 中 由 空间 E* 的 弱 拓 扑 所 定义 的 零 令 域 系 与 在 5 中 由 距 
离 (2) 所 定义 的 零 邻 域 系 等 价 , 即 1) 任 意 “ 球 ” 


Oo. = {f:p(f,0) < el 


包含 $ 与 五 " 中 某 个 弱 零 邻 域 的 交 , 且 2)E" 中 任意 弱 零 邻 域 包含 8$ 与 某 个 0。 
的 交 . 
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取 六 使 得 2” < e/2 ,考虑 弱 零 邻 域 
V = Ve = {ff: | (Fx) | < ee =12，……V 


于 是 ,如 果 f E€ S* my, 则 
p(f,0) = 之 2 | (Ff,x,) |+ 之 2” | (fsx ) | 


N w 
< 2 22 + > 2™ <&, 


n=N+l 


即 S$S NVCQ,. 从 而 论断 1) 得 到 证 明 . 我 们 来 证 明 论断 2). 设 
U = ye 一 {f: | (f,7y1) | < 6,k = 1,2,.",m| 


是 E" 中 某 个 弱 * 零 邻 域 . 可 以 假定 | 和 | 1,k=1,2,…,m. 因为 集 {x,} 在 S 中 处 处 
稠密 ,于 是 可 找到 这 样 的 下 标 nj ,…,n, ,使 得 x -x | <6/2,k=1,2,…,m. 设 NN 
=max(mni mn) 及 =2- 6. 那么 在 Fe moO. 时 ,由 不 等 式 


>2 1)l<a 
得 到 | (f,x,) | <2"e. 特别 ， 
[Of,x,)|< 2%e <2 6 = 6/2. 
因此 我 们 对 所 有 的 =1,2,…,m 得 到 
[O92) | | Or) |+ Cr — x,,) | 
<62+ jj lx < 2 


于 是 S$ 六 0, CU. 定理 证 毕 . 

显然 ,这 个 结果 可 自然 地 推广 到 任意 的 球 ,这 意味 着 也 可 推广 到 任意 有 界 子 集 
MCE'. 

我 们 证 明了 (定理 3) ,从 E* 中 每 一 个 有 界 序列 可 选 出 弱 * 收敛 的 子 序列 . 换 
句 话说 ,在 增补 了 弱 "拓扑 且 与 可 分 的 线性 赋 范 空间 共 斩 的 空间 E* 中 ,每 一 个 有 
界 子 集 MN 是 可 数 准 紧 的 . 但 是 根据 上 面 的 定理 4, 每 一 个 这 样 的 集合 是 可 度量 的 
拓扑 空间 ,而 对 于 度量 空间 , 紧 性 与 可 数 紧 性 是 一 致 的 . 于 是 ,我 们 得 到 如 下 结果 : 

定理 3” 在 与 可 分 的 赋 范 空间 共 轿 的 空间 E* 中 ,任何 有 界 集 MM 在 空间 E* 的 
弱 ” 拓扑 的 意义 下 是 准 紧 的 . 

现在 证 明 , 如 果 E 是 可 分 的 线性 赋 范 空间 , 则 空间 (E* ,5) 中 的 任何 闭 球 在 空间 
"的 弱 " 拓扑 中 是 闭 的 . 

因为 在 空间 五" 中 的 位 移 把 (在 弱 "拓扑 中 的 ) 闭 集 类 变 为 自身 ,那么 只 需 证 明 
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在 弱 拓扑 中 任何 形 如 5S% = {f: | fl <e| 的 球 是 闭 的 . 设 有 h 吴 S.. 按照 泛 函 范 数 的 
定义 ,存在 这 样 的 向 量 x E E, 使 |x| =1, 有 (x) =a>c. 于 是 集 U = 


(x) > 号 是 泛 函 太 的 这 样 一 个 弱 邻 域 ,该 邻 域 连 球 8” 的 一 个 元 都 不 包含 , 因 


此 球 S。 在 弱 拓扑 中 是 财 的 . 
由 所 证 明 的 论断 及 定理 3" 推出 如 下 定理 : 
定理 5 在 与 可 分 的 赋 范 空间 共 轿 的 空间 中 任何 闭 球 在 弱 * 拓扑 中 是 紧 的 . 
前 面 所 叙述 的 关于 苍 空间 中 有 界 集 的 结果 可 以 从 赋 范 空间 转 到 局 部 凸 空间 去 ,关于 这 一 
点 ,例如 可 参看 [42]. 


$ 4. 厂 义 函数 


1. 消 数 概念 的 推广 ”在 分 析 的 各 种 问题 中 ,“ 函数 ”一 词 必 须 从 不 同 程度 的 广 
沁 性 去 理解 . 有 时 所 考虑 的 是 连续 函数 , 而 在 另外 的 问题 中 谈 到 函数 时 必须 假定 一 
次 或 在 干 次 可 微 ,等 等 . 然而 ,在 一 系列 情况 中 , 函数 的 古典 概念 甚至 在 最 广泛 的 意 
义 下 来 解释 , 即 如 对 于 函数 定义 域 中 的 每 一 个 x 值 按 任意 的 规则 都 有 某 一 个 数 y = 
所 zx) 与 之 对 应 ,竟然 也 不 够 . 下 面 是 两 个 重要 的 例子 . 

例 1 党 直线 的 质量 分 布 对 于 给 出 这 个 分 布 的 密度 是 方便 的 . 但 是 如 果 是 在 直 
线 上 有 一 点 , 它 具 有 正 的 质量 ,那么 这 一 分 布 的 密度 显然 不 能 用 任何 “普通 ”的 函数 
来 描述 . 

例 2 应 用 数学 分 析 工 具 于 某 个 问题 ,我 们 会 碰 到 某 些 运算 的 不 可 行 性 . 例如 
(在 茶点 或 其 至 在 所 有 的 点 ) 不 存在 导数 的 函数 ,如 果 把 导数 理解 为 “普通 ”的 函数 ， 
束 不 能 进行 微分 . 当然 ,这 类 的 困难 可 以 避 开 ,比如 说 仅 限于 考虑 解析 函数 的 话 ,但 
是 这 种 可 容许 函数 范围 的 缩小 在 许多 情况 下 是 我 们 十 分 不 愿意 的 . 

然而 ,类 似 的 困难 可 以 不 用 缩小 的 办 法 而 用 本 质 上 推广 孙 数 概念 的 方法 来 克 
服 , 即 引入 所 谓 的 广义 函数 . 我 们 在 前 面 所 研究 的 共 斩 空 间 的 概念 乃 是 引入 相应 定 
义 的 基础 . 

我 们 再 强调 一 下 : 广义 函数 概念 的 引入 完全 不 是 由 尽 可 能 扩充 分 析 概 念 的 意 
图 所 引起 的 ,而 是 完全 由 于 具体 问题 所 导致 的 . 实际 上 ,在 物理 学 中 ,广义 函数 已 经 
应 用 相当 久 了 ,无 论 如 何 也 比 广义 函数 的 严格 数学 理论 的 建立 要 早 . 

在 给 出 精确 定义 之 前 ,我们 先 令 述 构造 广义 函数 的 基本 思想 . 

设 / 是 直线 上 一 个 确定 的 函数 , 它 在 每 一 个 有 限 区 间 上 可 积 , 设 p 是 在 某 一 个 
有 限 区 间 外 为 零 的 连续 函数 (这 样 的 函数 我 们 今后 称 之 为 有 限 支 集 的 ). 对 于 每 一 个 
明 数 p 可 借助 于 确定 的 函数 刀 使 数 


Cp) = { Na)p(z)d (1) 
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与 之 对 应 (实际 上 ,由 于 wp(x) 的 有 限 支 集 性 质 , 积 分 是 对 某 个 有 限 区 间 而 取 的 ). 换 
句 话说 ,了 消 数 1 可 以 看 成 是 在 某 一 个 有 限 支 集 函 数 空间 上 的 泛 函 (根据 积分 的 基本 
性 质 , 泛 函 是 线性 的 ). 然而 ,可 在 这 样 一 个 空间 引入 的 一 切 泛 阻 并 不 限于 形 如 (1) 
的 泛 函 . 例如 ,使 每 一 个 函数 p 对 应 于 它 在 点 x =0 的 值 ,我 们 便 得 到 不 可 表 为 形 如 
(1) 的 线性 泛 函 . 这 样 一 来 函数 1x) 以 自然 的 方式 包含 在 某 个 更 广 的 集中 一 一 在 有 
限 支 集 函数 上 所 有 线性 泛 函 的 集合 中 . 

可 用 不 同 的 方式 选择 函数 p 的 范围 ,例如 可 以 选取 所 有 连续 的 有 限 支 集 晃 数 . 
然而 ,今后 将 清楚 ,除了 连续 性 与 有 限 支 集 性 之 外 ,还 要 求 可 容许 函数 p 满足 充分 严 
格 的 光滑 性 条 件 是 合理 的 . 

2， 基 本 函数 空间 ”现在 给 出 精确 的 定义 . 在 直线 上 考虑 具有 任意 阶 连 续 导数 
的 所 有 有 限 支 集 函 数 p 的 总 体 KW. 属于 天 的 函数 构成 线性 空 x 间 (具有 函数 的 通常 加 
法 及 数 乘 两 种 运算 ). 在 这 个 空间 不 能 引入 与 下 面 所 叙述 的 定理 相应 的 范 数 ,然而 在 
这 个 空间 中 可 用 自然 的 方法 引入 收敛 概念 . 

设 | 9,| 四 中 元 的 序列 ,如 果 1) 对 任何 p。E K, 存 在 区 间 , 在 其 外 wm, 为 零 & ; 
2)k 阶 (k=0,1,2,…) 导 数 @ 序 列 |pg%m 在 此 区 间 上 一 致 收敛 于 gp. (并 不 假定 对 
不 同 的 上 下 必修 的 致 性 . ) 则 称 {fe,} 收敛 于 郴 数 p E 天 . 

在 其 中 定义 了 上 述 收 敛 性 的 线性 空间 ,我 们 把 它 称 为 基本 空间 ， 而 其 元 素 称 
为 基本 函数 

不 难 叙 述 K 中 的 这 样 的 拓扑 ,K 中 所 给 出 的 收敛 性 从 属于 这 一 拓扑 . 这 一 拓扑 由 零 邻 域 系 生 
成 ,其 中 每 一 零 邻 域 系 由 正 连 续 函 数 的 有 限 组 y ,y, ,… ,y 给 定 ,并 且 由 对 所 有 的 * 满足 
[p(x) |< yo(x) | (x) | < Yn %) 
的 那些 属于 天 的 函数 组 成 . 请 读者 验证 ,前 面 所 叙述 的 大 中 的 收敛 性 实际 上 从 属于 这 一 拓扑 

习题 ”用 天 ,表示 空间 天 的 由 所 有 在 闭 区 间 [ -m,m] 外 为 零 的 函数 p E 天 所 组 成 的 子 空间 . 

在 空间 K, 中 令 


lol. = sup lp™ (x)|, n=0,1,2,. 
| x |<m 


可 引入 可 数 赋 范 空间 的 结构 . 试验 证 在 空间 K,, 中 由 这 个 范 数 系 所 生成 的 拓扑 ( 它 对 应 于 序列 收 
敛 性 ) 与 在 天 中 由 前 述 空间 天 中 的 拓扑 (收敛 性 ) 所 诱导 的 拓扑 ( 它 对 应 于 收敛 性 ) 重合 . 显然 


Ki CKk,C…CKk,C…, 同 时 K = UK, 试 证 明 集 QCK 当 且 仅 当 存 在 这 样 的 m 使 得 0 是 可 数 赋 


m=1 


范 空间 K,, 的 有 界 子 集 时 对 在 天 中 引入 的 拓扑 是 有 界 的 . 设 了 是 空间 天 上 的 线性 泛 函 , 试 证 明 下 
述 四 个 条 件 等 价 :(a) 泛 函 7 对 空间 KK 的 拓扑 连续 ;(b) 泛 函 7 在 每 一 个 有 界 集 QCK 上 有 界 ;(e) 
如 果 p,。E 天 且 p, 一 0( 在 天 中 引入 的 序列 收敛 的 意义 下 ) ,那么 7T(q,) 一 0;(d) 对 于 每 一 个 m, 泛 
函 7 在 子 空间 K,, CK 上 的 收缩 7, 是 天 , 上 的 连续 泛 函 . 


OO@ 在 其 外 函数 p 为 零 的 区 间 ,对 于 不 同 的 w E K, 可 能 不 同 . 
@ 零 阶 导数 照例 应 理解 为 函数 本 号. 
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3. 广义 函数 

定义 1 基本 空间 天上 的 任意 连续 泛 函 7(ep) 称 为 (给 定 在 直线 - <x<o 上 
的 ) 广 义 函 数 . 并 且 泛 函 的 连续 性 理解 为 :如 果 序 列 p, 在 基本 空间 天 中 收敛 于 p, 则 
TUp,) 一 了 (P). 

自 先 ,我 们 指出 ,任何 在 任意 有 限 区 间 上 可 积 的 函数 f(x) 生成 某 一 个 广义 函数 
事实 上 ,表达 式 


Tp) = | fx)p(r) ds (2) 


是 KK 上 的 线性 连续 泛 函 . 这 样 的 广义 函数 我 们 今后 称 为 正则 的 ,而 任何 其 他 的 , 即 不 
能 表 为 (2) 式 的 广义 函数 称 为 奇异 的 . 
我 们 来 举 出 奇异 广义 函数 的 一 些 例子 . 
(1)“6 轴 数 ”. 
7(p) = 9(0). 
这 是 上 的 线性 连续 泛 函 ,按照 前 面 所 引入 的 术语 , 即 是 广义 函数 . 把 5(x) 理解 为 
当 x 天 0 时 为 零 ,在 点 x =0 变 为 无 穷 的 “函数 ”, 使 得 
「 6(x)dx = 1， 
这 个 泛 函 通常 记 成 如 下 形式 ， 
| s(oDe(o)dx (3) 


我 们 已 在 $1 把 5 函数 作为 定义 在 某 个 闭 区 间 上 的 所 有 连续 函数 的 空间 上 的 泛 
呐 而 人 钱 究 过 了 . 然而 把 6 函数 作为 K 上 的 泛 函 来 研究 有 一 定 的 优越 性 ,比如 说 ,对 于 
它 可 引入 导数 的 概念 . 

(2)“ 移 位 的 6 图 数 ”… 设 


T(¢p) = g(a). 
这 个 泛 艺 与 (3) 式 类 似 ,自然 可 记 为 形式 


1 5sG _ aeo(xz)dx (4) 


(3)“6 函数 的 导数 ”. 与 每 一 个 pg E 天 对 应 的 数 是 pg'(0). 下面 我 们 将 作 些 解 
释 ,为 什么 可 把 这 个 泛 函 看 作 是 第 一 个 例 中 泛 函 的 导数 . 

(4) 考虑 函数 1/x. 它 在 包含 零点 的 任何 区 间 上 都 不 可 积 . 然而 ,对 于 每 一 个 
op E 天 ,积分 
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[23 dx 
在 柯 西 主 值 的 意义 下 存在 且 有 限 . 事实 上 
{p(x) az= | p(x) Tq 
_ 「 p(x) ~ p(0) ]， + Pp(0) 


这 里 ,( -R,R) 是 这 样 的 区 间 , 在 其 外 p 变 为 零 . 右边 的 第 一 个 积分 在 通 沼 的 意义 下 
存在 (积分 号 下 是 连续 函数 ) ,而 第 二 个 积分 在 主 值 的 意义 下 等 于 零 . 于 是 ,1/x 在 天 
上 定义 了 某 个 泛 函 , 即 广 义 函 数 . 可 以 证 明 , 例 1 一 4 中 所 举 出 的 广义 果 数 没有 一 个 
是 正则 的 ( 即 不 能 表 为 如 (2) 式 中 的 任何 局 部 可 积 函 数 .三 )， 

4. 广义 函数 的 运算 ”对 广义 函数 , 即 开 上 的 线性 连续 泛 函 ,定义 了 加 法 运算 和 
数 乘 运算 . 同时 ,显然 对 正则 广义 函数 ( 即 直线 上 “通常 ”的 函数 ) ,作为 广义 函数 ( 即 
线性 泛 函 ) 的 加 法 与 函数 的 通常 的 加 法 相 一 致 . 数 滋 也 是 这 样 . 

在 广义 函数 空间 中 引入 极限 过 程 的 运算 . 我 们 称 广义 函数 序列 {1 收敛 于 了 ,是 
指 对 每 个 p E 天 ,满足 关系 


(f.,9) 一 (jp). 
换 句 话说 ,广义 函数 序列 的 收敛 性 定义 为 它 在 天 中 每 个 元 上 的 收敛 性 . 具有 这 一 收 
敛 性 的 广义 函数 空间 记 为 天 ”. 
如 果 a 是 无 穷 次 可 微 图 数 , 则 目 然 地 用 公式 
(af,p) = (ap) 
定义 广义 函数 乘 以 a 的 积 (等 式 右边 的 表达 式 有 意义 ,因为 ap E K). 所 有 这 些 运 
算 一 一 加 法 、 数 乘 、 乘 以 无 穷 次 可 微 函 数 都 是 连续 的 . 
我 们 不 引入 两 个 广义 函数 的 积 . 可 以 证 明 , 如 果 要 求 这 一 运算 是 连续 的 ,那么 不 
可 能 定义 这 样 的 积 , 而 对 正则 的 广义 函数 ,这 与 通常 的 函数 乘法 一 致 . 
现在 对 广义 函数 定义 微分 运算 并 研究 它 的 性 质 . 
首先 设 了 是 天 上 的 泛 函 ,这 泛 函 是 由 某 个 连续 可 微 函 数 / 确定 的 : 


T(g) = | Na)p(s)dx 
由 公式 
(9) = | /op(e)d 


确定 的 泛 函 d7Zdx 目 然 可 叫做 了 的 导数 . 进行 分 部 积分 并 考虑 到 每 个 基本 上 盟 数 p 在 
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某 个 有 限 区 间 外 变 为 零 ,我 们 便 有 
Sp) = | f(x) = -人 Na)ep'(z)de 


于 是 ,我 们 得 到 其 中 不 含有 /的 导数 的 9 的 表达 式 . 这 一 想法 提示 我 们 作 如 下 定义 : 
定义 2 由 公式 


(9) = - 7T(9') 


定义 的 泛 函 称 为 广义 函数 7 的 导数 全 


显然 ,由 这 个 公式 定义 的 泛 函 是 线性 的 且 连 续 , 即 是 广义 函数 ,类 似 地 可 定义 二 
阶 \ 三 阶 以 及 更 高 阶 的 导数 . 

在 用 符号 表示 广义 导数 的 同时 ,我 们 将 用 通常 的 符号 了 ' 来 表示 天 在 刚才 定义 
的 意义 下 来 理解 ) 的 导数 . 

由 广义 郑 数 的 导数 的 定义 可 直接 推出 如 下 论断 : 

1. 任何 广义 函数 有 任意 阶 的 导数 . 

2. 如 果 广 义 函 数 的 序列 |f} (在 广义 函数 收敛 的 意义 下 ) 收敛 于 广义 函数 户 则 
{f1 的 导数 序列 {f ,| 收敛 于 极限 函数 的 导数 1'. 这 一 事实 对 任意 阶 导 数 痢 为 真 . 

、 这 等 价 于 任何 由 广义 函数 构成 的 收敛 级 数 可 进行 任意 次 数 的 逐 项 微分 . 

现在 来 研究 几 个 例子 . 

例 1 由 前 面 所 说 的 ,显然 如 果 f 是 正则 的 ( 即 “ 真 正 的 ”) 函数 ,其 导数 人 存在 且 
连续 (或 逐 段 连续 ) ,那么 它 的 导数 作为 广义 函数 的 导数 与 其 通常 意义 下 的 导数 
一 致 

例 2 设 

1, 当 x > 0， 


f(x) -| (5) 
0, 当 x 三 0. 


这 个 函数 称 为 幸 维 赛 德 ( Heviside) 函数 , 它 定义 了 线性 泛 函 : 
(ie) = | wd 
按照 广义 函数 的 导数 定义 ,我 们 有 
Up) =- Ge) =-| p(x)dr = p(0) 


(因为 p 在 无 穷 远 处 为 零 ). 于 是 赫 维 赛 德 函数 (5 ) 的 导数 是 6 函数 . 
例 3 由 例 1 及 2 显然 知 ,如 果 f 是 在 点 X1 ,2 9 … 分 别 有 跃 度 h, ,hs 9 … 的 图 数 ， 
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它 在 其 余 的 点 上 (在 通常 意义 下 ) 可 微 ,那么 它 的 (作为 广义 函数 的 ) 导数 是 通常 导 
数 .六 (在 导数 广 存 在 的 那些 点 上 ) 与 形 如 > ju6(x - x;) 的 表达 式 之 和 . 

例 4 把 导数 定义 应 用 于 6 函数 ,得 其 导数 为 一 泛 函 ,该 泛 函 在 K 中 每 个 函数 上 
具有 值 p'(0). 而 这 正 是 我 们 前 面 称 之 为 “6 函数 的 导数 ”的 那个 泛 函 . 

例 5 研究 级 数 


> nn (6) 
它 的 和 是 周期 为 27 的 函数 ,该 函数 在 闭 区 间 [ -7,7] 上 由 公式 
3 = 当 0 <x<7, 
fx) = - 2 当 -7 丰 去 %<0， 
0 ， 当 x =0 
确定 . 其 广义 导数 等 于 
— + 7 之 5(0x — 2k7 ). (7) 


这 是 某 个 广义 函数 (把 它 应 用 于 任意 有 限 支 集 函 数 g(x) 我 们 总 是 得 到 仅 有 有 限 个 
异 于 零 的 项 ). 另 一 方面 ,对 级 数 》 sm ze 逐 项 微分 ,我 们 得 到 发 散 级 数 


oo 
> COS nNn%X. 
n=1 


然而 在 广义 函数 收敛 性 的 意义 下 这 个 级 数 是 收敛 的 [ 即 收敛 于 表达 式 (7)]. 于 是 ， 
广义 函数 概念 可 以 容许 在 通常 意义 下 发 散 的 级 数 和 有 完全 确定 的 意义 . 许多 发 散 积 
分 也 是 如 此 . 在 量子 场 论 和 理论 物理 一 些 领 域 中 经 常 碰 到 的 就 是 这 种 情况 . 其 实 ,在 
用 传 里 叶 方法 解数 学 物理 方程 的 初等 问题 时 就 已 发 生 这 种 情况 . 例如 在 解 弦 振动 方 
程 5 =a 5 时 出 现 的 三 角 级 数 , 它 仅 在 广义 函数 论 的 意义 下 有 对 x 及 的 二 阶 导 
数 . 就 是 说 ,也 仅 在 广义 函数 论 的 意义 下 三 角 级 数 满足 方程. 

5. 基本 函数 范围 的 充足 性 ”我 们 已 经 把 广义 函数 定义 为 某 一 个 空间 上 的 线性 
泛 函 , 即 无 穷 次 可 微 的 有 限 支 集 函 数 空间 KK 上 的 线性 泛 函 . 也 可 选任 何其 他 的 空间 
作为 基本 空间 . 我 们 来 研究 把 K 选 定 为 基本 函数 空间 的 一 些 想法 . 这 些 想法 已 被 应 
用 到 其 他 情况 . 在 K 的 元 上 加 上 有 限 支 集 性 与 无 穷 次 可 微 的 强 条 件 后 ,一 方面 我 们 
得 到 广义 函数 的 一 个 更 大 的 范围 (基本 空间 的 缩小 显然 导致 共 斩 空 间 的 扩大 ) ,而 在 
另 一 方面 我 们 得 到 了 把 分 析 的 诸 基本 运算 ( 取 极 限 、 微 分 ) 应 用 于 广义 函数 的 更 大 自 


$4. 广义 函数 .15S7 . 


由 . 而 同时 基本 函数 空间 K 并 不 太 罕 . 在 这 个 空间 中 有 充分 多 的 元 ,借助 它们 足以 区 
别 连续 函数 . 确切 地 说 , 设 f 与 fp 是 直线 上 两 个 不 同 的 连续 函数 (因此 它们 是 局 部 
可 积 的 ). 那么 存在 这 样 的 函数 p E K, 使 得 


AAUOL EA (8) 


实际 上 , 置 Ax) = 有 h(x) -p(x). 如 果 f(x) 圭 0, 那么 存在 这 样 的 点 xo, 使 得 
拟 xo) 天 0. 于 是 所 zx) 在 包含 点 wo 的 某 一 个 开 区 间 (a,B) 内 保持 符号 不 变 . 考虑 函数 
CB Ca) , 当 a <x <Bp, 
0 ,对 其 余 的 x. 


这 个 函数 在 (a,p) 外 为 零 ,而 在 这 个 开 区 间 内 为 正 . 此 外 , 它 有 所 有 各 阶 导数 ,于 是 
p E 及 (试验 证 在 点 x=w 与 =B 导数 存在 !) 同 时 ,显然 


p(x) = | 


| Ko)e(s)dz = [ae(od 0. 


于 是 我 们 便 证 明了 ,对 于 区 分 任意 两 个 连续 函数 ,空间 KK 是 足够 了 

6. 按 导数 求 函数 . 广义 函数 类 中 的 微分 方程 ”微分 方程 是 应 用 广义 函数 理论 
的 基本 领域 之 一 . 即 与 微分 方程 有 关 的 问题 在 很 大 程度 上 促进 了 这 一 理论 的 发 展 . 
基本 上 是 应 用 于 偶 微 分 方程 ,我 们 不 准备 在 这 里 讨论 ,然而 ,我 们 在 这 里 仅 涉 及 由 广 
义 函数 解 ( 常 ) 微 分 方程 的 某 些 简单 问题 . 我 们 从 最 简单 的 形 如 


y = f(x) 


的 方程 开始 (Kx) 是 广义 的 或 “普通 ”的 函数 ) , 即 由 按 其 导数 求 该 函数 的 问题 开始 . 
先 从 .FE0 的 情况 开始 . 
定理 1 只 有 常数 才 是 方程 


y =0 (9) 
(在 广义 函数 类 中 ) 的 解 . 
证 明 ”方程 (9) 意味 着 对 任意 的 基本 函数 wp E 天 ， 
\ 
(Y ,p) = (y, -9') =0. (10) 


考虑 这 样 一 些 基 本 函数 的 集合 K'” ,其 中 每 一 个 都 可 以 表 为 某 个 基本 函数 的 导数 . 
显然 ,K" 是 KK 中 的 线性 子 空间 . 令 pg1(x) = -pg'(x). 当 9 遍历 K 时 函数 91 遍历 
K" ,等 式 (10) 定 义 了 天 上 的 泛 函 y. 


中 这 一 论断 也 可 推广 到 本 质 上 比 连续 函数 更 为 一 般 的 函数 上 去 ,但 是 ,为 此 须 利 用 勒 贝 格 可 积 性 的 概 
念 ,这 一 概念 将 在 下 一 章 谈 到 . 
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现在 我 们 指出 , 当 且 仅 当 | 
「 p(x)dx = 0 (11) 


时 基本 函数 wp 属于 K'", 即 KV 是 泛 函 「 p(x)dx 的 核 . 实际 上 ,如 果 p(x) = 
(x) , 则 


= 0. (12) 


oo 
一 0 


| oC) ds = yo) 
反之 ,表达 式 
y(z) = | y(t (13) 
是 无 穷 次 可 微 函数 . 如 果 (11) 成立 , 则 yw(*) 是 有 限 支 集 函 数 ,其 导数 等 于 p(x). 按 
照 第 三 章 $1 第 6 段 的 结果 ,可 把 任意 基本 函数 p E kK 表 为 
p=9 +cp (pi ERKD)， 
其 中 po 是 一 个 固定 的 基本 函数 , 它 不 属于 K 人 " 且 满 足 条 件 


| wz)d = 1. 


c=| pdx 有 pi(o) = p(x) -epols). 


于 是 ,如 采 给 定 泛 函 y 在 基本 函数 po(x) 上 的 值 ,那么 它 就 在 整个 K 上 单 值 确 
定 . 令 (y,8o) =a, 得 


(y,9) = (y,91) +c(y,po) = af 9(%)d = [aps) dx, 


即 广义 函数 y 是 常数 a, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
由 此 推出 ,如果 两 个 广义 函数 /与 g 满足 等 式 f' =g', 则 f-g = const. 
现在 来 研究 方程 
yY = f(x), (14) 


其 中 所 zx) 是 任意 广义 函数 . 
定理 2 方程 (14) 对 每 一 个 上 FE K* 有 属于 天 "的 解 . 
这 个 解 很 目 然 地 称 为 广义 函数 了 的 原 函 数 
证 明 方程 (14) 表 明 ,对 每 个 基本 函数 p E 天 
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(y',p) = (y, -9') = (f,9). (15) 
这 个 等 式 在 K'" 的 所 有 基本 函数 pg, 上 定义 了 泛 函 y 的 值 . 


(9,91) = (1, -| 91(8) a) 
现在 利用 前 面 所 得 中 元 的 表示 式 


Pp = JI + Copo: 
置 (y,po) =0, 我 们 从 而 在 整个 KK 上 补充 定义 了 泛 函 y, 即 


(y,9) = (y,91) = (#, -人 91(é) aé). 
很 容易 验证 这 个 泛 函 是 线性 的 并 且 连 续 . 此 外 , 它 满足 (14) 式 . 实际 上 ,对 每 一 p EK 
09) = (7, -9) = (ff p'(é) dé)= ep) 

这 样 ,对 每 一 个 广义 函数 f(x) ,方程 
z yY” = f(x) 
的 解 存在 , 即 每 一 个 广义 函数 都 有 原 函 数 . 根据 定理 1, 这 个 原 函 数 被 函数 f(x) 除 不 
计 一 个 常数 项 外 唯一 确定 . 

所 得 到 的 结果 很 容易 转 到 线性 方程 组 的 情形 . 在 这 里 我 们 仅 限于 相应 地 叙述 这 


个 结果 而 把 证 明 略 去 . 
考虑 含有 个 未 知 函数 ”个 齐 次 方程 的 线性 微分 方程 组 


y! = a(x)ys, i = 1,2,.,n, (16 ) 
k=1 


其 中 a 是 无 穷 次 可 微 的 函数 . 这 样 的 方程 组 有 某 些 “ 古 典 解 ”( 即 可 表 为 “普通 ”的 ， 
同时 又 是 无 穷 次 可 微 的 函数 的 解 ). 可 以 证 明 ,在 广义 函数 类 中 ,方程 组 (16) 没有 任 
何 新 的 解 . 

对 于 非 齐 次 方程 组 


yi = > aa + (17) 
在 1 


(其 中 卢 是 广义 函数 ,而 ax 是 “普通 ”的 无 穷 次 可 微 函 数 ) , 解 在 广义 函数 类 中 存在 并 
且 除 不 计 齐 次 方程 组 (16 ) 的 任意 解 外 被 确定 . 

如 条 在 方程 组 (17) 中 不 仅 wx ,而 且 f 都 是 “普通 ”函数 , 则 这 个 方程 组 的 所 有 在 
K 中 的 解 同样 是 普通 函数 . 

7. 茶 些 推广 ”前面 我 们 研究 了 “一 元 实 变量 ”广义 函数 , 即 直 线 上 的 广义 函数 . 
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基于 这 种 基本 思想 ,可 引入 在 有 界 集 上 的 广义 函数 ,比如 说 ,在 闭 区 间 上 或 圆周 上 的 
广义 函数 ,多 变量 的 广义 函数 , 复 变 量 的 广义 函数 ,等 等 . 最 后 ,对 于 直线 上 的 广义 限 
数 ,我 们 在 前 面 所 给 的 定义 远 不 是 唯一 可 能 的 . 我 们 来 简略 地 研究 一 下 上 面 所 列举 
的 诸 类 型 的 广义 函数 中 的 某 些 广义 函数 . 

a) 多 交 量 函 数 ”在 nn 维 空间 中 考虑 这 样 一 些 函 数 g(xi ,x,,…,%,) 的 总 体 K": 
这 些 函 数 对 所 有 变量 有 任意 阶 偏 导数 , 且 其 中 每 一 个 函数 都 在 某 一 个 平行 六 面体 

a, 二 x,b., 1=1,2,.…,n 

之 外 为 零 . 这 个 及 是 线性 空间 (具有 通常 的 加 法 运算 和 数 乘 运算 ) ,在 这 个 空间 中 可 
用 下 述 方式 引入 收敛 性 :如 果 存 在 这 样 的 平行 六 面体 a,<x; 6;,i=1,2,…,n, 在 其 
外 每 个 函数 mw 等 于 零 , 而 在 这 个 平行 六 面体 内 ,对 于 每 个 固定 的 非 负 整数 组 a ,… 
Qa 成 立 一 致 收敛 


ao ep (vo 2) 
OX OX 0DX OX (Za 一 )， 

Re 上 的 任何 线性 连续 泛 函 称 为 元 广义 函数 任何 在 n 维 空间 的 任 一 有 界 区 域 

可 积 的 “普通 ”n 元 函数 fx) 同时 又 是 广义 函数 . 与 此 函数 对 应 的 泛 函 的 值 由 公式 
(fsp) = [fx) pd (x = (oo) ,dx = ddzn) 

确定 . 如 同 在 n=1 的 情况 一 样 ,不 同 的 连续 函数 确定 不 同 的 泛 函 ( 即 是 不 同 的 广义 
函数 ). 

对 于 元 广义 函数 ,极限 概念 .导数 概念 等 等 可 借助 与 一 元 的 情况 一 样 的 方法 
引入 . 例如 ,广义 函数 的 偏 导 数 由 公式 

(= ,p(s)) = (-1)° (A%), i | 


2» 
0X]11 OX” “0x” 


引入 . 由 此 显然 可 见 , 每 一 个 nn 元 广 尺 攀 娄 都 存 在 任意 阶 偏 导数 
b) 复 广义 函数 “现在 取 在 直线 上 无 穷 次 可 微 的 .具有 有 限 支 集 的 复 值 函数 作 


为 基本 函数 . 在 这 样 的 函数 的 空间 R 上 的 线性 泛 函 自然 就 称 为 复 广义 函数 . 注意 ,在 
复线 性 空间 中 存在 线性 泛 函 与 共 罗 线 性 泛 函 . 前 者 满足 条 件 (a 是 数 ) 


(f,ap) = a(f,9), 
而 后 者 满足 条 件 
(f,ap) = a(f,9). 


如 果 f(x) 是 直线 上 普通 的 复 值 函 数 ,那么 可 以 用 两 种 方式 把 尺 上 的 线性 泛 函 与 


$4. 广义 函数 . 161 . 


对 应 : 
Jp) = 人 Ka)p(s)d (18)) 
及 
(ep) = | FoDe(z)dx (18,) 
也 可 以 把 两 个 共 簿 线性 泛 函 与 这 个 函数 Kx) 相对 应 , 即 
te) = | fs)g x) (18,) 
及 
(fp) = | Fs) p(x) dx, (18,) 


从 四 种 可 能 中 选择 一 种 就 意味 着 确定 了 一 种 把 “普通 ”函数 空间 插入 广义 函数 空间 
的 方法 . 复 广义 函数 运算 的 定义 与 前 面 对 实 函数 所 作 的 定义 类 似 . 

c) 圆周 上 的 广义 函数 ”研究 给 定 在 某 个 有 界 集 上 的 广义 函数 有 时 是 有 益处 
的 . 作为 最 简单 的 例子 ,我 们 来 研究 圆周 上 的 函数 . 对 圆周 上 无 穷 次 可 微 函数 的 总 
体 ,在 用 通常 的 方式 定义 了 加 法 运算 及 数 乘 运 算 以 后 ,我 们 便 把 它 取 作 基 本 函数 空 
间 . 在 这 个 函数 空间 中 的 函数 序列 | p,(%)| 称 为 收敛 的 ,是 指 如 果 对 于 每 一 个 k=0， 
1,2,…, 导 数 序列 | pg,”(x)| 在 整个 圆周 上 一 致 收敛 . 因为 在 这 里 变量 的 整个 集合 
(圆周 ) 是 有 界 的 ,基本 函数 有 限 支 集 性 条 件 自动 失 去 意义 . 我 们 把 这 个 空间 上 的 线 
性 泛 函 称 为 圆周 上 的 广义 函数 . 

圆周 上 的 每 一 个 普通 函数 都 可 以 看 作 是 给 定 在 整个 直线 上 的 周期 函数 . 把 这 种 
想法 搬 到 广义 函数 上 来 ,可 把 圆周 上 的 广义 函数 与 周期 广义 函数 联系 起 来 . 同时 ,很 
目 然 把 对 任何 基本 函数 p 满足 条 件 


(f(x) ,p(x -a)) = (Kx),p(x)) 
的 泛 函 f 称 为 (以 a 为 周期 的 ) 周 期 广义 函数 . 我 们 在 前 面 已 经 提 到 过 的 函数 


oo 1 oo 
之 co8 nx =- + 了 之 6% — 2k7) 


可 作为 周期 广义 函数 的 例子 . 

d) 其 他 的 基本 空间 前 面 ,我 们 把 直线 上 的 广义 函数 定义 为 无 穷 次 可 微 的 、 具 
有 有 限 支 集 的 函数 空间 K 上 的 线性 泛 函 . 然而 ,基本 空间 的 这 种 选择 不 是 唯一 可 能 
的 . 例如 , 代 兰 有 限 支 集 清 数 空间 K, 可 以 取 这 样 的 更 宽 的 空间 作为 基本 空间 : 它 由 
在 直线 上 无 穷 次 可 微 的 函数 p(x) 组 成 ,其 中 g(x) 连同 其 各 阶 导 数 比 17 |x| 的 任何 
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次 震 下 降 得 更 快 . 确切 地 说 ,如 果 对 任意 固定 的 p,qg =0,1,2,… 存 在 这 样 的 常数 C,， 
( 它 依赖 于 p,g 与 p) ,使 得 


[xzp (x)|<C p,g? ~-%®% <x%X<%, (19) 


则 认为 p(x) 属 于 这 个 基本 函数 空间 ,这 个 空间 记 为 S。. 5。 中 的 收敛 性 用 下 述 方式 
定义 :如 果 对 于 每 一 个 g=0,1,… 序 列 | ps”(x)| 在 任意 一 个 有 限 区 间 上 一 致 收敛 ， 
且 如 果 在 不 等 式 


[x gp!" (x) | < C,,y 


中 常数 C, ,可 选择 得 不 依赖 于 nn, 则 称 序列 | q(x) 1 收敛 于 p(x). 
同时 ,这 样 得 到 的 广义 函数 的 范围 比 空间 的 情形 稍微 罕 了 一 些 . 例如 ,水 数 


f(x) = 


是 天 上 的 线性 连续 泛 函 ,而 在 S。 上 则 不 是 . 选择 5, 作为 基本 函数 空间 有 其 方便 之 
处 ,例如 研究 广义 函数 的 侍 里 叶 变 换 时 就 是 这 样 . 

正如 广义 函数 理论 的 发 展 所 表明 的 那样 ,一 般 并 不 需要 将 它 本 身 一 劳 永 逸 地 用 

基本 空间 的 某 种 固定 选择 联系 起 来 ,而 根据 所 研究 问题 的 范围 采取 不 同 的 作法 是 适 

宜 的 . 并 且 , 毕 竞 本质 的 要 求 在 于 一 方面 使 基本 函数 “充分 地 多 ”( 以 使 借助 于 这 些 
基本 函数 来 区 分 “普通 ”函数 ,或 者 更 准确 地 说 ,区 分 正则 函数 ) ,而 另 一 方面 要 使 这 
些 基本 函数 具有 充分 的 光滑 性 . 

习题 ”试验 证 ,在 空间 $。 中 ,例如 可 以 令 

lel, = 之 sup |(1+ |x|)p" (x)| 


Ogi<p 
Ogj<g 


而 引入 可 数 赋 范 空间 的 结构 ,并 验证 ,在 前 面 所 定义 的 意义 下 在 $。 中 收敛 的 序列 ,在 用 这 种 范 数 
确定 的 拓扑 中 也 收敛 
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1. 线性 算 子 的 定义 与 例 设 E 与 5 是 两 个 线性 拓扑 空间 , 称 满足 条 件 
A(ax! +Bx,) = a4xi + BAx, 
的 映射 
y=Ax (xEE,yEE.) 


为 从 五 作用 到 E, 内 的 线性 算 子 . 所 有 使 映射 4 有 定义 的 x EE 的 总 体 Ds 称 为 算 子 
4 的 定义 域 . 一 般 地 说 ,不 能 假定 D, =E, 然 而 我 们 总 假定 D。 是 线性 流 形 , 即 如 果 %， 
y E D, , 则 对 于 任何 a,B,ax +By E€ D,. 
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如 末 对 于 点 yo =4xo(xo E Di) 的 任意 邻 域 了 存在 点 ‰ 的 这 样 一 个 邻 域 U0, 使 得 
当 xEVnD 时 ,Ax EV, 则 称 算 子 4 在 点 x 连续 . 如 果 算 子 4 在 每 一 点 x E Ds 都 
连续 , 则 称 算 子 4 连续 . 

当天 和 五 是 赋 范 空间 时 ,这 个 定义 与 下 述 定 义 等 价 : 如 果 对 于 任意 e >0 存在 
这 样 的 6 >0 ,使 得 从 不 等 式 


lz <6 (x',x"€D,) 
可 推出 
| Ax’ -Ax"| < se， 


则 称 算 子 4 是 连续 的 . 

使 Ax =0 的 x EE 的 集合 称 为 线性 算 子 4 的 核 ,并 记 为 Ker4. 对 于 某 个 x E 也 ， 
使 得 y=Ax 的 y E E, 的 集合 称 为 线性 算 子 4 的 象 ,并 记 为 In4. 就 像 核 一 样 ,线性 算 
子 的 象 也 是 线性 流 形 . 如 果 算 子 连续 且 D, = 记 , 则 Ker4 是 子 空间 , 即 Ker4 是 闭 的 . 
至 于 线性 连续 算 子 的 象 ,甚至 当 D, =E 时, 它 也 不 一 定 是 包 中 的 子 空间 . 

在 本 章 一 开始 所 引入 的 线性 泛 函 的 概念 是 线性 算 子 的 特殊 情况 . 即 线性 泛 函 是 
从 给 定 的 空间 到 实 直线 R 上 的 线性 算 子 . 当 E, =R 时 , 算 子 的 线性 性 质 与 连续 性 的 
定义 变 成 先前 对 泛 函 引入 的 相应 定义 . 

正 是 这 样 一 系列 下 面 将 要 对 于 线性 算 子 来 令 述 的 后 继 概 念 与 事实 乃 是 本 章 8 1 
已 阐述 的 适用 于 线性 泛 函 的 诸 结 果 的 十 分 自然 的 推广 . 

线性 算 子 的 例 . 

例 1 设 E 是 线性 拓扑 空间 ,对 所 有 的 x EE 令 


Ix =&X. 


这 个 算 子 把 空间 中 每 个 元 变 到 其 自身 , 称 为 单位 算 子 . 
例 2 设 E 与 6 是 任意 线性 拓扑 空间 且 对 所 有 x EE 


Ox =0 


(这 里 0 是 空间 E, 中 的 零 元 ) , 则 0 称 为 零 算 子 . 

例 3 把 有 限 维 空间 变 为 有 限 维 空间 的 线性 算 子 的 一 般 形式 . 设 4 是 把 具有 基 
e1,…,e, 的 n 维 空间 R" 映 人 具有 基 f/,…,f, 的 m 维 空间 R" 的 线性 算 子 . 如 果 * 是 
R" 中 任意 一 个 向 量 ,那么 


% = 之 vier 
根据 算 子 4 的 线性 性 质 
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4x = V whe, 
1 


于 是 ,如 有 打 知 道 了 算 子 4 把 基 向 量 e, ,… ,e, 变 为 什么 , 则 算 子 4 就 给 定 了 . 考虑 向 量 
4e， 对 基 ff,… ,ff 的 展开 ,有 


4e; = 2 ou 


由 此 很 明显 , 算 子 4 由 系数 矩阵 | au | 确定 . 空间 R" 在 R” 内 的 象 乃 是 线性 子 空 
间 ,其 维 数 显然 等 于 矩阵 | au | 的 秩 , 即 在 任何 情况 下 其 维 数 都 不 超过 n. 注意 , 任 
何在 有 限 维 空间 中 所 给 定 的 算 子 自然 是 连续 的 . 

例 4 研究 布尔 伯 特 空间 五 和 在 有 内 的 子 空间 五. 将 五 展 成 子 空间 有 HH 与 其 正 
交 补 的 直 和 , 即 把 每 个 元 h E 五 表 为 


h=h +h, (heH,h,eh,) 
的 形式 , 令 Ph = 有 hi. 这 个 算 子 自然 称 为 五 到 五 上 的 正 交 射影 算 子 . 不 难 验 证 其 线性 


性 质 与 连续 性 
例 5 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 函数 的 空间 内 考虑 由 公式 


p(s) = | KGsDe(Dd (1) 


定义 的 算 子 , 其 中 K(s,t) 是 某 个 固定 的 二 元 连续 函数 . 函数 y(s) 对 任意 连续 函数 
p(t) 是 连续 的 ,所 以 算 子 (1) 实 际 上 把 连续 函数 空间 变 到 自身 . 其 线性 性 质 是 显然 
的 . 为 了 谈论 它 的 连续 性 ,必须 预先 指出 在 我 们 的 连续 函数 空间 考虑 怎样 的 拓扑 . 建 
议 读 者 在 下 述 情况 下 证 明 算 子 的 连续 性 :a) 当 考 虑 空间 CLa,b], 即 具有 范 数 9 | 


= max |p(1) | 的 连续 函数 空间;b) 当 考虑 Ca, , 即 jo = (| ea” 

例 6 在 这 个 连续 函数 空间 中 考虑 算 子 

y(t) = po(t) p(t), 

其 中 wo( 记 是 固定 的 连续 函数 . 这 个 算 子 的 线性 性 质 是 显然 的 (在 上 面 例子 中 所 引 
入 的 范 数 下 试 证 明 算 子 的 连续 性 . ) 

例 7 对 于 分 析 , 线 性 算 子 的 一 个 重要 例子 是 微分 算 子 . 可 以 在 不 同 的 空间 来 研 
究 这 个 算 子 . 

a) 考虑 连续 函数 空间 C[a,5] 与 在 其 中 作用 的 算 子 

DA(1) = f° (2). 

这 个 算 子 (我 们 认为 这 个 算 子 是 从 C[a,6] 仍 然 到 C[a,5] 内 作用 的 算 子 ) 显然 不 能 
在 整个 连续 函数 空间 上 定义 ,而 仅 能 在 具有 连续 导数 的 函数 的 线性 流 形 上 定义 算 


Eee 
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子 D 是 线性 的 ,但 不 是 连续 的 . 例如 从 序列 
op (让 = nn 


收敛 于 零 ( 在 CLa,b|] 的 度量 下 ) ,而 序列 
Do, = cosnt 


不 收敛 这 一 例子 ,上 述 论断 是 明显 的 . 
b) 可 以 把 微分 算 子 考虑 为 从 具有 范 数 


le = maxlp(i)i+maxlp'(b| 


的 ,[a,b] 上 连续 可 微 函数 空间 C 到 空间 C[a,b] 内 作用 的 算 子 . 在 这 种 情形 中 , 算 
子 D 是 线性 的 .连续 的 且 把 整个 C 映 到 整个 C[a,b] 上. 

c) 把 微分 算 子 考虑 为 从 C 到 C[a,b] 内 作用 的 算 子 不 很 方便 ,因为 虽然 这 时 
我 们 得 到 了 定义 在 整个 空间 上 的 连续 算 子 ,但 是 并 非 对 C 中 的 任意 函数 都 可 应 用 
这 个 算 子 两 次 . 在 比 C! 还 更 窜 的 空间 中 , 即 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 无 穷 次 可 微 函 数 空 
间 C” 内 考虑 微分 算 子 是 方便 的 . 在 这 个 空间 中 ,拓扑 由 可 数 范 数 系 


一 (月 
lo， = sup,|p® (7) | 


a<i<b 


给 定 . 微分 算 子 把 整个 这 空间 变 到 目 喘 , 且 易 于 验证 ,微分 算 子 在 此 空间 上 连续 . 

d) 无 穷 次 可 微 果 数 构成 极 罕 的 类 . 广义 函数 本 质 上 使 得 在 更 宽 的 空间 中 把 微 
分 算 子 同时 考虑 为 连续 算 子 成 为 可 能 . 上 节 已 经 讲 过 如 何 定 义 广义 函数 的 微分 . 从 
那里 所 讲 的 很 清楚 ,微分 算 子 是 广义 函数 空间 中 的 线性 算 子 ,同时 这 个 算 子 在 下 述 
意义 下 是 连续 的 :从 广义 函数 序列 |f.(1) | 收敛 于 f(t) 可 推出 [f(t)} 的 导数 序列 收 
敛 于 广义 盟 数 成 力 的 导数 . 

2. 连续 性 与 有 界 性 从 五 作用 到 五 内 的 线性 算 子 ,如 有 果 定 义 在 整个 E 上 并 把 
每 一 个 有 界 集 仍 变 为 有 界 集 , 则 称 这 个 线性 算 子 是 有 界 的 . 在 线性 算 子 的 有 界 性 与 
连续 性 之 间 有 者 紧密 的 联系 , 即 下 述 论断 成 立 . 

I . 任何 线性 连续 算 子 有 界 . 
实际 上 , 设 MCE 是 有 界 集 ,而 集 4MCE, 无 界 . 那么 在 E, 中 存在 这 样 的 零 邻 域 


0, 使 得 集 一 4M 没有 一 个 元 包含 在 V 中 . 可 是 这 样 一 来 存在 这 样 的 序列 x。E MM, 使 


得 没有 一 个 元 -4x, 属于 V, 于 是 我 们 得 到 0, 在 中 二 x,0, 而 序列 {二 Ax } 在 到 


中 不 收敛 于 0, 这 与 算 子 4 的 连续 性 矛盾 . 


中 参看 第 三 章 85 第 1 段 中 的 习题 1. 
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1. 如 采 4 是 从 五 作用 到 五 内 的 线性 有 界 算 子 , 且 在 空间 五 内 第 一 可 数 性 公 
理 成 立 , 则 算 子 4 连续 . 
实际 上 ,如 果 4 不 连续 , 则 在 E 中 存在 这 样 的 零 邻 域 V, 以 及 E 中 这 样 的 确定 


零 邻 域 系 |0,| ,其 中 0 ,1 CU,, 且 对 每 一 个 存在 这 样 的 %。 EU,, 使 得 4x, 闫 ny. 忆 


中 的 序列 x, 有 界 ( 甚 至 趋 于 零 ) ,而 序列 4x, 在 Ei 中 却 无 界 ( 因为 它 不 含 于 集 ny 中 
的 任何 一 个 ). 这 样 . 如 果 算 子 4 不 连续 ,而 在 E 中 又 成 立 第 一 可 数 性 公理 , 则 4 
无 界 . 

论断 证 毕 . 

于 是 ,对 于 给 定 在 满足 第 一 可 数 性 公理 的 空间 (特别 是 ,任何 赋 范 空间 与 可 数 赋 
范 空间 属于 这 一 种 情况 ) 上 的 算 子 ,有 界 性 等 价 于 连续 性 . 

前 一 段 例 1 一 6 中 所 引入 的 算 子 都 是 连续 的 . 根据 刚刚 证 明 过 的 论断 工 , 所 列举 
的 这 些 算 子 都 是 有 帘 的 . 

如 有 果 五 和 五 是 赋 范 空间 ,那么 由 EE 到 EE, 内 作用 的 算 子 4 有 界 的 条 件 可 叙述 如 
下 : 算 子 4 如 果 把 任何 球 变 为 有 界 集 , 则 称 算 子 4 有 界 . 根据 算 子 的 线性 性 质 ,这 一 
条 件 又 可 这 样 叙述 :如 果 存 在 常数 C 使 得 对 任何 f E€ EF 有 


14/1 < CA, 
则 算 子 4 有 界 . 满足 这 个 不 等 式 的 C 中 最 小 者 称 为 算 子 4 的 范 数 并 记 为 4 1 . 
定理 1 对 任意 从 赋 范 空间 作用 到 赋 范 空间 内 的 有 界 算 子 4， 


| 4 | 
141 = sup | Ax|| = sup 二 全 人 (2) 
1 -0 x 


|x 寺 


证 明 使 用 记号 a = sup, | 4x | 很 据 4 的 线性 性 质 , 下列 等 式 成 立 : 


xl s1 


a = op, 4z1 = sup -fA 
所 以 对 任意 元 x 
IAx|Alx| < a, 
即 
Ax allzx|. 
由 此 得 出 


IAN =inC <a. 
其 次 ,对 任意 的 >0, 存 在 这 样 的 元 x, 尖 0, 使 得 


a-e< |Ax,|/x,| 
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或 
(a-e) xl < 和 14x。l < Cx, | 
所 以 
a -es<infc = 141 
由 于 se 的 任意 性 ,a | 4 .因此 , 1 41 =a 


3. 算 子 的 和 与 积 
定义 1 设 4 与 B 是 两 个 从 线性 空间 E 作 用 到 空间 E 内 的 线性 算 子 . 我 们 称 


使 元 
y= Ax+BxEE 
与 元 x E 忆 对 应 的 算 子 C 为 算 子 4 与 B 的 和 A+B. 这 个 算 子 在 属于 算 子 4 与 8 的 
定义 域 的 交 D4 六 Ds 的 所 有 元 上 有 定义 . 
易于 验证 ,C =A +B 是 线性 算 子 . 如 果 4 与 B 连续 , 则 C 也 连续 . 
如 果 包 和 是 赋 范 空间 ,而 算 子 4 与 有 界 , 则 4A +B 也 有 界 ,同时 
[4+B| < AN + 81. (3) 
事实 上 ,对 任何 x 
| (A+B)xl = |Ax+Bxl| < |Ax| + lBx| 
< (1AL + BH)lxl, 


由 此 便 得 出 (3) 式 . 

定义 2 设 4 与 8 是 线性 算 子 ,同时 4 由 空间 E 作 用 到 空间 E, 内 ,而 B 由 空间 
E 作用 到 空间 E, 内 ,使 ,中 的 元 z=B(hx) 对 应 于 元 x EE 的 算 子 C 称 为 算 子 4 
与 B 的 积 B4. 算 子 C = B4 的 定义 域 De 由 使 4x E Ds 的 那些 x E Ds 组 成 . 显然 算 
子 Bh 是 线性 的 . 如 果 4 与 B 连续 , 则 C 也 连续 . 

习题 证 明 : 如 采 DD, 与 Ds 是 线性 流 形 , 则 D6 也 是 线性 流 形 . 

如 果 4 与 刀 是 于 赋 范 空间 内 作用 的 有 界 算 子 , 则 算 子 B4 有 界 , 且 

1 24 入 8 :41. (4) 


IB(Ax) | < BI :1Ax| < 1B : HAL: lxl, (5) 
由 此 便 得 出 (4) 式 . 
三 个 或 更 多 个 算 子 的 和 与 积 可 逐次 加 以 定义 . 这 两 种 运算 是 结合 的 . 
算 子 4 乘 以 数 大 的 积 网 定义 为 使 元 Mx 对 应 于 元 x 的 算 子 . 
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定义 在 整个 上 并 把 映 入 E,( 其 中 和 到, 是 确定 的 线性 拓扑 空间 ) 的 所 有 
线性 连续 算 子 的 总 体 次,El) ,对 于 前 面 引入 的 加 法 运算 与 数 乘 运算 ,构成 线性 空 
间 . 如 有 果 E 和, 是 赋 范 空间 , 则 区 (天 ,局 ) 是 赋 范 空间 (具有 前 面 所 给 定 的 算 子 范 
数 ). 

习题 设 五 是 赋 范 空间 ,而 Ei 是 完备 赋 范 空间 . 那么 :a) 赋 范 空间 泡 E,E ) 是 完备 的 ;b) 如 


果 久 E220, ) 目 六 1 4 | < = , 刚 级 数 > 4 收 全 于 某 个 算 子 4 E 2(B,) 且 


141 = [>a |s > 1 4 (6) 
4. 逆 算 子 ,可 逆 性 设 4 是 从 E 作用 于 E, 内 的 算 子 ,DD 是 定义 域 而 Im4 是 这 
个 算 子 的 象 . 
定义 3 如果 对 任意 y E Im4 ,方程 
4x = yy 


有 唯一 解 , 则 称 算 子 4 是 可 逆 的 . 

如 果 4 可 道 ,那么 对 于 每 一 个 y E Im4 可 对 应 唯一 的 元 x E D, ,x 是 方程 4x = 
的 解 . 实现 这 一 对 应 的 算 子 称 为 4 的 逆 , 记 为 4”. 

定理 2 线性 算 子 4 的 逆 算 子 4- 也 是 线性 的 . 

证 明 首先 指出 , 算 子 4 的 象 In4 , 即 六 ,是 线性 流 形 . 设  ,”” E Im4. 只 需 验 
证 ,下 列 等 式 成 立 : 


4 (ay + oy) = al4 yi + ao4 2 (7) 
设 4x， 一 1 , Ax, 一 >. 根据 4 的 线性 性 质 有 
A(Qixi + aoxas ) = oy 十 oy (8) 


按 逆 算 子 的 定义 
4 = wi,Aly, = x. 
由 此 ,将 两 个 等 式 分 别 乘 以 a, 和 a, 并 相 加 便 得 
oA yy + oA yy, = aiX + oxy. 
男 一 方面 ,从 (8) 式 及 从 逆 算 子 的 定义 推出 
alXl + ox = A (aly + oy, ). 
此 式 连同 上 面 一 式 给 出 
A (Cay t+) = aa4 y+ oA 和 
定理 3( 关 于 逆 算 子 的 巴 拿 赫 定 理 ) 设 4 是 把 巴 拿 赫 空间 E 一 对 一 地 映 到 巴 


时 
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拿 赫 空间 局 上 的 线性 有 界 算 子 , 则 北 算 子 4-' 有 界 . 

为 了 证 明 它 ,需要 如 下 引 理 . 

引 理 设计 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 处 处 稠密 集 . 则 任意 非 零 元 y EE 可 展 为 
级 数 

y = +y + +y, +, 

其 中 y, EM 有 yi 有 <3 | y1 /25. 

证 明 元 y; 是 逐次 构造 的 . 选 y, 使 得 

|y =- 和 | < yA2. (9) 

这 是 可 能 的 ,因为 不 等 式 (9) 定 义 了 一 个 半径 为 |y|/2, 中 心 在 y 点 的 球 ,在 此 球 内 
部 应 当 存 在 1W 的 元 (MN 在 五 中 处 处 稠密 ). 选 入 E M, 使 |y-y-y% 丰 y1| /4， 


选 y, 使 得 上 yy 一 y 一 y 夺目 yY /8 且 一 般 地 选 y, 使 ly-y =- 入 -…-y | 到 
ly 22". 这 样 的 选 法 总 是 可 能 的 ,因为 M 在 E 中 处 处 稠密 ,根据 元 y, 的 选择 , 当 
n—”% 


1» - 六 mo 
k=1 


即 级 数 > 收敛 于 y 我 们 来 估计 元 y, 的 范 数 ， 


y= ly+ylsl=-yl+llyls 和 31yl72， 
y= 1 + 和 -YY+y- 和 入 yy 和 -四 +jy 一 入 
<3|y|/A4. 
最 后 ， 
[A | 
< |y-7 -y+ yy | 
<3|y|/2.. 
引 理 证 毕 . 


定理 3 的 证 明 ”在 空间 E, 中 考虑 集 MM 一 一 它 是 这 样 一 些 y 的 总 体 ,对 y 成 立 
不 等 式 14-7y| sy| .空间 已 的 任何 元 都 落 到 某 个 M 中 , 即 E，= U M;. 按 


照 贝 尔 定 理 (第 二 章 $3 第 3 段 定理 2) ,至 少 有 一 个 M, ,比如 MM 在 某 个 球 B 中 稠 
密 . 在 球 B 内 选择 中 心 为 属于 MM, 的 点 的 球 层 P, 层 P 是 满足 下 述 不 等 式 的 点 z 的 总 
体 :B< 1z-y <a, 其 中 0 <B<a,y。E M.. 
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移动 球 层 P, 使 其 中 心 落 在 坐标 原点 , 便 得 到 球 层 Pu = {z:0 <B6< zl <al. 
我 们 证 明 ,有 某 个 集 My 在 Po 中 稠密 . 设 z 己 PNMNM,, 则 zyo = P, 且 
4 (zz-yo)1s |A zl + lA yl nC lz + lyol) 
<n(l|z-yol +2|x1) 


2 上 yo 
|z-yol 


= nz-yl (1+ 

<nlz-y ll +21y1/8). (10) 
量 n(1+2 yo 1/B) 不 依赖 于 z. 令 中 

N=1+nll+2|% |/B8|. 


于 是 根据 (10) ,z -y。E Mw, 而 由 M, 在 P 中 稠密 推出 M， 在 Po 中 稠密 . 
考虑 E, 中 任意 非 零 元 y 总 可 选取 入 使 B8< 上 Ay <a, 即 Ay E Po. 因为 My 在 


P, 中 稠密 ,可 以 构造 收敛 于 Ay 的 序列 y E MA 于 是 序列 二 收敛 于 y 显然 ,如 果 


二 Ms, 则 对 任意 实数 0, 一， E M,. 这 样 一 来 ,My 在 Ek./10j 内 稠密 ,所 以 也 


在 五 内 稠密 . 
考虑 非 零 元 y E Ei. 按 已 证 明 的 引 理 ,可 把 y 展 成 Wuv 中 的 元 的 级 数 : 


y= ty + + y+, 


同时 |y 1 <3 1y1Z2 
在 空间 五 中 考虑 由 元 x 的 原 象 , 即 元 =4”yi; 所 组 成 的 级 数 . 
这 个 级 数 收敛 于 某 个 元 x, 因为 成 立 不 等 式 


lx = A < Ny <3NIy1/2. 
同时 


| 
| x | = 之 xl 3N|y| 之 pa = 3N|y|. 
一 1 之 


根据 级 数 》 x, 的 收敛 性 与 算 子 4 的 连续 性 ,可 将 4 逐 项 地 应 用 于 这 个 级 数 . 我 
们 得 


Ax = 4xi +4x， + =y +y, 十 … 二 和 


中 方 括号 [表示 一 个 数 的 整数 部 分 . 
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由 此 * =4- y 此 外 ， 
14-7yl = |x| <3N|y|. 


因为 估计 式 对 任意 yz0 为 真 , 于 是 算 子 4” 有 界 . 

我 们 来 举 出 这 个 定理 的 若干 重要 的 推论 . 首先 举 出 这 个 定理 在 4 不 是 一 对 一 映 
射 情形 的 自然 推广 . 

推论 1( 开 映射 定理 )” 巴 拿 赫 空间 上 到 (整个 ) 巴 拿 赫 空 间 k, 上 的 线性 连续 映 
射 4 是 开 的 . 

这 一 反 可 由 上 述 已 证 明 过 的 定理 及 下 述 相 理 排出 

引 理 设 上 为 巴 拿 赫 空间 ,而 L 是 它 的 某 个 闭 子 空间 . 由 空间 5 到 商 空 间 EAL 
上 的 映射 8 是 开 的 ， 其 中 EYL 是 使 包含 x* EE 的 剩余 类 与 x 对 应 的 商 空 间 . 

实际 上 , 设 Z=E/L, 而 6G 是 上 中 的 开 集 且 厂 = BG. 设 z。E 了. 则 存在 属于 
Bb ‘zo 站 G 的 元 xo. 现在 设 U(xo) 是 点 xo 的 s- 邻 域 ， 它 全 部 含 于 6G 中 , 设 z 是 点 
z0 Ez 的 -和 邻 域 中 的 任意 元 , 即 |z-z < ee. 按照 商 空 间 中 范 数 的 定义 ,这 表示 
存在 这 样 的 元 x E B”z, 使 得 x-xo 上 <e, 即 x E U(xo)C6G. 于 是 z € BG = 本 , 即 
点 2 的 ee- 邻 域 包含 在 大 内 .因此 , 产 是 开 的 . 引 理 证 毕 

把 从 空间 到 空间 ,上 的 映射 4 表 为 从 空 ; 间 万 到 空 x 间 ELKer4 =Z 上 的 映射 B 
(根据 引 理 它 是 开 的 ) 和 从 空间 Z 到 空间 E, 上 的 一 对 一 映射 C( 根 据 定理 3, 它 是 开 
的 ) 迭 加 后 ,我 们 得 知 4 | 

推论 2( 拼 三 组 引 理 ) 设 E,El,E, 是 巴 拿 赫 空间 ,A,B 分 别 是 从 E 到 EE 内 和 
从 E 到 ,内 的 映射 ,同时 8B 提 E 映射 到 整个 ,上 ( 即 ImB =E,). 如 果 这 时 有 


KerA OD KerBb, (11) 


则 存在 把 6, 映 入 Ei 内 的 线性 连续 算 子 C, 使 4=(LP. 
这 可 用 如 下 的 图 解 形式 地 表示 : 


B 
KerB 一 下 一 人 了 
N | 4 5 
4 
Ker4 一 下 一 人 Eb 
事实 上 ,对 于 每 个 元 z E E, 考虑 它 的 全 原 象 B”z E E. 由 条 件 (11) 推 出 ,属于 
Bz 的 所 有 元 * 由 算 子 4 变 成 同一 个 元 y. 我 们 把 这 个 元 y 对 应 于 元 z. 所 得 到 的 算 
子 C 把 E, 映 入 上 内 ,并 且 显 然 算 子 是 线性 的 . 算 子 C 又 是 连续 的 (从 而 是 有 界 算 
子 ). 事实 上 ,如 果 G6G 是 锯 中 的 开 集 , 则 它 在 映射 C 下 的 全 原 象 C”C 可 记 为 B(4”6). 
根据 算 子 4 的 连续 性 ,4”G 是 开 的 . 于 是 根据 推论 1,B(4 ”6C) 也 是 开 的 . 
习题 1 设 下 和 五 是 赋 范 空间 ,4 为 从 E 作 用 到 内 的 线性 算 子 ,4 的 定义 域 D4CE 为 线性 
流 形 . 如 果 由 条 件 x*, E D4,%, 一 x*,A%x, 一 7 推出 x E Ds 及 hx =y, 则 称 算 子 4 是 闭 的 . 试 证 明 ,任何 
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有 界 算 子 都 是 闭 的 . 
习题 2 考虑 空间 上 与 bi 的 直 积 xE, 即 由 所 有 可 能 的 点 对 [x,y] ,x E 民 YE 五 ,并 赋 以 
范 数 [x,y] 上 =x 上 + yi 上 和 上 中 1 分别 是 和 5, 中 的 范 数 ) 所 得 的 线性 赋 范 空 


间 . 被 称 为 算 子 4 的 图 象 的 集合 C, = | [x,y] ,x E D4,y=Ax| CE x 可 与 算 子 4 相对 应 . 试验 证 
上 x 上 i 中 的 线性 流 形 64 是 闭 的 当 且 仅 当 算 子 4 是 闭 的 . 试 证 明 ,如 果 五 和 五 是 巴 拿 赫 空间 ,而 算 
子 4 定义 在 整个 kb 上 且 是 闭 的 , 则 算 子 4 有 界 ( 关 于 闭 图 象 的 巴 拿 赫 定理 ). 

提示 ”把 定理 3 应 用 于 由 G4 作用 到 五 内 的 算 子 

P.|x,Ax| —>x. 

习题 3 设 E 和 上 是 完备 的 可 数 赋 范 空间 . 试 证 明 , 如 果 4 是 一 对 一 地 把 EE 映 到 El 上 的 线 
性 连续 算 子 , 则 逆 算 子 4” 连 续 . 叙述 并 证 明 对 于 可 数 赋 范 空间 的 闭 图 象 定 理 . 

考虑 把 巴 拿 赫 空间 映 人 书 拿 赫 空 间 Ei 内 的 有 界线 性 算 子 4 的 集 力 ,Ei). 
这 个 集 是 一 巴 拿 赫 空间 . 从 这 个 空间 中 可 分 出 一 个 把 5 映 到 整个 上 的 、 并 具有 有 
界 逆 算 子 的 算 子 集 多 当 (,Ei). 这 个 集 在 岁 (E,Ei) 中 是 开 的 . 即 下 述 定理 是 正 
确 的 . 

定理 4 设 4 E 355 EN), 且 设 A4 是 -公民 , 厂 ) 中 的 任意 算 子 , 它 满足 |A4 | 
<1 1 4。 中 . 则 算 子 (4 +A4) ”存在 且 有 界 , 即 


A=A,+AAE SE,LE,). 
证 明 固定 任意 元 y E 五 ,考虑 由 空间 上 到 自身 的 上 映射,B 由 下 述 公 式 定 义 : 

Bx = As'y -As'A Ax. 
由 条 件 | A4 1 < 45 -得 出 ,映射 也是 压缩 映射 . 因为 是 完备 的 ,于 是 映射 8 
存在 唯一 的 不 动 点 : 

x =Bx=47y-47 A Ax. 

由 此 

Ax = 4ox +AAx=. 
如 果 4x =y, 则 x' 也 是 映射 B 的 不 动 点 ,因此 x' =x. 这 样 一 来 ,对 任何 y E Ei ,方程 
4x =y 在 E 中 有 了 唯一 解 , 即 算 子 4 具有 逆 算 子 4”, 它 定义 在 整个 Eb 上 . 依照 定理 3， 
算 子 4” 有 界 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 


定理 3 设 k 是 巴 拿 赫 空间 ,/ 是 上 中 恒 等 算 子 ,而 4 是 将 5 映 为 自身 的 有 界线 
性 算 子 , 且 41 <1. 则 算 子 (1 -4)” 存 在 、 有 界 且 可 表 为 


(TI -A)™ = yA (12) 


证 明 算 子 (1-4)” 的 存在 性 及 有 界 性 可 由 定理 4 推出 (可 是 这 也 可 由 下 面 引 
用 的 推理 得 出 ). 
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因为 141 <1, 所 以 之 14 1 之 141 < %. 空间 五 是 完备 的 ,所 以 由 级 
数 之 14 中 的 收敛 性 推出 级 数 和 > 4 是 有 界线 性 算 子 . 对 任意 nn 有 
(1 - A) yA = Sy A(T- A) = 了 一 4”. 
令 "一 o 而 取 极限 ,并 考虑 到 1 4 ”| < 1 4 1 ”一 0, 便 得 


(7 -4) yA = S A(T -4) = 了 


由 此 
(IT -4) 一 SA, 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 


习题 设 4 是 将 巴 拿 赫 空 间 映 到 巴 拿 赫 空间 E, 上 的 有 界线 性 算 子 . 试 证 明 存在 这 样 的 党 
数 a >0, 使 得 如 果 B € .9E,E) 且 4-Bj <a, 则 8 把 E 映 到 整个 E 上 ( 巴 拿 赫 ). 

S。 共 斩 算 子 ” 考 虑 线性 连续 算 子 y = 4x , 它 把 线性 拓扑 空间 五 映 和 人 线性 拓扑 空 
间 i. 设 g 是 定义 在 5, 上 的 线性 泛 函 , 即 g E 于 ,把 线性 泛 函 g 作用 于 元 y =4x. 容 
易 验 证 ,g(4x ) 是 定义 在 五 上 的 线性 连续 泛 函 ,用 /来 表示 它 . 于 是 , 沁 函 f 是 空间 
E* 中 的 元 . 对 于 每 一 个 泛 图 g E EY ,都 对 应 于 一 个 泛 孙 1 E E" , 即 得 到 从 EY 上映 入 
五 的 某 个 算 子 . 这 个 算 子 称 为 与 算 子 4 共 斩 的 算 子 并 记 为 4 . 

用 符号 (六 x) 表示 泛 困 在 元 x 上 的 值 , 我 们 得 到 ,(g,4x) = (f,x) 或 

(g,Ax) = (A g,x). 

这 个 关系 可 取 作 苍 算 子 的 定义 . 

例 有 限 维 空间 的 共 斩 算 子 ” 设 实 于 维 空间 了 及" 被 算 子 4 映 和 信 (m 维 ) 空 间 R”， 
设 | o; | 是 这 个 算 子 的 矩阵 . 映射 y = 4x 可 记 为 等 式 组 的 形式 : 


而 泛 函 岂 zx) 可 记 为 如 下 形式 ; 
f(x) = D2 
由 等 式 


f(x) = g(Ax) = 2 8 一 之 0 = 2% 2 Bio 
i= i=1 j= j= i= 
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得 到 f = > gias. 因为 1/=A"g, 由 此 推出 , 算 子 4* 可 由 算 子 4 的 矩阵 的 转 置 矩 阵 
给 出 

由 定义 立即 可 得 出 共 思 算 子 的 下 述 性 质 . 

1. 算 子 4 "是 线性 的 . 

2. (A+B)”=A* +B*. 

3 如果 是 数 , 则 (hk4)”=h4”. 

如 果 4 是 从 E 到 EE 中 的 连续 算 子 , 则 A4* 是 从 (EY ,6) 到 (E* ,6b) 中 的 连续 算 子 
(试验 证 之 !). 如 果 包 和 E, 是 巴 拿 赫 空 间 , 则 这 一 论断 可 以 用 下 述 方式 更 准确 地 
表述 : 

定理 6 如 果 4 是 把 巴 拿 替 空间 五 映 人 巴 拿 赫 空间 E, 的 有 界线 性 算 子 , 则 


14* 1 = 141. 
证 明 ”根据 算 子 范 数 的 性 质 有 
[Agsx)|= |(g,Ax)|< 1g1 HAN :Isl. 
由 此 ,上 4*g < 4 .lg 因此 
14 | < Al. (13) 


设 * E hxz0. 令 加 = 全 下 E 局. 显然, | yo | = 工 根据 哈恩 ~ 巴 拿 赫 定理 
的 推论 ,存在 这 样 的 泛 函 5, | g || =1 且 (&,yo) =1, 即 (8,Ax) = | 4x | . 由 关系 式 


Ax| = (g,Ax) = |(A*g,x)|< IA‘gll : lxl 
< 4 gx = 4 1 |xll 
得 41 <14” 1 ,连同 (13) 式 给 出 
14 1 = 41. 


定理 证 毕 . 
习题 设 hb 和 ,是 自 反 的 巴 拿 赫 空间 ,4A E .3(E,E). 证 明 A4** =4. 
下 述 论断 是 关于 道 算 子 的 巴 拿 赫 定理 的 一 个 有 用 的 推论 . 
引 理 (关于 算 子 核 的 零 化 子 的 引 理 ) ” 设 4 是 线性 连续 算 子 , 它 把 巴 拿 赫 空间 EE 
映 到 整个 巴 拿 赫 空间 五 上 . 则 
(KerA)!+ = ImA*. (14) 
事实 上 ,我 们 可 先 验 证 包含 关系 
(KerA) + I ImA*. (15) 
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如 果 f € Im4 ” , 则 存在 这 样 的 元 g E EY? ,使 得 f=A*g, 对 所 有 的 x E Ker4 有 
(f,x) = (A*g,x) = (g,Ax) = 0, 即 六 E(Ker4) + 
现在 证 明 相 反 的 包含 关系 成 立 : 
(KerA)! C ImA™*. (16) 
设 f E (Ker4) .于 是 对 于 映射 
f: ER 及 A: Eb, 

拼 三 组 引 理 (推论 2) 的 条 件 都 满足 . 所 以 存在 这 样 的 元 g E E? ,使 得 (f,x) = 
(8g,Ax), 即 f=A”g. 从 而 包含 关系 (16) 成 立 , 这 就 表示 已 经 证 明了 等 式 (14). 

6. 欧 几 里 得 空间 中 的 共 罗 算 子 . 自 共 思 算 子 ”我 们 来 研究 , 当 4 是 希 尔 伯 特 空 


间 Kf( 实 的 或 复 的 ) 中 有 界 算 子 的 情形 . 根据 关于 希 尔 伯 特 空间 中 线性 连续 泛 函 一 般 
形式 的 定理 ,对 于 每 一 个 y E 吴 , 使 之 对 应 线性 泛 函 


(Ty) (x) = (x,y) 
的 映射 + 是 由 空间 到 整个 共 力 空间 H* 上 的 同 构 ( 如 果 五 是 复 的 , 则 是 共 示 同 
构 ). 设 A" 是 与 算 子 4 共 思 的 算 子 . 显然 ,映射 4”=r“'4*r 是 在 石 中 作用 的 有 界线 
性 算 子 . 易 见 ,对 于 任意 x,y E 万 
(Ax,y) = (%,A"g). 
因为 14 | = |41 ,而 映射 + 及 zr” 是 等 距 的 ,于 是 上 4* 1 = 中 41. 


不 言 而 喻 ,对 于 实 或 复 的 有 限 维 欧 几 里 得 空间 ,上 面 所 说 的 结果 也 成 立 . 

我 们 作 如 下 约定 . 如 果 RR 是 (有 限 维 或 无 穷 维 的 ) 欧 几 里 得 空间 , 则 把 前 面 所 定 
义 过 的 ,于 空间 RR 中 作用 的 算 子 人 ' 称 为 于 同一 空间 R 中 作用 的 算 子 4 的 共 斩 算 子 . 

应 当 强 调 , 这 个 定义 不 同 于 在 任意 巴 拿 灰 空间 E 中 的 共 罗 算 子 的 定义 . 按照 后 
者 , 共 斩 算 子 4* 作用 于 共 恩 空间 E*. 区 别 于 算 子 4* ,有 时 把 算 子 4* 称 为 埃 尔 米 特 
(Hermite ) 共 罗 算 子 . 为 了 不 使 术语 和 表示 复杂 化 ,我 们 将 以 A* 代替 A* ,日 说 成 共 
e 算 子 . 然而 要 记 住 ,在 欧 几 里 得 空间 的 情况 , 共 e 算 子 总 是 理解 为 本 段 所 指 的 

显然 ,在 欧 几 里 得 空间 R 中 与 4 共 粥 的 算 子 可 以 定义 为 这 样 的 算 子 :对 于 任意 
的 x,y E RR, 它 满足 等 式 . 

(Ax,y) = (x,A*y). 

因为 算 子 4 和 4* 作 用 于 同一 个 空间 ,有 可 能 成 立 等 式 4 =A*. 在 欧 几 里 得 空间 ( 特 
别 在 希 尔 伯 特 空间 ) 中 我 们 可 分 出 重要 的 一 类 算 子 . 
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定义 4 作用 于 欧 几 里 得 空间 R 中 的 有 界线 性 算 子 4, 如 果 有 4 =A4* , 即 如 果 对 
所 有 的 x,y ER 


(Ax,y) = (x,Ay), 


则 称 4 是 自 共 罗 算 子 . 

我 们 指出 与 算 子 4 共 轿 的 算 子 4 的 如 下 重要 性 质 . 设 RI 是 欧 几 里 得 空间 RR 的 
子 空间 ,如 果 由 x E R, 推出 4x E R, 则 称 R, 是 对 算 子 4 的 不 变 子 空间 . 如 果子 空 
间 R, 是 对 于 4 的 不 变 子 空间 , 则 Ri 的 正 交 补 Ri 是 对 于 4" 的 不 变 子 空间 . 事实 上 ， 
如 果 y E Ri , 则 对 所 有 x E R 有 


(x, 4 7) = (Ax,y) = 0， 
因为 4x € Ri. 特别 ,如 果 4 是 自 共 思 e 算 子 , 则 对 于 它 的 任意 不 变 子 空间 的 正 交 补 本 
号 ,也 是 对 于 4 的 不 变 子 空间 . 
习题 ” 试 证 明 , 如 果 4 与 B 是 欧 几 里 得 空间 中 的 有 界线 性 算 子 , 则 成 立 如 下 等 式 : 
(a4 +BB)” = a4” + BB， ; 
(AB)* = B*A’, 
(4 )” =4, 
1”= 1 (7 是 单位 算 子 ). 
7. 算 子 的 谱 . 预 解 式 吕 ”在 算 子 的 理论 中 , 念 怕 未 必 能 指出 比 谱 的 概念 更 为 重要 
的 概念 了 . 我 们 首先 注意 对 于 有 限 维 空间 情形 谱 的 概念 . 
设 A 是 n 维 空间 C "的 线性 算 子 ,如 果 方 程 
Ax = Ax 


有 非 零 解 , 则 数 A 称 为 算 子 4 的 特征 值 . 所 有 特征 值 的 总 体 称 为 算 子 4 的 谱 . 而 
所 有 其 他 的 和 值 称 为 正则 点 . 换 句 话说 ,如 果 算 子 4 -AM7 是 可 道 的 , 则 A 是 正则 点 . 
这 时 (4 -A7) ”定义 在 整个 C "上 ,并 且 作为 有 限 维 空间 中 的 任意 算 子 , 它 是 有 界 的 . 
于 是 ,在 有 限 维 空 间 中 有 两 种 可 能 性 : 

1) 方程 4x =Ax 有 非 零 解 , 即 人 是 4 的 特征 值 ,这 时 算 子 (4 -AD ”不 存在 ; 

2) 存在 定义 于 整个 空间 上 的 算 子 (4 -A1)”, 即 和 是 正则 点 . 

但 是 如 果 4 是 定义 于 无 穷 维 空间 E 中 的 算 子 ,那么 还 有 第 三 种 可 能 性 , 即 

3) 算 子 (4 -A1) ”存在 , 即 方程 4x =Ax 仅 有 零 解 ,但 是 这 个 算 子 不 是 定义 在 整 
个 五 上 ( 且 可 能 无 界 ). 

引入 下 述 术语 . 设 算 子 4 作用 于 ( 复 ) 巴 拿 赫 空间 玖 ,如 果 算 子 尺 =(4-ADD 
〈( 它 被 称 作 算 子 4 的 预 解 式 ) 定义 在 整个 下 上 ,因而 有 界 ( 定 理 3) , 则 把 数 A 称 为 对 


@ ”凡是 谈 到 算 子 的 谱 的 地 方 ,我 们 都 假定 算 子 作用 于 复 空 间 . 
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算 子 4 是 正则 的 . 所 有 其 余 的 值 A 称 为 算 子 4 的 谱 . 算 子 4 的 任何 特征 值 属 于 谱 , 因 
为 如 果 对 某 x 关 0,(4-ADxz =0, 则 (4 -AD 一 不 存在 . 特征 值 的 总 体 称 为 点 谱 . 谱 的 
其 余部 分 , 即 这 样 一 些 的 集合 :对 于 它们 , (4 -A7) “! 存 在 ,但 不 是 定义 在 整个 E 
上 的 , 则 这 些 A 的 集合 称 为 连续 谱 . 于 是 ,每 个 值 对 于 算 子 4 或 是 正则 的 ,或 是 特 
征 值 ,或 是 连续 谱 的 点 . 算 子 可 能 存在 连续 谱 一 一 这 是 算 子 理论 在 无 穷 维 空间 的 情 
形 与 有 限 维 空间 情形 下 的 本 质 区 别 . 

设 4 是 作用 于 巴 拿 赫 空 间 5 的 有 界 算 子 . 如 果 点 入 是 正则 的 , 即 如 果 算 子 
(4 -A7) “定义 在 整个 Ek 上 且 有 界 , 则 对 于 充分 小 的 5, 算 子 (4 - (和 A +6)71) -! 也 定义 
在 整个 Ek 上 且 有 界 ( 定 理 4) , 即 点 和 A +6 也 正则 . 这 样 一 来 ,正则 点 构成 开 集 . 因此 ， 
谱 , 即 上 述 集 的 补 构成 闭 集 . 

定理 7 如 果 4 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 有 界线 性 算 子 且 | 和 | > | 41 , 则 和 是 正则 
点 . 

证 明 ”因为 ,显然 


_ 1__1/, 4 __loh 
R = (4 -AD = 区 (7 人 = 


当 |‖ 41 <1A1, 这 个 级 数 收敛 并 给 出 定义 在 整个 五 上 且 有 界 的 算 子 (定理 5). 换 言 
之 , 算 子 4 的 谱 包 含 在 以 零点 为 中 心 ,以 | 4 | 为 半径 的 圆 中 . 
例 1 在 空间 CLa,b] 中 考虑 由 公式 

Ax(t) = tx(1) (17) 

定义 的 算 子 4. 则 
(A -AT)x(t) = (t — A)x(i). 

算 子 (17) 对 任意 和 可 逆 , 这 是 因为 由 等 式 

(t—~-A)x(t) =0 
得 出 连续 函数 x(t) 恒 等于 零 . 然而 对 入 E[a,b ,由 公式 


(A — AD -x(t) = 


1 
上 一 Nt 
给 出 的 道 算 子 不 是 定义 在 整个 CLa,b] 上 并 且 无 界 ( 请 证 明之 !). 这 样 一 来 , 算 子 
(17) 的 谱 是 闭 区 间 [ a,6] ,同时 没有 特征 值 , 即 仅 有 连续 谱 . 
例 2 在 空间 考虑 由 下 述 方式 所 定义 的 算 子 : 
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4:(xi oh) 一 (0,Xi Xp). (18 ) 


这 个 芷 了 没有 特征 值 (证 明 这 一 点 1)， 算 子 4 ”有 界 ,但 是 仅 在 i, 中 的 子 空间 xi =0 
上 有 定义 , 即 和 A =0 是 算 子 的 谱 
习题 除了 和 =0 以 外 ， 由 了 (让 和 全 任何 真人 的 战 ? 
注 (1) ”任何 定义 在 复 巴 拿 赫 空间 (该 空间 至 少 有 一 个 异 于 零 的 元 ) 上 的 有 界线 性 血 于 有 非 
空 的 谱 . 存在 这 样 的 算 子 ,其 谱 由 唯一 的 点 组 成 (例如 数 乘 算 子 ). 
注 (2) ”定理 7 可 用 下 述 方式 更 准确 地 表述 . 设 


r= limvV lA"] 
(可 以 证 明 , 这 个 极限 对 任意 有 界 算 子 4 存在 ) ,于 是 算 子 4 的 谱 完全 位 于 中 心 在 零点 .半径 为 r 的 
圆 内 . 量 称 为 算 子 4 的 谱 半径 . 
注 (3) ”对 应 于 点 .入 的 预 解 算 子 R, 与 R, 彼此 可 交换 并 满足 关系 
R, -R= (p-A)RR,. 
在 这 个 等 式 两 端 乘 以 (4 -A7) (4 -Ai) 以 后 ,这 个 关系 很 容易 验证 . 由 此 可 推出 ,如 果 A。 对 4 是 正 
则 点 , 则 在 和 =A 点 ,R 对 A 的 导数 存在 , 即 极限 


(在 按 算 子 范 数 收敛 的 意义 下 ) 存 在 且 等 于 R?. 
习题 设 4 是 复 希 尔 伯 特 空间 中 的 有 界 自 共 罗 算 子 . 试 证 明 , 它 的 谱 是 实 轴 上 的 闭 有 界 
子 集 
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1。 紧 算 子 的 定义 与 例 与 已 经 详细 讨论 过 的 有 限 维 空间 中 的 线性 算 子 不 同 ， 

在 无 穷 维 空间 中 一 般 线性 算 子 的 研究 是 极为 复杂 的 ,本 质 上 是 很 难 捉摸 的 问题 . 然 
而 某 些 重要 类 型 的 算 子 却 可 以 比较 完善 地 阐述 . 其 中 最 重要 之 一 是 所 谓 的 紧 算 子 . 

这 些 算 子 一 方面 按 其 性 质 接近 于 有 限 维 的 算 子 ( 即 把 已 知 空间 变 到 有 限 维 空间 的 有 
界 算 子 ) ,可 以 充分 详细 地 讨论 ;而 从 另 一 方面 说 , 它 在 各 种 不 同 的 应 用 中 起 着 重要 
的 作用 ,首先 是 在 积分 方程 论 中 ,这 将 在 第 九 章 中 阐述 . 

定义 1 如 有 果 将 巴 拿 赫 空 间 E 映 入 自身 (或 映 入 男 一 个 巴 拿 赫 空间 Ei ) 的 算 子 
4 把 每 一 个 有 界 集 变 为 准 紧 集 , 则 算 子 4 称 为 紧 算 子 或 全 连续 算 子 . 

在 有 限 维 冉 范 空间 中 ,任何 线性 算 子 都 是 紧 算 子 ,因为 它 把 任意 有 和 界 集 变 为 有 
界 集 , 而 在 有 限 维 空间 中 任何 有 界 集 都 是 准 紧 的 . 

在 无 穷 维 空间 中 算 子 的 紧 性 本 质 上 是 比 单纯 的 连续 性 ( 即 有 界 性 ) 有 更 强 的 要 
求 . 例如 , 希 尔 伯 特 空间 中 的 单位 算 子 是 连续 的 ,但 绝 不 是 紧 的 . (证 明 这 一 点 依赖 于 
下 面 所 研究 的 例 1. ) 
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研究 儿 个 例子 . 

例 1 设 1 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 单位 算 子 . 我 们 证 明 如 果 E 是 无 穷 维 的 , 则 算 子 
1 不 是 紧 的 . 显然 ,为 此 只 需 证 明 ,E 中 的 单位 球 ( 不 言 而 喻 , 它 被 算 子 1 变 成 单位 球 
本 身 ) 不 是 准 紧 的 . 这 一 点 本 身 义 可 由 下 述 引 理 推出 ,该 引 理 今后 我 们 也 需要 . 

引 理 1 设 xi,x,,… 是 赋 范 空间 中 的 线性 无 关 问 量 ,E, 是 由 问 量 x ,… ,x 生 
成 的 子 空间 , 则 存在 满足 下 述 条 件 的 向 量 序列 yl1yy2，”: 

1) | | =1;2) 7 EE,; 3) DC 下 1) >17/2, 
其 中 p(y,,E,_1) 是 癌 量 y, 到 五 .的 距离 , 即 


inf -x%|. 
a Ny -| 


证 阴 实际 上 ， 因为 回 量 x ,线性 无 关 , 则 和 所 E._1H p(x,,E,.i) OQ > 
0. 设 x 是 Ei 中 这 样 的 癌 量 , 它 使 上 x, -x ”<2a. 于 是 ,因为 a = 
p(X,,E,-1) =p(X, 一 X ,天 1 ) , 回 量 

xX, 一 和 


y = 
xs -xz | 


满足 所 有 条 件 1) 一 3). 同时 可 取 x/ |‖ xi: | 为 六 

引 理 证 毕 

利用 这 个 引 理 ,在 任何 无 穷 维 赋 范 空间 的 单位 球 内 可 以 构造 这 样 的 向 量 序列 
[9,4 ,使 p(y,,7,-1) > 地 显然 ,这 样 的 序列 不 可 能 包含 任何 收敛 的 子 序列 . 而 这 就 
表明 准 紧 性 不 成 立 . 

例 2 设 4 是 把 巴 拿 赫 空间 变 为 其 某 个 有 限 维 子 空间 的 线性 连续 算 子 . 这 样 
的 算 子 是 紧 的 ,因为 它 把 任何 有 界 子 空间 MCE 变 为 有 限 维 空间 的 有 界 子 集 , 即 变 
为 准 紧 集 

特别 ,在 希 尔 伯 特 空间 中 ,在 子 空间 上 的 正 交 射 影 算 子 当 且 仅 当 这 个 子 空间 是 
有 限 维 时 是 紧 的 

例 3 在 空间 5 中 考虑 用 下 述 方式 定义 的 算 子 4: 如 果 % = (xi,%，…， 
x*,，,…) , 则 

Ax = (2) (1) 

这 个 算 子 是 紧 的 . 事实 上 ,因为 中 任何 有 界 集 都 含 于 这 个 空间 的 某 个 球 中 ,只 需 证 
明 球 的 象 是 准 紧 的 ,而 根据 算 子 的 线性 性 质 ,只 需 对 于 单位 球 验证 这 一 点 . 然而 算 子 
(1) 把 空间 4 中 的 单位 球 变 为 包含 在 基本 平行 六 面体 (参看 第 二 章 $7, 第 1 段 ) 内 
的 点 集 . 因此 ,这 个 集 是 完全 有 界 的 ,也 就 意味 着 是 准 紧 的 ， 

习题 设 4x = (axi,ax ay) .在 数列 io 有 具 有 怎样 的 条 件 时 ,这 个 算 子 在 中 是 
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紧 的 ? 
例 4 在 连续 函数 空间 C[ a,b] 中 , 形 如 


4x = y(s) = | Ks DCD) (2) 


的 算 子 构成 一 类 重要 的 紧 算 子 . 
我 们 来 证 明 如 下 论断 的 正确 性 : 如 果 函 数 K(s,t) 在 正方 形 a<ss<b,asi<b 上 
有 界 旦 它 的 所 有 间断 点 都 位 于 有 限 条 曲线 


t = pi(s), k=1,2,.n 
上 ,其 中 mw 是 连续 函数 , 则 公式 (2) 在 空间 C[a,5] 中 确定 紧 算 子 . 


我 们 指出 ,事实 上 ,首先 在 所 述 条 件 下 ,对 闭 区 间 [a,b] 上 任意 ;, 积 分 (2) 存 在 ， 
即 孙 数 y(s) 有 定义 . 其 次 , 设 


M = sup,|K(s,t)|, 
且 设 6 是 这 样 一 些 点 (s,i) 的 集 , 使 得 至 少 对 于 和 =1,2,…,n 中 的 一 个 成 立 不 等 式 
| 一 p(s) | < py 
开 区 间 的 并 
co =U {li p(s) |< Tr) 


力 是 这 个 集合 在 任 一 直线 s = const 上 的 迹 . 设 玉 是 在 正方 形 a<s,t<b 内 的 集合 6 
的 补 集 . 因为 下 是 紧 的 ,而 函数 天 (s ,中 在 屎 上 连续 , 则 存在 这 样 的 5 >0 ,使 得 对 正中 
任意 满足 条 件 


|s’*—-s"|+ |t*-1|<6 (3) 


的 点 (s',t') ,(s”,t") 有 


7 7 I 11 © 
|K(s ,t") 一 天 (3 ,tl ) | < 3(b -a) 


现在 来 估计 差 y(s') -y(s") ,这 时 假定 |s'-s"| <6. 我 们 有 
|y(s’) - y(s") | f |K(s’,t) — K(s”,t) ||x(z) |di. 


为 了 估计 右 端的 积分 ,我 们 把 积分 区 间 [a,6] 分 为 开 区 间 的 并 G(s') UG(s") 与 闭 区 
间 [a,6] 的 其 余部 分 ,前 者 记 为 了 ,后 者 记 为 0. 注意 到 已 是 一 些 开 区 间 的 并 ,其 长 度 
之 和 不 超过 se/(3M) , 便 得 
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[KG -KiD1eold< 字 1zl 
显然 , 沿 0 的 积分 可 有 估计 
KG 5D -Kx(Dld < Sxl. 
0 
这 样 一 来 
MG) -ys |< elxl (4) 
不 等 式 (4) 表 明 , 函 数 y(s) 连 续 , 即 公式 (2) 实 际 上 定义 了 一 个 把 空间 C[ a,6] 


变 到 自身 的 算 子 . 其 次 ,由 不 等 式 (4) 还 看 出 ,如 果 |x()} 是 CLa,b] 中 的 有 界 集 , 则 
与 之 对 应 的 集 |y(s)1 等 度 连续 . 最 后 ,如果 x C, 则 


y= suply(s) |< sup { [KGs,0) [a(t) a 


< MG - a) |xl. 


于 是 , 算 子 (2) 把 CLa,b] 中 的 任何 有 界 集 变 为 一 致 有 界 和 等 度 连续 的 孔 数 集 ， 
即 变 成 准 紧 集 : 

例 4a 函数 K(s,t) 的 间断 点 排列 在 有 限 条 只 与 直线 s = con st 交 于 一 点 的 曲线 
上 ,这 一 条 件 是 本 质 的 . 例如 设 
1, 当 s < 1/2， 


K(s,t) = | 
0, 当 三 172; 


则 K(s,t) 定 义 在 正方 形 0=<s,t<1 上 ,以 整个 闭 区 间 。s = 地 ,0 <t<1 为 其 间断 点 . 具 


有 这 样 的 核 K(s,t) 的 算 子 (2) 把 函数 x(1) ==1 变 为 间断 函数 . 
例 4b ”如 果 当 :>s 时 令 K(s,t) =0, 则 算 子 (2) 具 有 形式 


y(s) = | KG,Dz(Dd (5) 
我 们 将 假定 ,函数 K(s,i) 当 t<s 时 连续 . 那么 由 例 4 所 说 的 推出 , 算 子 (5) 在 Cla, 
b | 中 全 连续 . 
这 个 算 子 称 为 沃 尔 泰 拉 册 型 算 子 . 


注 在 我 们 所 取 的 紧 算 子 的 定义 下 ,可 以 证 明 ， 闭 单位 球 的 象 是 非 紧 的 (虽然 它 
是 准 紧 的 ). 实际 上 ,我 们 在 空间 C[ -1,1] 中 考虑 积分 算 子 


@ 沃 尔 泰 拉 是 意大利 数学 家 ,他 是 关于 泛 函 分 析 与 积分 方程 的 一 系列 工作 的 作者 . 
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Jx(s) = [xa 
按照 前 面 所 证 明 的 ,J 是 C[ -1,1] 内 的 全 连续 算 子 . 今 
0， 如 果 -1=<i=<0， 
X(t) = " 如 果 0 <t< 1]m， 
1， 如 果 1l/n <t=<1. 
那么 x, E C[ -1,1], | x, =1 对 所 有 的 nn 成 立 , 且 
0 ， 如 果 -1 大 大 0， 


ya(t) = Jx,(t) = (ni2]2， 如 果 ”0 <i< 1/n， 


1 -1Z(27)， 如 果 1m < 上 三 1. 
显然 ,序列 yy, 在 CL -1,1] 中 收敛 于 函数 


0， 如 果 -1=<t=<0， 
y(t) = | 
it， 如 果 0<it<1l. 

而 yY( 已 不 是 CL -1,1] 中 任何 函数 (在 映射 J 下) 的 象 ,因为 函数 y'(i) 间 断 . 

然而 可 以 证 明 , 如 果 空 间 是 自 反 的 (例如 希 尔 伯 特 空间 ) ,那么 在 紧 线性 映射 下 ， 
闭 单位 球 的 象 是 紧 的 . 

2， 紧 算 子 的 基本 性 质 

定理 1 如 果 |4,| 是 巴 拿 赫 空间 天 中 紧 算 子 的 序列 , 它 依 范 数 收敛 于 某 一 算 子 
4, 则 算 子 4 也 是 紧 的 . 

证 明 为 了 确定 算 子 4 的 紧 性 只 需 证 明 , 对 于 EE 中 任何 元 的 有 界 序列 x,， 
%，…,%,，"…, 由 序列 {Ax, | 里 可 抽出 收敛 子 列 . 

因为 算 子 4, 紧 , 则 从 序列 {41x,} 里 可 选 出 收敛 子 列 . 设 


(1) (2) (1) 
X1 ,NX2 9 9 (0 ) 


是 使 141x。 | 收敛 的 子 序列 . 现在 考虑 序列 | 4x | ,由 它 仍然 可 以 选 出 收敛 子 序 
列 . 设 


是 从 序列 (6) 中 选 出 的 这 样 的 子 序列 ,使 得 14.xC2) | 收敛. 这 时 ,显然 14x2 1 也 收 
敛 . 进行 类 似 的 讨论 ,我 们 可 以 从 序列 |x 人 | 中 选 出 这 样 的 子 序列 


(3) (3) (3) 
Xi MX2 ”和 ," 


使 143x 收敛 . 如 此 等 等 . 然后 我 们 取 对 角 线 序列 
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算 子 4, ,4 ,4, ,中 的 每 一 个 都 把 这 个 序列 变 为 收敛 序列 . 我 们 来 证 明 , 算 子 4 
也 把 它 变 为 收敛 序 字 列 ， 从 而 便 确 立 了 算 子 4 的 紧 性 . 因为 空间 E 是 完备 的 , 则 只 需 证 
明 |4x'42 上 是 基本 序列 . 我 们 有 


| Axs™ — Axs™ | 
< |Axs” 一 4 | + 4 — Axi™ | + hz - Axe™ |. (7) 


设 上 x | 和 6. 先 选 取 有 ,使 得 4 -4 < ee/(3C) ,然后 选取 这 样 的 V, 使 对 所 有 的 
n>NWN 与 m > NM 满足 不 等 式 


| Aix®™ -4xzto | < 8/3 


(这 是 可 能 的 ,因为 序列 和 4px” | 收敛 ). 在 这 些 条 件 下 ,由 (7) 可 得 :对 充分 大 的 nn 与 
m 有 
| Ax‘™ —- Ax |‖ <&. 

定理 证 毕 . 

易于 验证 , 紧 算 子 的 线性 组 合 也 是 紧 的 . 因此 ,在 定义 于 EE 上 的 所 有 有 界线 性 算 
子 的 空间 .多 E,E) 内 , 诸 紧 算 子 组 成 一 个 闭 的 线性 子 空间 . 

现在 我 们 来 看 , 紧 算 子 的 全 体 对 于 算 子 的 乘法 运算 是 否 封闭 . 事实 上 ,甚至 成 立 
本 质 上 更 强 的 论断 . - 

定理 2 如果 4 是 紧 算 子 ,而 B 是 有 界 算 子 , 则 算 子 4B 与 Bh 都 是 紧 的 . 

证 明 ”如 果 集 合 MCE 有 界 , 则 BM 也 有 界 . 因此 4BM 是 准 紧 的 ,而 这 意味 着 算 
子 48B 是 紧 的 . 其 次 ,如 果 MM 有 界 , 则 AM 准 紧 ,那么 根据 B 的 连续 性 ,集合 BAM 也 是 
准 紧 的 , 即 算 子 Bh 是 紧 的 . 

定理 证 毕 

推论 在 无 穷 维 空 x 间 互 中 , 紧 算 子 不 可 能 有 有 界 逆 . 

事实 上 ,如 果 不 是 这 样 , 则 单位 算 子 7T=4-!14 在 E 中 紧 ,而 这 是 不 可 能 的 (参看 
例 1). 

注 定理 2 表明 ,在 所 有 的 有 界 算 子 环 XE,E) 中 紧 算 子 构成 双 侧 理想 0 

定理 3 ”与 紧 算 子 共 配 的 算 子 是 紧 的 . 

证 明 设 4 是 巴 拿 赫 空间 E 中 的 紧 算 子 . 我 们 来 证 明 ,作用 于 五 * 内 的 共 斩 算 子 
4 把 五 * 中 的 每 个 有 界 子 集 变 为 准 紧 集 . 因为 赋 范 空间 中 的 每 一 个 有 界 子 集 都 含 于 
某 个 球 中 ,所 以 只 需 证 明 ,4* 把 每 个 球 变 为 准 紧 集 . 根据 算 子 4* 的 线性 性 质 只 需 证 


Q@ 在 某 个 环 R 中 的 一 个 子 环 1, 如 果 a EU,r ER 那么 or ET 及 mo EU, 则 称 这 样 的 子 环 为 ( 双 侧 ) 理 
想 . 
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明 闭 单位 球 S$* CE* 的 象 4*5* 是 准 紧 的 . 

我 们 将 把 E* 中 的 元 看 作 只 是 在 紧 集 4S5 上 的 函数 ,而 不 是 看 作 整 个 空间 E 上 的 
函数 ,其 中 45 是 单位 球 5 在 映射 4 下 的 象 的 闭 包 . 这 时 ,与 5* 中 泛 函 对 应 的 函数 9 
的 集合 $B 将 是 一 致 有 界 和 等 度 连续 的 . 事实 上 ,如果 | p<1, 则 

sup| p(x)|= suplp(%) |< lp1 suplAxl < 141 


且 
[p(x’) -oo 和 el :|x -x a lx -x |. 


因此 ,这 个 集 更 在 空间 C[4S] 中 是 准 紧 的 (根据 阿尔 采 拉 定理 ). 但 是 ,具有 由 
连续 函数 空间 C[ 4S] 的 通常 度量 所 诱导 出 的 度量 的 集 有 与 集 4' 5* 等 距 (A*5* 具 
有 由 赋 范 空间 五 "诱导 出 的 度量 ). 事实 上 ,如 果 g1,g, ES”, 则 


4 8 -4 82|= sup | (A’g, -A g,,%) | 
= sup|(8 - g2,Ax) | 
xES 
一 sup | (g1 — 82,2) | 
zEAS 
= sup | (g, - g,,2) |= p(8 ,82)- 
zEAS 


因为 B 是 准 紧 的 , 则 它 是 完全 有 界 的 . 因此 ,与 它 等 距 的 集 4*S* 也 完全 有 界 . 所 以 
4 ”SS 在 五 "中 准 紧 . 、 

定理 证 毕 . 

注 不 难 验 证 , 集 @ 在 C[4S] 中 是 闭 的 ,所 以 B 是 紧 的 ,从 而 集 4*5S* 紧 , 虽 然 
(正如 从 第 1 段 的 注 中 所 看 到 的 ) 闭 单位 球 在 任意 全 连续 映射 下 的 象 可 能 不 是 紧 的 . 
在 刚刚 证 过 的 定理 中 情况 与 如 下 一 般 情 况 不 同 : 歼 "中 的 闭 单位 球 $ 在 空间 E* 的 * 
- 弱 拓 扑 中 是 紧 的 (参看 $3 定理 5). 由 此 也 推出 对 任意 紧 算 子 集 8 * 的 象 (在 空间 
E* 的 度量 下 ) 的 紧 性 

习题 1 设 4 是 巴 拿 赫 空间 中 的 有 界线 性 算 子 . 试 证 明 ,如 果 算 子 4 "是 紧 的 , 则 4 也 是 紧 的 . 

习题 2 为 使 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 线性 算 子 4 是 紧 的 ,必须 且 只 需 与 它 ( 埃 尔 米 特 ) 共 轿 的 算 
子 4 是 紧 的 . 试 证 明之 . 

.3， 紧 算 子 的 特征 值 

定理 4 在 巴 拿 赫 空 间 E 中 ,任何 紧 算 子 4 对 于 任意 6>0, 仅 有 有 限 个 线性 无 
关 的 特征 向 量 ,这 些 特 征 向 量 对 应 于 其 模 超过 6 的 特征 值 . 

证 明 设 和 ,A,,…,A,,… 是 算 子 4 的 任何 一 个 特征 值 序列 (它们 彼此 不 同 或 
有 重复 ) , 且 |A,| >6;xi ,x ，,…,%,，,… 是 与 它们 对 应 的 特征 向 量 序列 , 且 设 这 些 向 量 
线性 无 关 . 

应 用 引 理 1( 第 1 段 ) 且 构造 这 样 的 向 量 序列 y ,y,,…,y,,… 使 得 
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1) y, E Es; 2) yl =1;3) ply,B1) =, jnf |y, -x >112, 其 中 EE, 是 
由 xi， MX2 ”Mn 生成 的 子 空 s 间 ]. 
根据 不 等 式 | 和 ,| > 5, 序 序列 | 站 “| 有 界 我 们 断言 ， 由 象 序列 | 4 [站 | 不 可 能 选 出 


收敛 的 子 序 列 . 事实 上 , 设 y。= > wx 那么 


其 中 


所 以 对 于 任意 p >gq 


-人 


= | y, +z,— (ys +2) | 


一 | 一 (y +2z, — 2,) | > 1/2, 


因为 y +z 一 2 EE,_i. 

这 与 算 子 4 的 紧 性 矛盾 . 

特别 ,由 刚 证 明 的 定理 推出 ,与 紧 算 子 4 的 已 知 特征 值 和 A 关 0 对 应 的 线性 无 关 的 
特征 回 量 的 个 数 是 有 限 的 . 

由 此 定理 还 可 推 得 ,在 圆 外 部 | 入 | >5 >0, 紧 算 子 4 的 特征 值 A, 的 数目 是 有 限 
的 ,因此 , 算 子 4 的 特征 值 可 按 其 模 非 递增 的 次 序 |A; | = | 和 A, | 三 … 来 编号 . 

4. 希 尔 伯 特 空间 中 的 紧 算 子 上 面 我 们 谈 到 了 在 任意 巴 拿 赫 空 间 中 的 紧 算 
子 . 现在 补充 关于 和 硕 尔 伯 特 空间 中 紧 算 子 的 若干 事实 ,添加 于 上 述 知 识 中 . 

如 果 算 子 4 把 任何 有 界 集 变 为 准 紧 集 ,我 们 便 称 4 是 紧 算 子 . 由 于 五 =H* , 即 H 
是 对 于 可 分 空间 共 思 的 空间 ,在 此 空间 中 ,任何 有 界 集 ( 且 也 仅 是 这 些 有 界 集 ) 是 弱 
准 紧 的 . 所 以 ,在 希 尔 伯 特 空间 中 紧 算 子 可 定义 为 把 任何 弱 准 紧 集 变 为 强 拓扑 中 准 
紧 集 的 算 子 . 

最 后 ,在 某 些 情况 下 , 希 尔 伯 特 空间 中 的 紧 算 子 这 样 定义 还 更 为 方便 :H 中 算 子 
4 如 果 把 任何 弱 收 敛 序 列 变 为 强 收敛 序列 , 则 称 4 为 了 中 的 紧 算 子 . 事实 上 , 设 上 述 
条 件 成 立 , 且 设 MM 是 中 有 界 集 . 集 M 的 每 一 个 无 穷 子 集 都 含有 弱 收 敛 的 序列 ,如 
果 该 序列 可 变 为 强 收敛 的 序列 , 则 4M 是 准 紧 的 . 反之 , 设 4 是 紧 算 子 , {x,| 是 弱 收 
敛 序列 有 旦 x 是 ix,| 的 弱 极 限 . 那么 {hx,) 含有 强 收敛 的 子 序列 . 同时 ,根据 4 的 连续 
性 ,| hx,| 弱 收 敛 于 4x. 由 此 得 出 , {hx, | 不 可 能 有 多 于 一 个 的 极限 点 . 因此 {hx,| 是 
收敛 序列 . 
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5. 有 HH 中 的 自 共 郝 紧 算 子 ”对 于 有 限 维 欧 几 里 得 空间 中 的 自 共 轿 线 性 算 子 , 关 
于 把 这 样 的 算 子 的 矩阵 在 某 个 标准 正 交 基 中 化 为 对 角形 的 定理 是 熟知 的 . 本 段 中 我 
们 把 这 一 定理 推广 到 希 尔 伯 特 空间 中 的 自 共 轿 紧 算 子 上 . 本 段 的 结果 无 论 是 对 于 实 
的 希 尔 伯 特 空间 还 是 对 于 复 的 希 尔 伯 特 空间 都 成 立 . 为 了 确定 起 见 , 我 们 将 假定 
是 复 的 . 

我 们 首先 指出 万 中 自 共 f 算 子 的 特征 向 量 与 特征 值 的 某 些 性 质 ,其 实 ,这 些 性 
质 与 有 限 维 自 共 思 算 子 的 相应 性 质 完全 类 似 . 

1 . 刀 中 目 共 斩 算 子 4 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . 
事实 上 , 设 4x =Ax, | x | 和 关 0, 则 


人 A(XZX) = (Ax,x) = (x,Ax) = (x,Ax) = A(x,x), 


由 此 和 =X. 
.对 应 于 目 共 斩 算 子 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 
实际 上 ,如 果 4x =Ax 与 4y =A ,同时 A 关 A, 那 么 


A(x,y) = (Ax,y) = (x,Ay) = (x,uy) = (x,y), 
由 此 (x,y) =0. 
现在 证 明 如 下 的 基本 定理 . 
定理 5( 希 尔 但 特 - 施 密 特 (Schmidt)) ”对 于 希 尔 伯 特 空间 五 中 的 任意 自 共 思 
线性 紧 算 子 4, 存在 对 应 于 特征 值 {A,} (A 大 0) 的 特征 向 量 的 标准 正 交 系 {9,1 ,使 
得 每 个 元 & E 可 用 唯一 的 方式 记 为 形式 
4 = cry + ， 
其 中 辐 量 二 E Ker4 , 即 满足 条 件 4#' =0; 同时 
4& = 2 Mcipt, 
并 且 奉 系 {op。,} 是 无 穷 的 , 则 limA, =0(n 一 % ). 


为 了 证 明 这 个 基本 定理 ,我 们 需要 如 下 一 些 辅 助 命题 . 
引 理 2 如 果 {é,| 弱 收敛 于 & 且 线性 算 子 4 是 紧 的 , 则 


OQ(é,) = (Aé,,é,) — (AE,€) = 0(é). 
证 明 对 于 任何 m， 


(42 ) (Aé,é) | 
< | (Aé, ,&, ) (AE,é,) |+ | (Aé,é,) (Aé,é) |. 
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4) - (AEéi) | 三 ‖ 拓 上 14( 扣 一 区 


45) - (AE,E)|= |(é,A(é, -é))| 


< él : |A(é,-é)|, 
因为 数 | 所 上 有 界 , 而 上 4(é&, -2) 一 0, 那 么 
| (Aé,,é,) - (Aé,é€) | 一 0， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
引 理 3 ”如 果 泛 函 
|@0(é) |= |(4é,2) | 
在 单位 球 上 的 点 & 处 达到 极 大 ,其 中 4 是 线性 有 界 自 共 轿 算 子 , 则 由 (é&6,n) =0 
推出 
(Aéo,n) = (é0,An) = 0. 
证 明 显然 | =1. 令 


_ é0 + an 
Vi+lal nl 
其 中 a 是 任意 复数 . 由 | 如 ‖ =1 得 出 
el =1. 
其 次 
0(é) = ep + a( Aéo sn) 


+a(Aéo,n) + lal’Q(n)]. 
数 a 可 取得 使 其 模 任意 小 ,并 且 使 a( 4é。,”m) 为 实 值 . 于 是 a (Ahéo,n) =a(Aéo,n) 且 
Q(é) = 0(é) +2a(Aéo,n) + O(a ). 


由 此 等 式 显然 可 见 , 如 果 ( 4 ,7) 产 0, 那 么 a 可 选取 得 使 10(8) | > 10( 如 ) |, 而 这 
与 引 理 假设 条 件 矛盾 

由 引 理 3 可 直接 推出 ,如 果 |Q() | 当 专 = 名 时 达到 极 大 值 , 则 名 是 算 子 的 特征 
向 量 

定理 5 的 证 明 ”我 们 将 按 归纳 法 来 构造 诸 元 p,, 使 得 它们 的 次 序 与 其 相应 的 特 
征 值 的 绝对 值 递减 的 顺序 
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[A|= [XA,|= = |A, | … 


相 一 致 . 
为 了 构造 元 gi ,我 们 考虑 表达 式 |10(&) | = | (4 嫩 ,) | 并 证 明 它 在 单位 球 上 达到 
极 大 值 . 设 


5 = sup,| (Aé,é) | 
且 所 ,名 ,是 这 样 的 序列 : ‖&, =1, 而 且 当 nw 时 
(Aé,,€,) | 一 全 
因为 单位 球 在 五 中 是 弱 紧 的 , 则 从 { 吉 | 中 可 选 出 弱 收 仿 于 某 个 元 nm 的 子 序列 来 . 同 
时 17 1 和 1 且 根 据 引 理 2 
|(An,n)|= 4 


我 们 把 元 nm 取 为 p1. 显然 17 | 丝毫 不 差 地 等 于 1. (事实 上 , 设 171 <1. 令 1 = 
n/n1 ,那么 17 1 =1 且 | (47 ,Ti ) | >5, 这 与 5 的 定义 矛盾 . ) 同 时 


Ap! = Alpl， 
由 此 
= ee -1(hpip)1=S 
现在 设 对 应 于 特征 值 
Al1 ,A 入 2, ,A 入， 
的 特征 向 量 
P1,p2 ,°° ,Pn 


已 构造 好 了 . 设 M(gi,g;,…,9;) 是 张 在 pl,p: ,…，,p。 上 的 子 空间 . 考虑 属于 
M, = HOM(gi,gp,,,9,) 
( 即 与 pl ,gp,,… ,9g 正 交 ) 且 满足 条 件 <1 的 元 的 全 体 上 的 泛 孙 
| (Aé¢ ,2) |. 


集 M， 是 对 于 4 的 不 变 子 空间 (因为 子 空间 M(epl,p,…，,p,) 是 不 变 的 而 4 是 共 思 é 
的 ). 把 上 面 所 进行 的 论证 应 用 于 M; ,我 们 得 出 ,在 M; 中 存在 对 于 算 子 4 的 特征 向 
量 ( 把 它 记 为 9， 11). 

可 能 有 两 种 情况 : 1) 经 过 有 限 步 后 我 们 得 到 子 空间 Mi ,在 Mx 中 (4t,é)=0; 
2) 对 于 所 有 的 n, 在 M; 上 (Aé,é) 关 0. 
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在 第 一 种 情形 由 引 理 3 知 M+ 被 算 子 4 变 为 零 ( 置 7 = 4 ) , 即 整个 Mi- 由 对 应 
于 和 =0 的 特征 向 量 组 成 . 所 构造 的 向 量 系 {p。| 由 有 限 个 元 组 成 

在 第 二 种 情形 ,我们 得 到 特征 向 量 的 一 个 序列 {p,} ,对 于 其 中 每 一 个 ,都 有 
和 , 关 0. 我 们 来 证 明 A, 一 0. 序列 {p,} (如 同 任何 标准 正 交 序列 ) 弱 收敛 于 零 , 所 以 诸 
元 4p, = Aup, 应 当 依 范 数 收敛 于 零 , 由 此 |A,| = |4p, | 0. 

设 


M = HOM(gi,p2, ,pa,) = NN M+ #0. 


如 果 & E M! 且 éz0, 则 ( 锋 ,é) <A, 1 #1? 对 所 有 成 立 , 即 (个 ,6) =0. 由 此 根据 
引 理 3( 当 max | ( 妖 ,#) | =0) 应 用 于 M1! ,我 们 得 出 外 =0, 即 子 空间 M! 被 算 子 4 变 
由 系 {9g。| 的 构造 知 ,任何 向 量 可 表 为 


€ = 2 cpt +&', 其 中 Aé' = 0. 


由 此 推出 
AE = 之 AiChP. 
定理 证 毕 . 这 个 定理 在 积分 方程 论 中 起 着 基本 的 作用 ,积分 方程 将 在 第 九 章 叙 述 . 

注 已 证 明 的 定理 表明 ,对 及 中 任何 自 共 轿 紧 算 子 4 ,存在 空间 三 的 一 个 由 该 
算 子 的 特征 向 量 组 成 的 正 交 基 . 实际 上 ,为 了 得 到 这 个 基 只 需 用 子 空间 M- 的 任意 一 
个 正 交 基 去 补充 在 定理 的 证 明 中 构造 的 特征 向 量 系 | 9,| ,这 个 1 的 正 交 基 可 被 算 
子 4 变 为 零 . 换言之 ,我 们 在 这 里 所 得 到 的 结果 与 关于 把 有 限 维 空间 中 自 共 轿 算 子 
的 矩阵 在 正 交 基 中 化 为 对 角形 的 定理 是 完全 类 似 的 . 

对 于 维 空间 中 的 非 目 共 斩 算 子 , 这 样 的 化 简 一 般 说 来 是 不 可 能 的 . 然而 成 立 
如 下 定理 :在 n 维 空间 中 的 任何 线性 变换 至 少 有 一 个 特征 向 量 . 不 难 验证 ,这 一 论断 
不 能 推广 到 于 中 的 紧 算 子 上 . 事实 上 , 设 在 中 算 子 4 由 公式 

Ax = A(xi 2 Me) = (oz | (8) 
给 定 . 这 个 算 子 是 紧 的 (验证 这 一 点 !) ,但 是 一 个 特征 向 量 也 没有 ( 试 证 明之 ). 
习题 试 求 算 子 (8) 的 谱 


第 五 章 测度 ,可 测 函 数 , 积 分 


集 4 的 测度 ww(4) 概 念 是 下 面 这 些 概念 的 一 种 自然 推广 : 

1) 区 间 A 的 长 度 1( A); 

2) 平面 几何 图 形 F 的 面积 S(F); 

3) 空间 几何 图 形 G6 的 体积 V( 6G); 

4) 非 减 函数 pg(1) 在 半 开 区 间 [a,5) 上 的 增 量 9(b) -9p(a); 

5 ) 一 个 非 负 函数 展 布 在 某 一 直线 (区 间 ) 、 平 面 域 或 空间 域 、…… 上 的 积分 . 

这 个 概念 起 源 于 实 变 函 数论 ,尔后 又 应 用 到 概率 论 动力 系统 理论 、 泛 函 分 析 和 
许多 其 他 的 数学 领域 里 去 . 

在 本 章 $1 里 ,我 们 从 矩形 面积 的 概念 出 发 来 阐述 平面 集 的 测度 论 . 测度 的 一 
般 理论 将 在 $2 和 $3 里 阐述 . 不 过 读者 甚 易 发 觉 在 8$ 1 里 所 进行 的 一 切 讨 论 都 具 
有 一 般 性 ,从 而 不 需要 作 任何 重大 修改 就 可 以 照样 推广 到 抽象 的 测度 论 去 . 
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1. 初等 集 的 测度 ”我们 来 考察 (x,y) 平 面 上 的 这 样 一 个 集 族 马 , 其 中 每 一 个 集 
里 的 x 由 
a<x<6b, a<x <b, 
a<xX<b, a<x<b 


这 种 形式 的 不 等 式 之 一 所 确定 ,而 y 则 由 


c<y<d, c<y<dd, 
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c<y<d, c<y<d 


这 种 形式 的 不 等 式 之 一 所 确定 ,这 里 a.b、cd 都 是 一 些 任意 的 数 . 属于 该 集 族 的 一 
切 集 我 们 都 称 为 矩形 . 如 果 a <b 和 c <d ,那么 由 不 等 式 


a<x<b, cs<y<d 


所 确定 的 闭 矩 形 就 是 通常 意义 下 一 个 包含 了 边界 的 矩形 . 如 果 a=b 和 c<d 或 a <b 


一 种 情况 ,如果 >b 或 c>d, 那 么 它 就 是 一 个 空 集 . 开 和 矩 形 
a<x<b, c<y<d 


依据 a.b、c 和 4 之 间 的 关系 可 以 是 一 个 不 包含 边界 的 矩形 或 者 是 个 空 集 . 其 他 类 型 
的 每 一 种 矩形 (我 们 称 为 半 开 和 矩形 ) 或 者 确实 为 矩形 ,但 无 一 边 、 无 两 边 或 无 三 边 ,或 
者 是 个 开 区 间 ,或 者 是 个 半 开 区 间 ,最 后 还 剩 下 一 种 情况 , 它 甚 至 可 能 是 一 个 空 集 . 

平面 上 一 切 矩 形 所 构成 的 类 我 们 用 名 来 表示 . 

对 于 每 一 个 矩形 比照 初等 几何 里 众所周知 的 面积 概念 我 们 可 以 按 下 面 这 种 方 
式 来 定义 它 的 测度 . 即 

a) 空 集 的 测度 等 于 0; 

b) 由 数 ae 和 4 所 确定 的 一 个 ( 闭 的 、 开 的 或 半 开 的 ) 非 空 和 矩形 的 测度 等 于 

(b -a)(d -ce). 


这 样 一 来 ,对 于 所 里 的 每 一 个 矩形 P 就 有 数 m(P) 一 一 它 的 测度 一 一 与 之 对 
应 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 
1) 测度 m(P) 取 非 负 的 实数 值 ; 


2) 测度 m(P) 是 可 加 的 , 即 如 果 记 = LU Pi, 以 及 当 ixk 时 PNP = 人 ,那么 


n 


m(P) = > m(P,). 


我 们 的 任务 是 把 那 暂 时 还 仅 是 对 和 矩形 定义 的 测度 m(P 了 ) (保持 性 质 1) 和 2) ) 而 
推广 到 更 广泛 的 一 类 集 上 去 . 

首先 我 们 将 测度 概念 推广 到 所 谓 的 初等 集 上 去 . 如 果 一 个 平面 集 至 少 能 用 一 种 
方法 表 成 有 限 多 个 两 两 互 不 相交 的 矩形 的 并 集 ,那么 就 称 该 集 为 一 初等 集 . 

往 后 需要 用 到 下 面 的 定理 . 

定理 1 两 个 初等 集 的 并 集 、 交 集 、 差 集 和 对 称 差 集 也 都 是 一 些 初等 集 . 

于 是 , 按 第 一 章 8$5 所 引入 的 术语 ,初等 集 组 成 一 个 环 . 

证 明 显然 ,两 个 矩形 的 交集 仍然 是 一 个 矩形 . 因此 ,如 果 


4=UP 和 8=-UO 
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是 两 个 初等 集 ,那么 
ANMNB= UU (PN 0,) 
k,j 


也 是 一 个 初等 集 . 

容易 验证 ,两 个 矩形 的 差 集 仍然 是 一 个 初等 集 . 从 而 ,由 矩形 里 减 去 某 一 初等 集 
我 们 仍然 得 到 一 个 初等 集 ( 是 一 些 初等 集 的 交集 ). 现在 假定 集 4 和 集 B 是 两 个 初 
等 集 ,显然 可 以 找到 一 个 既 包 含 了 集 4 又 包含 了 7 集 B 的 矩形 P. 于 是 集 


AUB=P\[(P\A) N (P\B)] 
根据 上 面 所 说 的 理由 就 是 一 个 初等 集 . 由 此 ,从 等 式 
A\B = AN (P\B) 
和 
4AB = (A U B)\(ANB) 
就 可 推出 初等 集 的 差 集 和 对 称 差 集 都 是 初等 集 . 定理 得 证 . 
现在 我 们 可 以 定义 初等 集 的 测度 m'(4) 如下: 如果 
A=UP, 
其 中 诸 Pi 是 两 两 互 不 相交 的 矩形 ,那么 
m'(A) = > m(P,). 


k 


我 们 来 证 明 ,m'(4) 与 集 4 表 成 有 限 个 矩形 的 和 和 集 形式 的 方法 无 关 . 设 
A 一 U 人 一 U Qi， 


其 中 P, 和 0, 都 是 矩形 ,并 且 当 ik 时 PnP = 必 ,0;n0;= .因为 两 个 矩形 的 交 
集 P,P 仍然 是 一 个 矩形 . 所 以 根据 矩形 测度 的 可 加 性 ， 
2 m(P) 一 2,m(P NN Q;) 一 2,m(0Q,)). 

特别 对 于 和 矩形 来 说 ,测度 m' 与 原来 的 测度 m 完全 相同 . 

甚 易 看 出 , 像 这 样 定义 的 初等 集 的 测度 是 非 负 的 并 且 是 可 加 的 . 

我 们 来 揭示 初等 集 测度 的 下 述 重 要 性 质 . 

定理 2 ”如果 4 是 一 个 初等 集 ,而 {4, | 是 这 样 一 个 有 限 初等 集 族 或 可 数 初等 集 
族 ,使 得 


ACIJ)A,, 
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m'(A) = >_m’'(4,). (1) 


证 明 ”对 于 任何 >0 和 给 定 的 4, 显然 可 以 找到 这 样 一 个 初等 闭 集 4, 它 包含 
在 4 里 并 且 满 足 条 件 
m’'(A) 宇 m'(A) - e/2. 


(只 需 将 组 成 4 的 个 矩形 的 每 一 个 已 换 成 面积 大 于 m(P;) - se/(2k) 而 又 整个 包 
含 在 4 内 的 闭 矩 形 就 行 了 . ) 
其 次 ,对 于 每 个 4, 总 可 以 找到 一 个 包含 4, 的 初等 开 集 4, ,使 其 满足 下 列 条 件 


m’'(A,) < m’(A,) br 
显然 
4CU4. 
根据 海 涅 - 博 雷 尔 (Heine - Borel) 引 理 ,从 {4.,} 里 可 以 选 出 一 个 有 限 集 族 人， ，… 
人 来 覆盖 住 4. 这 时 显然 有 
m’(A) =< > mt) 


(因为 否则 4 就 会 被 其 面积 之 和 小 于 m'(4) 的 有 限 个 矩形 所 覆盖 ,而 这 显然 是 不 可 
能 的 . ) 因此 


/ 1/ A 2 - 1 7 个 2 ) 7 个 己 
1 (4) <m’'(4) + < 2 m'(4,) + 了 < >, m'(4,) + 了 


< Pm(h) + > Tt+ 3 = Sm (4) +e. 


由 于 es >0 的 任意 性 ,由 此 就 可 推出 (1). 

定理 2 所 揭示 出 的 测度 m' 的 性 质 ( 集 的 测度 不 超过 有 限 个 或 可 数 个 覆盖 它 的 
那些 集 的 测度 之 和 ) 称 为 半 加 性 . 由 它 又 可 推出 下 述 的 可 数 加 性 或 o 加 性 . 

设 初 等 集 4 可 表示 为 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 初等 集 4,(n =1,2,…) 之 和 : 


由 此 


m (4) = 2 m'(4,). 


( 即 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 集 之 和 的 测度 等 于 这 些 集 的 测度 之 和 ). 
事实 上 ,根据 加 性 对 于 任何 NN 有 


m'(A) 二 m'(() 4,)= 2 m'(h,). 
当 NV 一 o 时 取 极 限 就 得 到 
m'(A) 三 Dm (Ah,). 


根据 定理 2 有 相反 的 不 等 式 成 立 . 这 样 一 来 ,测度 m' 的 o 加 性 得 证 . 

注 读者 可 能 会 造成 这 样 一 种 印象 ,认为 平面 上 的 测度 的 o 加 性 可 以 自动 地 由 
它 的 可 加 性 通过 取 极 限 而 得 到 . 事实 上 并 不 是 那么 一 回 事 (我 们 在 定理 2 的 证 明 中 
本 质 上 是 利用 了 刻 划 平面 集 的 度量 性 质 与 拓扑 性 质 之 间 的 关系 的 海 涅 - 博 雷 尔 引 
理 ). 在 $2 里 当 研 究 任意 抽象 集 的 测度 时 我 们 可 以 看 出 ,由 测度 的 可 加 性 一 般 说 来 
并 不 能 推出 它 的 e 加 性 . 

2. 平面 集 的 勒 贝 格 ( Lebesgue) 测度 ”初等 集 并 没有 穷尽 几何 和 古典 分 析 里 遇 
到 的 一 切 集合 . 因此 自然 企图 将 测度 概念 (仍旧 保持 它 的 基本 性 质 ) 推 广 到 比 那 种 边 
界 平 行 于 坐标 轴 的 矩形 的 有 限 并 集 更 广泛 的 一 类 集合 上 去 . 

勒 贝 格 在 20 世纪 初叶 才 算 彻底 地 解决 了 这 个 问题 

在 阐述 勒 贝 格 测度 论 时 ,不 但 需要 考察 矩形 的 有 限 并 集 而 且 也 需要 考察 矩形 的 
无 穷 并 集 . 并 且 这 样 约定 ,是 为 了 避免 考虑 那 种 具有 “无 穷 测 度 ” 的 集合 ,首先 只 限于 
考虑 那些 整个 属于 正方 形 = 10<x<1;0<y<1} 的 集合 . 

在 所 有 这 些 集合 的 全 体 上 定义 函数 "(4) 如 下 . 

定义 1 数 


1 (4) = ink, Dm(P) (1) 


称 为 集 4 的 外 测度 ,其 中 下 确 界 是 对 所 有 可 能 覆盖 集 4 的 有 限 或 可 数 个 矩形 来 
取 的 . 

注 1 如 有 果 我 们 在 外 测度 的 定义 中 所 考虑 的 覆盖 集 不 仅 是 由 和 矩形 所 组 成 ,而 且 
是 由 (有 限 多 个 或 可 数 个 ) 任 意 初等 集 所 组 成 ,那么 显然 会 得 到 同样 的 值 u* (4) , 因 
为 每 个 初等 集 是 有 限 个 矩形 之 和 . 

注 2 如 有 果 4 为 一 初等 集 , 则 J (4) =m'(4). 

事实 上 , 设 P,,…,P, 为 构成 4 的 矩形 . 于 是 ,根据 定义 


n 


7 (4) = > m(P.,). 


i=1 
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n 


因为 诸 矩形 已 覆盖 4, 所 以 u* (4) < 》m(P,) = m'(4). 若 |0,| 是 覆盖 4 的 任意 


i=1 


有 限 或 可 数 和 矩形 组 ,那么 根据 定理 2,m'(4) = > m(0)). 因此 jw* (4) =m'(4). 
定理 3 如 果 4 C U 4,, 其 中 4, 是 一 个 有 限 集 族 或 可 数 集 族 ,那么 


MA (4) < > n°’ (4,). (2) 


特别 ,如 果 A4CB, 那 么 j* (4) <u* (B). 
证 明 根据 外 测度 定义 ,对 于 每 个 4, ,总 可 以 找到 这 样 的 有 限 矩 形 族 或 可 数 矩 


形 族 | Pu 上 ,使 得 A, C U Pi 且 有 
Dm( Pa) < nh (4,) + 1， 
其 中 e >0 可 以 任意 地 选取 . 于 是 
4 C U U P,,, 
从 而 z 
人 (4) < 之 2 m(Pn) < 之 人 (4,) + €. 


由 >0 任意 性 ,由 此 就 可 推出 定理 的 结论 . 
因为 m' 和 “在 初等 集 上 完全 相同 ,所 以 定理 2 是 定理 3 的 特殊 情形 . 
定义 2 集 4 称 为 (在 勒 贝 格 意义 下 ) 可 测 , 如 果 对 于 任何 e >0, 总 可 以 找到 这 
样 的 初等 集 B, 使 得 
1 (AAB) < &. (3) 


仅 在 可 测 集 上 定义 的 函数 称 为 勒 贝 格 测度 ,我 们 用 表 之 . 

注 我 们 所 引入 的 可 测 性 定义 有 十 分 直观 的 意义 . 它 表 明 , 如果 一 个 集 可 以 用 
初等 集 “ 任 意 精确 地 允 近 ”, 那么 这 个 集 就 称 为 是 可 测 的 . 

这 样 ,我 们 定义 了 某 一 称 为 可 测 的 集 类 况 以 及 定义 在 该 集 类 上 的 函数 几 ( 勒 贝 
格 测度 ). 现在 要 确立 下 述 事 实 : 

(1) 可 测 集 的 全 体 兄 is 对 取 有 限 和 或 可 数 和 以 及 交 的 集运 算是 封闭 的 ( 即 钢 。 
为 一 o 代数 ,参看 第 一 章 §5 第 4 段 ). 

(2) 孙 数 4 在 头 : 上 是 o 可 加 的 . 

下 面 这 些 定理 是 这 两 个 结论 的 分 层 证 明 . 

定理 4 可 测 集 的 全 集 是 可 测 的 . 

这 可 立即 从 等 式 


196 . 第 五 章 测度 ,可 测 函 数 ,积分 


(E\A) A(E\B) = 4AB 
推出 ,而 该 等 式 可 以 直接 加 以 验证 . 
定理 5 有 限 个 可 测 集 的 和 集 与 交集 是 可 测 集 . 
证 明 显然 只 需 对 两 个 集 加 以 证 明 就 够 了 . 设 4, 和 4, 是 两 个 可 测 集 . 这 表示 ， 
对 于 任何 e >0 总 可 以 找到 这 样 的 初等 集 B 和 B, ,使 得 
HL (4AB) < se (4,AB,) < a/2. 
因为 
(4 U4)ALBUB) C (AAB) U (4h,AB,), 
所 以 
人 [ (4 U 4,) A(P， UB,)|] < 人 (4 APBi) + (A,AB,) < 2. 
但 是 B, UB, 为 一 初等 集 , 因 此 集 4 U4, 是 可 测 的 . 
两 个 可 测 集 的 交集 的 可 测 性 可 以 从 定理 4 和 关系 式 
A NMA, = E\[(E\A) U(CEV，)| (4) 
推出 . 
推论 ”两 个 可 测 集 的 差 集 与 对 称 差 集 也 都 是 可 测 集 . 
这 个 推论 可 从 定理 4 和 定理 5 以 及 等 式 
Ai\A, =4 NM (E\A,) ,A AA, = (Ai\A,) U (4,\4.,) 
推出 . 
定理 6 如 果 4,,…,4, 是 两 两 互 不 相交 的 可 测 集 ,那么 


p (U4) = Ppl) (5) 
为 了 证 明 这 个 定理 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 ”对 于 任意 两 个 集 4 和 B 有 
1A (4) -人 (B)1I< (4AB). 
引 理 的 证 明 ”因为 
4CPU(4AP)， 
所 以 根据 定理 3 
A (4) 和 人 (B) + 人 (AAB). 


由 此 推出 在 "(4) ="(B) 的 情形 下 引 理 的 结论 . 如 果 j" (4) 和 4 (3B) ,那么 引 理 
的 结论 可 从 建立 类 似 不 等 式 


4 (B) 和 人 (4) + (AAB) 


$1. 平面 集 的 测度 


推出 . 
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定理 6 的 证 明 ”和 定理 5 一 样 , 只 需 对 两 个 集 的 情形 加 以 考虑 就 够 了 . 选择 任 


意 。 >0 和 这 样 的 初等 集 B, 和 已, ,使 得 
(41AB) < 2， 


1 (A,AB,) < 2. 


以 
Bi NB,Cc (AAB) U (4,AB,), 
从 而 
m'(B NB,) < 2e. 
根据 引 理 从 (6) 和 (7) 推 出 
| m'(Bi) -un (A41)1<&, 
| m'(B,) -AN (A,)1 < &. 
因为 在 初等 集 的 全 体 上 测度 是 可 加 的 ,所 以 从 (8) - (10) 就 得 到 
m'(B) =m'(B) +m'(B,) -m’'(B, NM B,) 
=u (A1) t+’ (A,) - 4. 
还 需 注 意 ,4ABC(4,AB,)U(4,AB,) ,最 后 有 
A (4) =m'(B) -人 (AAB) = m'(B) -2e 
EL (A) + (4h,) - 6e. 
因为 = >0 可 以 选 得 任意 小 ,所 以 
Ap (4) =p (41) + (h,). 
因为 (根据 定理 3) 相反 的 不 等 式 
A (4) <p° (41) +A (h,) 
总 是 正确 的 ,最 终 就 得 到 
4 (4) = 人 (4 ) + 人 A (A,). 


因为 4 .4, 和 4 是 可 测 的 ,所 以 这 里 的 ”可 以 用 来 代替 . 
定理 得 证 . 
从 这 个 定理 ,特别 可 以 推出 ,对 每 个 可 测 集 4 都 有 


(6) 
(7) 


令 A4=AlUAh4, 和 B= BUB,. 根据 定理 5, 集 4 是 可 测 的 . 因为 集 4, 和 集 4 不 相交 ,所 


(8) 


(9) 


(10) 
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p(EM) = 1-p(4). 
定理 7 可 数 个 可 测 集 的 和 集 与 交集 都 是 可 测 集 
证 明 设 
4 4 4 
是 一 个 可 数 可 测 集 族 ,并 且 4= LU 4. 令 必 =4\U 4 显然 4= U 4, 并 且 请 


集 4 两 两 互 不 相交 . 根据 定理 5 及 其 推论 所 有 的 集 4 都 是 可 测 的 . 根据 定理 6 和 外 
测度 的 定义 ,对 于 任何 有 限 的 n 都 有 


Dp) =4 (UA) <p° (4). 
因此 级 数 
4 
收敛 . 从 而 对 于 任何 a >0 ,总 可 以 找到 这 样 的 V 使 得 
ZN(45) < 了 (11) 


因为 集 C= U 4 可 测 (C 是 有 限 个 可 测 集 的 和 集 ) ,所 以 对 于 集 C 总 可 以 找到 这 样 
的 初等 集 B 使 得 


AN (CAB) < 5- (12) 
因为 
AAB C (CAB) U (U 4’) 
所 以 从 (11) 和 (12) 就 可 推出 
1* (AAB) < &, 
即 4 可 测 . 


因为 可 测 集 的 余 集 是 可 测 集 , 所 以 从 等 式 
门 4 = E\ U (E\A,) 


就 可 推出 定理 关于 交集 的 结论 . 
定理 7 加 强 了 定理 5. 下 面 的 定理 是 定理 6 类 似 的 加 强 . 


$1. 平面 集 的 测度 . 199. 
定理 8 ”如 果 |4,| 是 一 个 由 两 两 互 不 相交 的 可 测 集 所 构成 的 序列 ,并 且 4 = 
U 4, ,那么 
1(A) = 2 4(4,). 
证 明 根据 定理 6, 对 于 任何 NN 都 有 
4 (U4) - Fp(4,) < p04). 
当 N 一 oo 时 对 上 述 不 等 式 两 端 取 极限 就 得 到 
pA4) > pn(4) (13) 
另 一 方面 ,根据 定理 3 
pA4) < Fplh). (14) 


从 (13) 和 (14) 就 可 推出 定理 的 结论 . 

在 定理 8 中 揭示 的 测度 这 个 性 质 称 为 测度 的 可 数 可 加 性 或 o 可 加 性 . 从 ex 可 加 
性 就 可 推出 下 述 所 谓 的 测度 的 连续 性 . 

定理 9 如 果 4, D4;D… 是 一 个 由 可 测 集 套 所 构成 的 序列 ,并 且 4= 门 4， 
那么 

HL4) = limp(4,). 

证 明 只 需 考 虑 4 = 纪 这 种 情形 . 因为 一 般 情 形 在 将 4, 换 成 4,\4 后 就 可 以 化 

成 这 种 情形 . 我 们 有 
4 = (41\4,) LU (A,\4;3) U… 

5 | 
z A, = (A,\Ai1) U (Airi\Ah,) U ~, 
并 且 诸 被 加 项 是 不 相交 的 . 因此 根据 人 的 ex 可 加 性 


L(Ai1) 一 pA vt) (15) 
和 
uM(A,) = phi\Ain). (16) 


因为 级 数 (15 ) 收 合 , 所 以 它 的 余 式 (16) 当 n 一 % 时 趋 于 0. 这 样 一 来 , 当 "一 o 时 
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AM(4,) 一 0， 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
推论 如果 41 Ch,C… 是 一 个 由 可 测 集 4, 所 构成 的 单调 递增 序列 并 且 
A = U4,, 
那么 


4(A) = limp( 4h,). 


为 了 证 明 这 个 推论 只 需 将 集 4, 换 成 它们 的 余 集 ,再 利用 定理 9 就 行 了 . 
在 这 一 段 结束 时 我 们 还 需 注意 一 个 十 分 明显 而 重要 的 情况 . 每 一 个 外 测度 等 于 
0 的 集 4 是 可 测 的 . 只 需 令 B = 名 ,于 是 


pr (AAB) =u’(AA GO) =*(A4) =0<&. 


这 样 一 来 ,我 们 就 将 初等 集 的 测度 推广 到 对 取 可 数 个 和 集 与 交集 的 运算 是 封闭 
的 更 为 广泛 的 一 类 和 oz 上 去 , 即 员 ; 为 一 o 代数 . 所 构造 的 测度 在 这 种 类 上 是 o 可 
加 的 . 上 面 所 建立 的 这 些 定理 可 用 来 构造 按 勒 贝 格 意 义 是 可 测 的 那些 集 的 全 体 的 下 
述 表 示 . 

每 一 个 属于 五 的 开 集 都 可 以 表示 成 开 和 矩形 ( 即 可 测 集 ) 的 有 限 或 可 数 的 并 集 ， 
所 以 根据 定理 7, 所 有 的 开 集 都 是 可 测 的 . 闭 集 是 开 集 的 余 集 ,从 而 它们 也 都 是 可 测 
的 . 根据 定理 7, 可 测 集 应 该 是 所 有 这 样 的 一 些 集 ,它们 能 够 从 开 和 集 与 闭 集 利用 有 限 
次 或 可 数 次 取 可 数 并 集 与 可 数 交 集 这 种 运算 而 得 到 . 但 可 以 证 明 , 所 有 可 测 集 要 比 
这 些 集 多 得 多 . 

3. 帮 干 补充 与 推广 前面 我 们 仅 考虑 了 那些 包含 在 单位 正方 形 忆 = {0 <x, 
y 么 1 里 的 集合 . 取消 这 个 限制 并 不 困难 . 例如 ,可 用 下 述 方法 来 实现 . 将 整个 平面 表 
成 半 开 正方 形 6 = fn<x<n+1,m<y<m+1| (n,m 都 是 整数 ) 之 和 . 如 果 平 面 集 
4 与 每 一 个 这 种 正方 形 ,的 交集 4,, =4NE, 是 可 测 的 ,那么 我 们 就 说 该 平面 集 4 
是 可 测 的 . 这 时 根据 测度 定义 我 们 令 

HA(4) = >》HMC4。). 
右 问 的 级 数 要 人 么 收敛 于 有 限 值 , 要 么 发 散 于 + %. 因此 测度 4 也 可 以 取 无 穷 大 值 . 前 
面 所 揭示 的 关于 测度 和 可 测 集 的 一 切 性 质 显然 可 以 照样 推广 到 这 种 情形 上 来 0 仅 


需 注 意 , 具 有 有 限 测 度 的 可 数 个 可 测 集 之 和 可 以 具有 无 穷 测度 . 在 整个 平面 上 的 可 
测 集 类 用 1 表 之 . 


@ 但 是 为 使 级 数 (15) 收 敛 ,在 定理 9 中 必须 增加 条 件 w(4i ) < + %. 可 以 举例 来 说 明 缺 少 这 个 条 件 定理 
可 能 不 正确 . 
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在 这 一 节 里 我 们 阐述 了 平面 集 的 勒 贝 格 测度 的 构造 . 类 似 地 可 以 构造 直线 上 之 
集 的 勒 贝 格 测度 ,三 维 空间 里 的 集 的 勒 贝 格 测 度 或 一 般 任 意 n 维 欧 几 里 得 空间 里 的 
集 的 勒 贝 格 测度 . 对 每 一 种 情形 ,都 按 同样 的 方法 来 构造 测度 :从 对 某 个 最 简单 的 集 
族 ( 在 平面 情形 是 窍 形 集 族 ,在 直线 的 情形 是 开 区 间 (a,b), 闭 区 间 [a,5] 和 半 开 区 
间 (a,5] ,[a,b) 的 集 族 ,等 等 ) 的 早已 有 定义 的 测度 出 发 ,我 们 首先 定义 这 些 集 的 有 
限 并 集 的 测度 ,然后 再 把 它 推广 到 更 广泛 得 多 的 一 类 和 集 ( 勒 贝 格 可 测 集 ) 上 去 . 可 测 
性 定义 本 身 可 以 一 字 不 改 地 适用 于 任何 维 空 间 里 的 集 . 

我 们 已 从 面积 的 通常 定义 出 发 引入 了 勒 贝 格 测度 概念 . 对 于 一 维 情 形 , 类 似 的 
构造 是 依赖 于 开 区 间 ( 闭 区 间 、 半 开 区 间 ) 的 长 度 这 个 概念 的 . 但 是 这 里 还 可 以 用 为 
一 种 更 一 般 的 方法 引入 测度 概念 . 

设 Fi) 为 某 一 定义 在 直线 上 的 非 递减 的 左 连续 天 数 . 令 

m(a,b) = F(b) -Fa+0),mfaD] = F(b +0) - F(a), 
m(a,b|] = F(b +0) -F(a+0),mla,b) = F(b) - F(a). 


容易 看 出 , 象 这 样 定 义 的 区 间 函 数 m 是 非 负 的 与 可 加 的 . 将 这 一 节 里 所 作 过 的 类 似 
讨论 运用 到 它 上 面 ,我 们 就 可 以 构造 某 一 测度 wr(4). 同时 对 该 测度 是 可 测 的 那些 
集 的 全 体 ll; 对 取 可 数 并 集 与 可 数 交 集 这 类 运算 是 封闭 的 ,而 测度 js 则 是 o 可 加 
的 . 对 jr 是 可 测 的 这 一 集 类 415 ,一 般 说 来 ,是 依赖 于 函数 下 的 取 法 的 . 但 是 对 于 任 一 
个 选 定 的 下 , 开 集 与 闭 集 是 可 测 的 ,从 而 它们 所 有 的 可 数 并 集 与 可 数 交 集 显然 都 是 
可 测 的 . 利用 这 种 或 那 种 函数 下 所 得 到 的 测度 称 为 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 (Lebesgue - 
Stieltjes ) 测度 . 特别 ,直线 上 通常 的 勒 贝 格 测度 就 与 函数 (i) =t 相对 应 . 

如 果 测 度 wr 对 于 任 一 通常 的 勒 贝 格 测度 人 等 于 0 的 集 都 等 于 0 ,那么 就 称 该 测 
度 为 一 绝对 连续 测度 (对 而 言 ). 如 果 测 度 jr 全 部 集中 在 一 个 有 限 点 集 上 或 一 个 
可 数 点 集 上 ( 当 五 的 函数 值 所 构成 的 集 是 一 个 有 限 集 或 一 个 可 数 集 时 就 属 这 种 情 
况 ) ,那么 称 该 测度 为 一 离散 测度 . 如 果 测 度 Mr 对 于 任 一 单 点 集 都 等 于 0 ,那么 就 称 
该 集 为 一 奇异 测度 . 但 是 有 这 样 的 集 W 存在 , 它 的 勒 贝 格 测度 等 于 0 ,而 它 的 余 集 的 
测度 wr 也 等 于 0. 

可 以 证 明 ,每 一 测度 wr 可 以 表 成 绝对 连续 测度 离散 测度 与 奇异 测度 三 者 之 和 . 
我 们 在 下 一 章 还 要 回 到 勒 贝 格 斯 蒂 尔 切 斯 测度 上 来 。 

不 可 测 集 的 存在 . 我 们 看 到 了 勒 贝 格 可 测 的 集 类 是 非常 广泛 的 . 目 然 会 发 生 这 
样 的 问题 ,一 般 说 来 是 否 有 不 可 测 集 存 在 ?我们 指出 ,这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 . 最 
简单 的 是 在 圆周 上 引入 勒 贝 格 线性 测度 来 构造 不 可 测 集 . 

设 C 是 周 长 等 于 1 的 圆周 ,而 a 是 某 一 无 理 数 . 将 圆周 C 上 那些 经 过 旋转 nor 
角 (n 为 整数 ) 后 可 彼此 互 变 的 点 归 为 一 类 . 每 一 类 这 样 的 点 显然 是 由 一 个 可 数 点 集 
所 构成 的 . 现在 从 每 一 类 里 选取 一 点 ,我 们 来 证 明 , 像 这 样 所 得 到 的 集 ( 用 B 表 之 ) 
是 不 可 测 的 . 用 B, 表示 从 Bo 旋转 角度 narr 后 所 得 到 的 集 . 容易 看 出 ,所 有 的 集 @， 
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两 两 互 不 相交 而 其 和 集 就 构成 了 整个 圆周 C. 如 果 集 @ 是 可 测 的 话 ,那么 与 它 合同 
的 集 B, 也 将 会 是 可 测 的 . 因为 


C = U 0D, 当 nzzmH 时 HB, NGG, = 0, 
所 以 根据 测度 的 o 可 加 性 ,由 此 就 会 推出 


1 = 并 we (17) 
但 是 所 有 彼此 合同 的 集 应 该 具有 相同 的 测度 ,因此 如 果 到 是 可 测 的 ,那么 
(DB,) = (Do). 


如 有 果 ( $B。) =0, 那 么 等 式 (17) 右 端 那 个 级 数 之 和 等 于 0; 如 果 j( Bo。) >0, 那 么 该 级 
数 之 和 等 于 无 穷 大 . 由 此 可 见 , 等 式 (17) 是 不 可 能 成 立 的 . 因此 集 Bo( 从 而 每 一 个 
9B,) 是 不 可 测 的 . 


$2. 一 般 测 度 概 念 . 测度 从 符 环 到 环 上 的 扩张 . 加 性 和 er 
加 性 ? 


1. 测度 的 定义 ”我 们 从 矩形 的 测度 ( 面积) 出 发 ,构造 了 平面 集 的 测度 然后 将 
测度 概念 推广 到 更 广泛 的 集 类 上 去 . 我 们 所 构造 的 测度 本 质 上 完全 不 是 矩形 面积 的 
具体 表达 式 而 仅 是 它 的 一 般 性 质 . 即 我 们 仅 利 用 了 面积 是 非 负 加 性 集 函数 以 及 和 矩形 
的 全 体 是 半 环 就 将 平面 测度 从 矩形 扩张 到 初等 集 上 去 . 在 构造 平面 测度 的 勒 贝 格 扩 
张 时 还 利用 了 一 条 重要 的 性 质 就 是 它 的 e 加 性 

在 $ 1 里 对 平面 集 深思 熟 虑 阐述 的 构造 可 以 给 出 完全 一 般 的 抽象 形式 . 这 样 它 
的 适用 范围 将 会 大 大 地 扩大 . 这 两 节 就 研究 这 个 问题 

首先 引入 下 述 基本 定义 . 

定义 1 如 果 集 函数 (4) 满 足下 面 三 个 条 件 ; 

1) 函数 w(4) 的 定义 域 B, 是 集 半 环 ; 

2) 函数 w(4) 的 值 是 非 负 的 实数 ; 

3) w(4) 是 可 加 的 , 即 对 于 集 4 E 名 , 关于 (两 两 互 不 相交 的 ) 集 4 E 名 , 的 任 
何 有 限 分 解 式 


4=4U…UL4， 
满足 等 式 


@ 在 这 一 节 及 以 后 诸 节 中 我 们 将 系统 地 利用 第 一 章 $5 里 所 阐述 的 一 些 概念 和 事实 . 
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(A) = Dp), 


那么 就 称 该 集 辆 数 A(4) 为 集 4 的 测度 . 

注 “从 分 解 式 = OU G 就 可 推出 kw(G) =24(G) , 即 w( 艺 ) =0. 

2， 从 半 环 到 其 所 生成 的 环 的 测度 扩张 ”在 构造 平面 集 测度 时 第 一 步 是 将 测度 
从 矩形 推广 到 初等 集 上 去 , 即 推广 到 两 两 互 不 相交 的 矩形 的 有 限 和 和 集 上 去 . 现在 我 
们 来 考虑 这 种 构造 的 抽象 类 比 . 首先 叙述 下 面 的 定义 . 

定义 2 ”如果 集 B,, CG, 并 且 对 于 每 个 4 E 名 , 成 立 等 式 


1(A) = m(4), 


则 称 测 度 jy 为 测度 m 的 扩张 . 

本 段 的 目标 是 证 明 下 列 命题 

定理 1 对 于 每 一 给 定 在 某 个 半 环 马 , 上 的 测度 m(4) ,有 一 个 且 仅 有 一 个 扩张 
m'(4) 存 在 ,而 以 环 名 (已,)( 即 已 . 上 的 极 小 环 ) 为 其 定义 域 . 

证 明 对 于 每 个 集 4 E 浴 (B, ) 都 有 分 解 式 


A=()B, (BEE,,ykxzlHB, NB, = 0) (1) 
k=1 


存在 (第 一 章 $5 定理 3). 按照 定义 , 令 


m'(4) = Sm(B,). (2) 


k=1 


容易 看 出 ,由 等 式 (2) 所 确定 的 测度 m'(4) 与 分 解 式 (1) 的 选 法 无 关 . 事实 上 ,我 们 
考虑 下 面 两 种 分 解 式 


A=UB,=UC,B,eE ©,,C EE ©,. 
i=1 


因为 所 有 的 交集 B,C 都 属于 名 ,所 以 根据 测度 m 的 可 加 性 
2 m(B;) 一 之 2 mB 人 Ci) 一 2 m(C), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
由 等 式 (2) 所 确定 的 函数 m'(4) 的 非 负 性 和 可 加 性 是 显而易见 的 ,于 是 测度 mm 
在 环 污 ( 忆 ,) 上 的 扩张 m' 的 存在 性 就 得 到 了 证 明 . 


为 了 证 明 它 的 唯一 性 , 需 注 意 ,根据 测度 扩张 的 定义 ,如 果 4 = U B,, 其 中 B， 
是 名, 里 两 两 互 不 相交 的 集 , 那 么 对 于 测度 m 在 环 外 (BG,) 上 的 任 一 扩张 mw 都 有 
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m(A) = > m(B,) = > m(B,) = m’(A), 


k k 


即 测 度 m 与 由 等 式 (2) 所 确定 的 测度 m' 完 全 相同 . 定理 得 证 . 

按 本 质 来 说 ,我 们 在 这 里 用 抽象 的 术语 重复 了 在 $ 1 里 将 测度 从 和 矩形 扩张 到 初 
等 集 上 去 的 那 套 方法 . 初等 集 类 是 矩形 半 环 上 的 极 小 环 . 

从 测度 的 可 加 性 和 非 负 性 可 推出 下 面 这 些 差不多 是 极为 明显 的 但 却 是 重要 的 
性 质 . 
定理 2 设 m 是 给 定 在 某 个 环 处 , 上 的 测度 ,而 集 4,4,,…,4, 属 于 咒 . 于 是 


TI. 如 果 UJ 4 CA 并 且 当 izj 时 4;n4) = 名, 那么 
k=1 


> m(A,) < m(4). 


k=1 


I 如果 LU 4 .54 ,那么 


> m(A,) 三 m(A). 


特别 ,如 果 A4CAh4' 并 且 4,A'’E 名 ,那么 m(4) <m(4'). 
事实 上 ,如 果 4 ,…,4, 两 两 互 不 相交 并 且 包 含 在 4 里 ,那么 根据 测度 的 可 加 性 


m(A) = Dm( hs) tm{A\ U 4 


=1 


由 于 m(A\ (J 4 ) =>0, 由 此 得 到 性 质 工 . 
其 次 ,对 于 任何 4 ,已 E 办。 有 
m(4 Uh) =mm4)+md) -md Nh) <m A) +m(A,). 
根据 数学 归纳 法 由 此 得 到 


n( U4) < Sm(4i). 


=1 


最 后 ,又 根据 测度 的 可 加 性 从 4C WU 4 推出 


m(A) =n( Uh) -m( UAW) <nm( Uh) 


由 此 根据 上 述 不 等 式 就 推出 性 质 工 . 
对 于 给 定 在 集 环 上 的 测度 我 们 证 明了 性 质 工 和 开 . 但 大 测 度 原来 是 给 定 在 半 环 
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上 ,那么 在 将 它 扩 张 到 环 上 时 ,属于 原来 半 环 的 那些 集 的 测度 并 不 改变 . 因此 性 质 I 
和 开 对 半 环 上 的 测度 也 是 正确 的 . 

3. og 加 性 ”在 分 析 学 的 各 种 问题 里 不 仅 需 要 考虑 集 的 有 限 并 集 而 且 需 要 考虑 
集 的 可 数 并 集 . 我 们 加 之 于 测度 (定义 1) 的 可 加 性 与 此 条 件 有 联系 ,自然 要 用 更 强 
的 要 求 o 加 性 来 代替 . 

定义 3 测度 m 称 为 可 数 可 加 的 或 o 可 加 的 ,是 指 如 果 对 于 属于 其 定义 域 名， 
并 且 满 足 条 件 


A=U4,, 当 izj 时 4, 几 4,= 
n=1 


的 任何 集 4 ,4 ,4A,,… ,4,,… ,等 式 


m(A) = > m(4,) 


成 立 . 
我 们 在 $1 里 所 构造 的 勒 贝 格 平面 测度 是 o 可 加 的 (定理 8). 为 外 更 自然 的 o 
可 加 的 测度 的 例子 可 以 构造 如 下 : 设 

X= [zlxa | 


为 一 任意 可 数 集 并 且 p, >0 是 这 样 的 一 些 数 ,使 得 


2 P = 1]. 
对 应 的 可 测 集 类 由 集 的 一 切 子 集 所 构成 . 对 于 每 一 个 4CX 令 
m(A) = 之 Pu 


容易 验证 ,m(4) 是 o 可 加 的 测度 ,并且 mm(X) =1. 这 个 例子 自然 会 出 现在 与 概 
率 论 有 联系 的 许多 问题 里 . 

我 们 来 指出 一 个 是 可 加 但 非 e 可 加 的 测度 的 例子 . 设 式 是 闭 区 间 [0,1] 的 有 理 
点 集 ,而 B, 是 由 集 X 与 [0,1] 里 的 任意 开 区 间 (a,b) , 闭 区 间 [a,b] 或 半 开 区 间 (a， 
b] ,[a,6b) 的 交集 所 构成 的 集 . 容易 看 出 , 忆 , 为 一 半 环 . 对 于 每 一 个 这 样 的 集 4,, E 
CS,, 邻 

m(A,) = 六- 


这 个 测度 是 可 加 的 ,但 它 不 是 o 可 加 的 ,因为 m(X) =1, 同 时 ,X 又 是 一 个 由 可 数 个 
孤立 点 所 构成 的 并 集 ,而 每 一 个 孤立 点 的 测度 为 0. 

在 这 一 节 和 下 一 市 里 我 们 所 要 考察 的 测度 ,将 假定 是 o 可 加 的 . 

定理 3 如 果 定 义 在 某 一 半 环 B® 上 的 测度 m 是 o 可 加 的 ,那么 测度 m 在 环 
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尖 ( 已 ,) 上 的 扩张 多 也 是 o 可 加 的 . 
证 明 设 4E 泊 (CG,),B,E RR(G,),n=1,2,…, 且 


A = UU 8B., 
n=1 


并 且 当 sr 时 B,NB, = 所 .于 是 在 已 , 里 就 有 这 样 的 集 4, 和 B, 存 在 ,使 得 


A 一 U A,,B, 一 U bi,n 一 1 ,2,.…, 


并 且 这 些 等 式 每 一 个 右 端 的 那些 集 都 是 两 两 互 不 相交 的 ,而 对 i 与; 求 和 所 得 到 的 
并 集 都 是 有 限 集 (第 一 章 $5 定理 3). 
设 C。 = Bn4, 容易 看 出 , 诸 集 C。 两 两 互 不 相交 ,并 且 
4 =UU CB =U Cc 


因此 根据 测度 m 在 SB;, 上 的 ex 加 性 就 有 


m(4) = 并 并 mco)， (3) 
m(Bs) = Dm( Cs). (4) 
而 根据 在 各 ( 包 ,) 上 的 测度 凡 的 定义 
(4) = DS mh), (5) 
1(B,) = Sm(B,). (6) 


i 


从 (3) - (6) 就 可 推出 An(4) = ju(B,). (这 儿 对 i 与 ;分别 求 和 所 得 到 的 级 数 之 


和 都 是 有 限 的 ,并 且 所 有 这 些 关 于 的 级 数 都 是 收敛 的 . ) 

现在 我 们 来 证 明 o 可 加 测度 的 下 述 基 本 性 质 ,它们 是 定理 2 中 所 陈述 的 那些 性 
质 推广 到 可 数 和 的 情形 . 既然 我 们 揭示 了 测度 扩张 到 环 上 时 仍 保持 测度 的 e 加 性 ， 
因此 可 以 从 一 开始 就 认为 测度 是 给 定 在 某 个 环 响 上 的 . 

定理 4 设 测度 m 是 o 可 加 的 而 集 4,4, ,…,4,,… 属 于 环 希 . 于 是 


Ic 如 果 U 4C4 而 当 ;) 时 4in4 = 纪 , 那 么 
k=1 


Sm(Ai) < m(A); 


k=1 
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[Lo( 可 数 半 加 性 ) 如 果 UU 必 24, 那 么 


oo 


> m(A,) 三 m(A). 


k=1 


证 明 如 采 所 有 的 4 都 不 相交 并 且 包 含 在 4 里 ,那么 ,根据 性 质 工 (定理 2) ,对 
于 任何 n 都 有 


n 


Pm(Ai) < mA). 


当 "一 o 时 取 极 限 就 得 到 定理 的 第 一 个 结论 . 
现在 我 们 来 证 明 第 二 个 结论 . 因为 站 是 一 个 环 , 集 


n-l 
B, = (4A, NA)\ U4, 
k=1 
属于 沈 . 因为 
A 一 U B.,B. C 4，， 
n=1 


而 诸 集 B 两 两 互 不 相交 ,所 以 


oo oo 


m(A) = > m(B,) < > m(4.,). 


注 刚才 所 证 明 的 定理 的 结论 I c 显然 不 依赖 于 所 论 测度 的 e 加 性 ; 它 对 于 任 
何 加 性 的 测度 都 保持 正确 . 反之 ,结论 Tc 主要 利用 了 测度 的 o 加 性 . 事实 上 ,在 上 
面 所 举 的 可 加 的 但 非 e 可 加 的 测度 的 例子 中 ,测度 为 1 的 全 空间 X 却 被 那 种 每 一 点 
的 测度 为 0 的 单 点 集 的 可 数 和 集 所 覆盖 . 此 外 ,不 难 确信 性 质 工 ec 事实 上 与 o 加 性 
等 价 . 事实 上 , 设 j 为 某 一 确定 在 半 环 马上 的 测度 . 设 集 4,41 ,4,,… ,4,,… 属 于 儿 ， 
A= U 4; 并 且 所 有 的 4 两 两 互 不 相交 . 于 是 根据 性 质 TI c (正如 我 们 已 看 出 任何 测 


度 都 具有 性 质 [ cr) 
.K(ki) < (4). 
如 果 风 也 具有 性 质 工 c ,那么 (因为 4; 的 全 体 覆 盖 住 4) 


K(k) 之 nu(4). 


这 样 一 来 
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K(k) 一 4(4). 
验证 测度 的 可 数 半 加 性 (性 质 卫 o) 往 往 比 直接 确定 它 的 o 加 性 要 简单 些 . 


$ 3. 测度 的 勒 贝 格 扩张 


1. 给 定 在 一 个 含有 单位 集 的 半 环 上 的 测度 的 勒 贝 格 扩张 ”如 采 给 定 在 半 环 
所 ,上 的 测度 m 仅 具 有 可 加 的 性 质 ( 但 非 o 加 性 ) ,那么 将 它 扩张 到 尖 ( 3 ) 上 去 就 
在 相当 大 程度 上 穷尽 了 所 有 这 种 测度 从 原始 的 半 环 到 更 广泛 的 集 类 的 推广 的 所 有 
可 能 性 . 要 是 所 论 测度 是 e 可 加 的 ,那么 测度 m 可 以 从 人 ,推广 到 比 环 咒 ( 吾 。) 更 
为 广泛 得 多 的 集 类 上 去 ,并且 在 某 种 意义 上 是 最 大 的 集 类 上 去 . 这 可 以 利用 所 谓 的 
勒 贝 格 扩张 来 实现 . 首先 我 们 来 讨论 给 定 在 一 个 含有 单位 集 的 半 环 上 的 测度 的 勒 贝 
格 扩 张 . 一 般 情形 将 在 下 一 段 中 讨论 . 

设 在 某 一 含有 单位 集 & 的 半 环 集 已 ,, 上 给 定 了 o 可 加 测度 m. 在 由 集 的 一 切 
子 集 所 构成 的 集 族 1 上 定义 函数 jy. (4) (外 测度 ) 如 下 . 

定义 1 数 


mw (A) = inf Sm(B,) (1) 
称 为 集 4CE 的 外 测度 ,其 中 下 确 界 是 对 集 B, € 名 。 里 所 有 能 覆盖 集 4 的 有 限 窗 盖 
或 可 数 覆 盖 取 的 . 


外 测度 的 下 述 性 质 在 整个 今后 的 理论 体系 中 占有 重要 的 地 位 
定理 1( 可 数 半 加 性 ) 如 果 


4 C U 4 ， 
其 中 {4,} 为 有 限 集 族 或 可 数 集 族 ,那么 
p° (4) < Dp (hs). 
这 个 结论 的 证 明 与 $1 定理 3 的 证 明 完全 相同 ,因而 不 再 重复 


定义 2 集 4 称 为 ( 按 勒 贝 格 意义 ) 可 测 , 如 果 对 于 任何 a >0, 总 可 以 找到 这 样 
的 BE 潜 ( 扎 。) ,使 得 


多 (AAB) <E. 


仅 在 可 测 集 上 定义 的 函数 人 称 为 勒 贝 格 测度 (或 简称 为 测度 ) 并 用 表 之 . 显 
然 , 忆 里 和 尖 ( 忆 , ) 里 的 所 有 的 集 都 是 可 测 的 . 这 时 如 有 果 4 E 忆 ; ,那么 


1(4) = m(4). 
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这 个 等 式 的 证 明 完全 与 关于 平面 上 的 集 的 证 明 类 似 

从 等 式 

41A4，= (E\A,) 人 (FE\A,) 

可 推出 ,如 果 4 是 可 测 的 ,那么 它 的 余 集 也 是 可 测 的 . 

现在 我 们 来 揭示 可 测 集 的 一 些 基本 性 质 并 在 其 上 定义 勒 贝 格 测度 

定理 2 一 切 可 测 集 所 构成 的 集 族 电 是 一 个 环 . 

证 明 因为 永远 有 

4 N A, =4NVC4V，) 
和 
4 U4 = E\[(E\A) N (E\A,)]. 


只 需 如 下 证 明 就 行 了 . 如 果 41E 踊 ,4 E 况 , 那 么 4=Ai\4,E 趾 
设 A, 和 4, 是 可 测 的 . 于 是 存在 这 样 的 BE 和 (Gu) 和 已 E 潜 ( 它 。) ,使 得 


MA (4 和 AP) < 和 人 (42 和 人 AP) < 7- 


令 有 =P\B:E (©) 和 利用 关系 式 
(A1\4,)A(BI\B,) C (4 AB) U (4,AB,), 
就 得 到 
uw (AAB) < &. 
由 于 e >0 的 任意 性 ,由 此 就 可 推出 集 4 的 可 测 性 
注 显然 为 环 站 的 单位 集 ,这样 一 来 , 观 就 是 一 个 集 代数 . 
定理 3 在 可 测 集 族 多 上 函数 ww(4) 是 可 加 的 . 
这 个 定理 的 证 明 是 $1 定理 6 的 证 明 的 逐 字 逐 句 的 重复 . 
定理 4 在 可 测 集 族 总 上 孙 数 (4) 是 o 可 加 的 . 
证 明 设 


A= U4,,4,41,4,,.…E 网 , 当 ;i 时 4;n4; = 儿 . 根据 定理 1 
p(4) < 对 pw(4) (2) 
而 根据 定理 3 ,对 于 任何 N 都 有 
| 1(A) > (U4,) - ph,). 
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由 此 
HA(4) = > un(4,). (3) 
从 (2) 和 (3) 就 可 推出 定理 的 结论 . 
在 $1 里 讨论 勒 贝 格 平面 测度 时 我 们 证 明了 不 仅 可 测 集 的 有 限 和 集 与 有 限 交 
集 是 可 测 的 ,而 且 可 测 集 的 可 数 和 和 集 与 可 数 交 集 也 是 可 测 的 . 这 个 结论 在 一 般 情 形 
下 也 是 正确 的 , 即 下 面 的 定理 是 正确 的 . 


定理 5 按 勒 贝 格 意义 可 测 的 集 族 叶 是 一 个 含有 单位 集 已 的 e 代数 
证 明 因为 
门 4 = E\ U (EM,), 
又 因为 可 测 集 的 余 集 是 可 测 的 ,所 以 只 需 如 下 证 明 就 行 了 . 如 果 4 ,4 ，,…,4,,… 者 
属于 器, 那么 4= U 4, 也 属于 中 .在 $ 1 定理 7 中 关于 平面 集 所 进行 的 这 个 结论 的 
证 明 对 于 一 般 情形 仍然 可 以 逐 字 逐 句 地 搬 过 来 
正如 平面 勒 贝 格 测 度 的 情形 一 样 ,从 测度 的 e 加 性 就 可 以 推出 它 的 连续 性 , 即 
如 果 j 是 一 个 定义 在 o 代数 上 的 e 可 加 测度 ,41 4,… 4,… 是 一 个 单调 递 碱 
可 测 集 套 ,并 且 
4 = 门 4， 
那么 
1(A) = limp(4,), 
而 如 果 4; C4, C… C4,C… 是 一 个 单调 递增 可 测 集 套 , 并 且 
4 = LU 4， 
那么 
1(A) = limp(h,). 
在 $1 定理 9 对 于 平面 测度 所 给 出 的 证 明 可 以 一 字 不 改 地 用 于 一 般 情 形 
这 样 ,我 们 揭示 了 集 族 跑 是 一 个 o 代数 而 在 其 上 定义 的 函数 (4) 具 有 o 可 加 
的 测度 所 具有 的 一 切 性 质 . 因而 下 列 定义 是 正确 的 ， 
定义 3 定义 在 可 测 集 族 哆 上 的 函数 (4) 称 为 测度 m 的 勒 贝 格 扩张 = 
LCm) ,w(4) 在 路 上 与 外 测度 凡 " (4) 完全 相同 


2. 给 定 在 不 含 单位 集 的 半 环 上 的 测度 扩张 ”如 果 半 环 已 ,, 不 含有 单位 集 ,在 其 
上 定义 了 原始 测度 m ,那么 在 上 一 段 中 所 阐述 的 勒 贝 格 扩张 的 构造 就 要 作 些 为 数 不 
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多 的 修改 . 外 测度 的 定义 1 仍旧 保持 不 变 ,但 外 测度 仅 定 义 在 4 的 这 样 的 集 族 
5,* 上 ,对 于 每 一 个 4, 马里 存在 一 个 具有 有 限 和 > m(B,) 的 集 (J B, 作为 其 覆 


盖 可 测 性 定义 无 需 作 任何 修改 仍旧 保持 不 变 . 
定理 2 到 定理 4 和 最 后 的 定义 3 仍旧 保持 正确 . 关于 存在 单位 集 的 假设 在 定理 
2 的 证 明 中 需要 用 到 它 . 为 了 给 出 一 般 情形 下 定理 2 的 证 明 ,必须 独立 地 证 明 下 述 命 
题 :从 4,E 又,4 & 踊 就 可 推出 41U4,€ 观 . 但 这 个 结果 可 从 下 述 包含 关系 推出 
(A1 U 4) A(B: UB,) C (41AB) U (4,AB,). 


当 人 ,不 包含 有 单位 集 的 那 种 情形 ,定理 5 就 由 下 面 的 定理 6 来 代替 . 
定理 6 对 于 任 一 原始 测度 m, 勒 贝 格 可 测 集 族 吕 是 一 个 o 环 . 并 且 当 且 仅 当 


测度 ( UU 4, ) 小 于 某 一 与 W 无关 的 常数 时 ,由 可 测 集 4, 所 构成 的 可 数 并 集 4 = 


U 4 才 是 可 测 的 


这 个 结论 的 证 明 留 给 读者 去 完成 . 

注 ”既然 现在 我 们 所 论 及 的 测度 仅 取 有 限 值 ,因此 后 面 这 个 条 件 的 必要 性 是 很 
明显 的 . 

由 定理 6 可 推出 下 面 的 事实 . 

推论 ”由 某 一 固定 集 4 E 况 的 一 切 子 集 B E 吕 所 构成 的 勒 贝 格 可 测 集 族 欢 。 
构成 了 一 个 er 代数 . 

例如 ,由 任 一 闭 区 间 [a,5b] 的 一 切 子 集 所 构成 的 勒 贝 格 可 测 集 族 ( 通 常 意义 下 
直线 上 的 勒 贝 格 测度 ) 是 一 个 er 集 代 数 . 

在 结束 本 段 之 前 我 们 还 要 指出 勒 贝 格 测度 的 一 个 性 质 . 

定义 4 ”对 于 测度 4, 如 果 从 (4) =0 和 4'cCAh 就 可 推出 4' 是 可 测 的 . 那么 就 称 
测度 为 一 完全 测度 . 

显然 ,这 时 (4') =0. 不 需 费 多 大 气力 就 可 以 证 明 , 任 一 测度 的 勒 贝 格 扩 张 是 
一 个 完全 测度 . 这 个 结论 可 以 推导 如 下 . 对 于 A4’CA 和 (4) =0 必然 及 * (4') =0， 
而 任何 ”(C) =0 的 集 C 是 可 测 的 ,因为 SE 希 (B,), 所 以 


wn (CA OG) =p°(C) =0. 


0 代数 上 的 每 一 o 可 加 的 测度 ,只 要 在 每 一 测度 为 零 之 集 的 任 一 子 集 上 令 其 等 
于 零 ,就 可 以 将 它 扩 张 成 为 一 个 完全 测度 . 

补 注 1 关于 原始 的 测度 m 是 给 定 在 半 环 上 (而 非 给 定 在 某 一 任意 的 集 族 上 ) 的 这 个 假设 对 
于 它 的 扩张 的 单 值 性 是 重要 的 . 考虑 单位 正方 形 里 的 竖 矩 形 族 和 横 和 矩形 族 , 即 这 样 的 一 些 和 矩形， 
它们 的 长 或 宽 等 于 1( 图 18) ,并 且 取 每 一 个 这 样 的 矩形 的 面积 作为 其 测度 . 这 样 的 测度 扩张 到 由 
这 些 和 矩形 所 生成 的 代数 (尤其 是 e 代数 ) 上 就 可 能 是 非 单 值 的 (请 指出 至 少 有 两 种 不 同 的 扩张 ). 

补 注 2 现在 我 们 来 指出 测度 的 勒 贝 格 扩张 过 程 与 度量 空间 的 完备 化 过 程 之 间 的 联系 . 必须 
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注意 ,m (4AB) 可 以 取 作 环 各 ( 名 , ) 里 的 元 4,B 之 间 的 路 
离 . 于 是 光 ( 忆 ; ) 就 变 成 了 一 个 度量 空间 (一 般 说 来 它 是 一 
个 非 完 备 的 度量 空间 ) ,并 且 它 的 完备 化 空间 恰巧 是 由 一 切 
可 测 集 所 构成 . (但 是 这 时 从 度量 观点 来 看 ,如 果 凡 (4A 人 AB) 
=0, 那 么 集 4 和 和 集 B 便 没有 什么 区 别 . ) 

习题 1 设 测 度 m 给 定 在 XX 里 的 集 半 环 已 ;上 (包含 有 
单位 集 ) ,而 "为 其 外 测度 . 证 明 : 集 4 当 且 仅 当 它 具 有 下 
述 性 质 , 即 按 卡 拉 泰 奥 多 里 (Carathéodory ) 意义 可 测 :对 于 任 
一 子 集 ZCX 有 下 列 等 式 

HA (GZ) = (Z NA) +h (2\4) 

成 立时 称 集 4( 按 勒 贝 格 意义 ) 可 测 . 

习题 2 设 o 可 加 测度 m 给 定 在 一 个 包含 有 单位 集 X(m(X) =1) 的 环 尖 上 . 对 于 每 一 ACX 
除 引 入 外 测度 ”以 外 还 同时 引入 内 测度 凡 , , 令 

J.(4) = 1 -n° (X\4). 
甚 易 看 出 , 恒 有 从,. (4) 和 4 (4) .证明 : 当 且 仅 当 集 4 可 测 时 (在 定义 2 的 意义 下 ) 
(4) = 从 (4). (*) 

当 测 度 是 给 定 在 包含 有 单位 集 的 环 上 的 那 种 情形 ,等 式 ( * ) 常 作为 集 的 可 测 性 定义. 

3. 在 go 有限 测度 的 情形 下 可 测 性 概念 的 扩充 ”如果 原 始 的 测度 m 是 给 定 在 空 
间 蕊 中 的 某 一 不 包含 单位 集 的 半 环 上 ,那么 上 面 所 引入 的 集 的 可 测 性 的 定义 显得 过 
于 狭窄. 例如 ,如 果 针 是 个 平面 ,那么 这 样 的 一 些 集 ,诸如 全 平面 . 带 形 域 . 圆 的 外 部 
等 ,就 具有 无 穷 面 积 , 按 上 述 定义 ,这 些 集合 都 不 属于 可 测 集 . 自然 地 扩充 可 测 性 概 
念 ,容许 测度 也 可 以 取 无 穷 值 ,使 得 可 测 集 的 全 体 ,与 原始 的 测度 是 给 定 在 一 个 包含 
有 单位 集 的 半 环 的 情形 那样 ,是 个 o 代数 (而 不 仅 是 个 5 环 ). 

同时 我 们 仅 限 于 考虑 实际 上 是 最 重要 的 情形 , 即 所 谓 er 有 限 测度 ,尽管 相应 的 
构造 可 以 移 用 于 一 般 情形 . 

设 o 可 加 测度 m 是 给 定 在 集 X 的 子 集 所 构成 的 某 一 半 环 B, 上 . 我 们 说 这 个 测 
度 是 a 有 限 的 ,如 果 整 个 可 以 表示 为 S, 里 之 集 的 可 数 和 和 集 (但 非 B, 里 之 集 的 有 
限 和 集 ). 在 平面 的 一 切 和 矩形 上 所 定义 的 面积 可 以 作为 oc 有 限 测度 的 一 个 例子 . 用 下 
述 方法 可 以 得 到 一 个 不 是 oo 有限 测度 的 简单 例子 . 设 在 闭 区 间 [0,1] 上 给 定 了 某 一 
函数 (x). 对 于 闭 区 间 [0,1] 的 每 一 有 限 子 集 4 = {x1,%2，…,%i| , 令 j(4) = f(x;). 
如 果 f(x) 闫 0 的 那些 点 x 所 构成 的 集 是 不 可 数 的 ,那么 这 样 的 测度 在 [0,1] 上 将 不 
是 oc 有限 的 . 


这 样 , 设 mn 是 里 a 可 加 的 与 有限 的 测度 ,并 且 定 义 在 半 环 ,上 : 设 X= U 


B,,B,E ,从 半 环 ,转移 到 由 它 所 生成 的 环 只 ( 包 ,) 上 ,然后 用 B,\ U 8 ,来 代替 
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Bi ,可 以 认为 ,X 表示 为 两 两 互 不 相交 的 可 测 集 (我 们 仍旧 用 Bi ,B,,… 来 表示 它们 ) 
的 可 数 和 和 集 . 对 m 应 用 上 一 段 所 阐述 的 勒 贝 格 扩 张 过 程 ,我 们 就 得 到 定义 在 5 环 况 
上 的 测度 jk. 设 BE 中 ,而 史 是 中 里 所 有 包含 了 如 的 集 所 构成 的 集 族 : 


Ms = {C:C € M,B C Cl}. 


于 是 多 就 是 一 个 包含 有 单位 集 刀 的 ex 代数 (参看 定理 6 的 推论 ). 
现在 我 们 来 考虑 与 每 一 个 B,/ 有 可 测 交 集 的 集 4 的 全 体 1: 


AN B, € MM,. 
换 句 话说 ,4 E 1 意味 着 4 可 表 为 形式 


4 = U 4i, 其 中 4; E 中 (4) 


集 族 基 是 一 个 e 代数 (验证 之 !) ,我 们 称 它 为 o 代数 路 。 的 直 和 . 我 们 称 构 成 
x 代数 1 的 集 (4) 为 可 测 的 并 且 用 下 述 方式 来 定义 每 一 个 这 样 的 4 的 测度 风 : 如果 


A=U 4,, 4. E WM, 
i=1 


H(A) = 2 phi). 

由 于 每 一 个 集 的 测度 是 非 负 的 ,这 里 右 端 的 级 数 收敛 于 某 一 非 负 值 或 发 散 于 + %. 

定理 7 在 上 面 所 作 的 这 些 假设 下 ,下 列 三 条 结论 是 正确 的 : 

1) e 代数 芯 和 测度 应 与 驶 里 满足 条 件 UU 有 =X 的 那些 互 不 相交 的 集 B, 所 构 
成 的 集 族 的 取 法 无 关 ; 

2) 测度 风 在 站 上 是 ee 可 加 的 ; 

3) AKC4) < % 的 那些 集 4 € 并 的 全 体 与 8 环 路 完全 相同 并 且 在 这 个 3 环 上 必 
一 几 . 

证 明 1) 首先 我 们 注意 ,4 E I 的 充 要 条 件 为 :对 于 任 一 Ce 败 都 有 4mncC E 


录 '. 这 个 条 件 的 充分 性 是 明显 的 ,因为 它 表示 ,特别 有 ,AnB, E 纲 (i =1,2;…). 我 
们 来 验证 它 的 必要 性 . 设 4ETI 和 CeE 踊 . 令 C=CnBp;. 于 是 


ANC=U (ANncC,). 
i=1 


因为 对 于 每 一 个 NN 都 有 
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4(U (4 nc | <x(U C. ) <nu(C), 


所 以 根据 定理 6, 集 4NC 是 可 测 的 . 
设 1B,| 和 |B 上 是 跑 里 这 样 两 个 互 不 相交 的 集 族 , 使 得 UB; = UB =X. 如 果 
4 E ,那么 由 于 路 里 每 个 集 的 测度 人 是 非 负 的 ,等 式 
>H4nB) = SuANBNMB) = >A4mn) 


成 立 , 即 根据 集 族 { Bi} 或 1B7} 来 定义 上 (4) ,我 们 都 得 到 同一 结果 . 
2) 设 4 ,4 ,…E 1,4"” NAW = 名,k 关 1 并 且 4= U4”. 于 是 根据 测度 4 


在 淡 上 的 ez 加 性 有 


WA) = Su(ANB) = 》HAC40 NB,) 
i=1 i,k=1 


= > (nd N B,) ) = DRAY), 


即 多 是 o 可 加 的 . 

最 后 ,3) 可 直接 从 定理 6 推出 . 

注 上 面 所 阐述 的 可 测 性 概念 的 扩充 (允许 测度 取 无 穷 值 ) 可 以 无 需 假设 原始 的 测度 的 o 有 
限 性 ,例如 ,可 按 下 述 方式 来 扩充 . z 

设 X 为 某 一 空间 而 跑 为 其 子 集 所 构成 的 某 个 56 环 . 集 4CX 称 为 对 跑 是 可 测 的 ,如 果 对 于 任 
一 BE 踊 都 有 4nB E 中 不 难 验证 ,对 跑 是 可 测 的 集 族 世 是 一 个 包含 有 单位 集 开 的 e 代数 ， 
并 且 , 如 果 跑 本 身 就 是 那个 包含 有 同一 单位 集 X 的 o 代数 ,那么 I= 趾 

今 设 在 X 里 给 定 了 某 一 o 可 加 的 测度 人 ,根据 第 2 段 ,我 们 可 以 认为 它 已 经 扩张 到 某 个 5 环 
镁 上 ;又 设 芯 是 下 中 对 中 可 测 的 集 的 全 体 . 集 4 E 世 称 为 零 集 ,如 果 对 于 任 一 BE 踊 都 有 NA(4 


MB) =0. 现在 按 下 述 方式 在 芯 上 定义 测度 不 ( 一般 说 来 也 可 取 无 穷 值 ) :如 果 对 于 给 定 的 4E€ 1 
有 这 样 的 BE 驶 存在 ,使 得 4AB 为 一 零 集 , 那 么 令 
MA(4) = 1(B). 
对 于 所 有 其 余 的 4 E 1 令 
NM(A) = %. 
不 难 验证 ,测度 记 是 o 可 加 的 并 且 在 6 环 观 CHU 上 Kw 与 完全 相同 . 

4. 按 约 当 (Jordan) 意义 的 测度 扩张 ”本 章 $2 里 所 考虑 的 测度 仅 满足 可 加 性 条 件 ,我 们 证 
明了 ,每 一 个 这 样 的 测度 m 可 以 从 半 环 GB, 扩张 到 由 这 些 半 环 所 生成 的 极 小 环 咒 ( BG, ) 上 . 但 是 
将 测度 推广 到 比 先 ( BG, ) 更 为 一 般 的 某 种 环 上 去 也 是 可 能 的 . 相应 的 构造 称 为 按 约 当 意义 的 测度 
扩张 @. 十 希腊 的 数学 家 早 就 有 这 种 能 适用 于 一 系列 特殊 情形 的 构造 思想 ,用 测度 为 已 知 的 集 4' 


中 约 当 ,法 国 数学 家 (1838 ~ 1922). 
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和 4" 分 别 从 里 面 和 外 面 去 近似 地 “量度 ” 集 4 ,即使 得 
A'CACHA". 
设 m 是 给 定 在 某 个 环 中 上 的 测度 . 
定义 $5 如 果 对 于 任何 >0 在 环 各 里 都 有 和 集 4' 和 A" 满足 条 件 
A'CACA”, mA"\A') < &, 
那么 就 称 集 4 为 约 当 意义 下 的 可 测 集 (简称 为 约 当 可 测 集 ). 
下 列 结论 是 正确 的 . 
定理 8 约 当 意义 下 的 可 测 集 族 其 * 是 一 个 环 . 
设 刀 是 这 样 的 一 些 集 4 所 构成 的 集 族 , 对 于 这 些 集 4, 只 里 存在 集 824, 对 于 叶 里 任何 4, 按 
照 定义 令 
1(4) = infm(B), 
u(A) = supm( B). 
函数 及 (4) 和 (4) 分 别称 为 集 4 的 “外 ” 约 当 测 度 和 “内 ” 约 当 测度 . 显然 , 恒 有 
4(A) < (A). 
定理 9 环 外 * 与 那些 4(4) = 上 (4) 的 集 4 e 了 所 构成 的 集 族 完全 相同 . 
对 于 世 里 的 集 有 下 列 诸 定理 成 立 . 
定理 10 如 果 4 C LUJ 4;, 那 么 (4) = Sd,). 


定理 11 如 果 A4,CA(k=1,2,…,n) 和 4;n4j = 名 ,izj, 那 么 


M4) > Dk) 
现在 我 们 在 域 
© = 
上 定义 函数 六 为 外 测度 和 内 测度 的 公共 值 ， 
wu(4) = p14) = (A). 
从 定理 10 和 定理 11 以 及 从 下 面 这 个 明显 的 事实 ,对 于 4 E 滴 ， 
L(A) = 14) = m(A), 


就 可 推出 下 列 结 论 . 

定理 12 ”函数 (4) 是 测度 并 且 是 测度 m 的 扩张 . 

所 阐述 的 这 种 构造 对 定义 在 环 上 的 任何 测度 m 都 适用 . 特别 是 它 可 以 适用 于 平面 集 . 这 时 可 
取 初 等 集 的 全 体 ( 即 和 矩形 的 有 限 和 集 ) 作为 原始 环 . 初等 集 环 显然 依赖 于 平面 坐标 系 的 选择 ( 取 矩 
形 的 边 与 坐标 轴 平 行 ). 当 转 到 约 当 平面 测度 时 这 种 对 坐标 系 的 选择 的 依赖 性 就 消失 了 :从 任 一 
坐标 系 |x , 丈 } 出 发 , 它 与 原始 坐标 系 {x ,x,} 通过 正 交 变换 


XI! = cog Q "MX 二 SinQw。X 十 QI， 
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MX 二 一 SID Q。MXl 十 COS Q。MX2 十 02 


相 联系 ,我 们 会 得 到 相同 的 约 当 测度 . 这 个 事实 可 从 下 面 这 一 般 的 定理 推出 . 
定理 13 两 个 定义 在 环 R 和 RR, 上 的 测度 ml 和 1722 的 约 当 扩张 内 =J( mi ) 和 ju =]J( ma ) 完 
全 相同 的 充 要 条 件 为 


Ji C ,在 兴 | 上 m(4) = (4), 
,CC 握 , ,在 泊 ， 上 m,(4) = Mu (4). 


如 果 原 始 测度 m 不 是 定义 在 一 个 环 上 而 是 定义 在 一 个 半 环 B,, 上 ,那么 先 将 m 扩张 到 环 汇 
(B,) 上 然后 再 按 约 当 意义 扩张 ,最 终 就 得 到 测度 


j(m) = j(r(m)). 


自然 称 该 测度 为 它 的 约 当 测度 扩张 . 

5. 测度 扩 张 的 单 值 性 ”如 果 集 4 按 约 当 意义 对 测度 几 是 可 测 的 , 即 属于 足 ” = 路”( 台 。) , 那 
么 对 于 测度 m 的 任何 一 个 定义 在 路" 上 的 扩张 测度 风 , 值 上 (4) 与 约 当 扩张 1=j(m) 的 值 1(4) 完 
全 相同 . 可 以 证 明 ,测度 m 越 出 按 约 当 意义 可 测 的 集 族 咒 ” 的 范围 以 外 的 那 种 扩张 将 不 再 是 单 什 
的 . 这 个 定理 可 以 更 确切 地 表述 如 下 . 对 于 某 一 集 4, 如 果 

1) 有 测度 m 的 测度 扩张 多 存在 , 是 定义 在 集 4 上 的 ; 

2) 对 于 任何 两 个 这 样 的 测度 jw 和 js 都 有 

| (4) = L(A) , 
那么 就 称 集 4 为 测度 m 的 单 值 性 集 . 

下 面 的 定理 成 立 : 测度 m 的 单 值 性 集 族 与 按 约 当 意义 对 测度 m 是 可 测 的 集 族 完全 相同 , 即 
与 环 外 * 完全 相同 . : 

然而 ,如 果 只 考虑 那些 o 可 加 的 测度 及 其 (o 可 加 的 ) 扩 张 ,那么 一 般 说 来 , 单 值 性 集 族 就 要 
广泛 得 多 . 

因为 正 是 o 可 加 的 测度 这 种 情形 最 重要 ,所 以 我 们 引入 下 述 定义 . 

定义 6 对 于 某 一 集 4, 如果 

1) 对 4 定义 的 测度 m 的 o 可 加 扩张 和 存在 (即使 得 4 € ©,); 

2) 对 于 每 两 个 这 样 的 o 可 加 扩张 A， 和 和 ,下面 这 个 等 式 是 正确 的 : 

Al (4) = A,(4) ? 


那么 就 称 集 4 为 o 可 加 测度 m 的 o 单 值 性 集 . 如 果 4 是 e 可 加 测度 的 o 单 值 性 集 ,那么 根据 
定义 ,对 于 测度 久 的 定义 在 4 上 的 o 可 加 扩张 有 唯一 可 能 的 值 和 (4) 存 在 . 

容易 看 出 ,每 一 个 按 约 当 意义 可 测 的 集 4, 按 勒 贝 格 意 义 也 是 可 测 的 (但 是 , 反 过 来 不 成 立 ! 
试 举例 说 明 . ) ,并 且 它 的 约 当 测 度 与 勒 贝 格 测度 完全 相同 . 由 此 就 可 直接 推出 ,o 可 加 测度 的 约 
当 扩 张 是 o 可 加 的 . 

每 一 个 按 勒 贝 格 意义 可 测 的 集 4 是 原始 测度 m 的 o 单 值 性 集 . 事实 上 ,对 任何 >0, 对 于 4， 
存在 这 样 的 B € 只 ,使 得 (4AB) <e. 无论 怎样 定义 测度 m 对 于 4 的 扩张 入 ,都 有 


A(B) = m'(B), 
因为 测度 m 在 外 = 哟 (BG;,) 上 的 扩张 m' 是 单 值 的 . 其 次 
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A(AAB) <1’ (AAB) < e， 
从 而 
[1A(4) -m'(B)|< &. 
这 样 一 来 ,对 于 测度 m 的 任何 两 个 o 可 加 扩张 A, 和 A 和 A, 有 
|A1(A) - A,(4) | < 2.. 
由 此 ,由 于 e>0 的 任意 性 
A1(A) = A,(4A). 
可 以 证 明 , 按 勒 贝 格 意义 可 测 的 集 族 穷 尽 了 原始 测度 m 的 所 有 o 单 值 性 集 族 . 
设 m 是 某 一 具有 定义 域 包 的 o 可 知 测度 而 中 =Z( 吾 ) 是 它 的 勒 贝 格 扩张 的 定义 域 . 容易 确 
信 , 只 要 半 环 @, 满足 条 件 
© Ce,cCM, 
恒 有 
L(®,) = (名 ). 


$ 4. 可 测 函 数 


1. 可 测 函 数 的 定义 及 其 基本 性 质 设 式 和 了 是 两 个 任意 集 , 从 它们 里 面 可 以 
分 别 选 出 两 个 子 集 族 Bx 和 Gyr 对 于 以 于 为 定义 域 以 了 为 值 域 的 抽象 函数 y = 
f(x) ,如 果 从 4 E Gr 就 可 推出 / (4) E Bx ,那么 就 称 y = 所 zx) 为 一 (GEr,Gy) 可 测 
函数 . 

例如 ,如 有 果 就 取 数 直 线 R 作为 X 和 YXY( 即 看 作 实 变数 的 实 消 数 ) ,而 取 及 的 一 切 
开 子 集 族 ( 或 一 切 闭 子 集 族 ) 作 为 ©x 和 Gy ,那么 可 测 性 的 上 述 定义 就 变 成 了 连续 
性 的 定义 . 取 所 有 的 博 雷 尔 集 族 作为 多 x 和 已 y ,我 们 就 得 到 所 请 的 B 可 测 沙 数 (或 
博 雷 尔 可 测 函 数 ). 

在 以 后 我 们 感 兴趣 的 主要 是 从 积分 论 观 点 来 看 可 测 性 概念 . 在 这 种 看 法 下 , 定 
义 在 某 一 集 X 上 的 数值 函数 (在 XX 上 给 定 了 o 可 加 测度 4) 的 可 测 性 概念 就 具有 重 
要 的 意义 . 并 且 取 的 一 切 对 为 可 测 的 集 所 构成 的 集 族 作为 x ,而 取 直 线 上 的 一 
切 B 集 的 全 体 作为 By. 由 于 每 个 og 可 加 测度 可 以 扩张 到 某 一 o 代数 上 去 ,自然 一 
开头 就 可 以 假定 @, 是 一 个 o 代数 . 这 样 一 来 ,对 于 数值 函数 我 们 就 得 到 下 述 可 测 

定义 1 设 式 是 一 个 在 其 上 给 定 了 一 个 在 ex 代数 已 , 上 有 定义 的 og 可 加 测度 jx 
的 集 . 实 艺 数 作 x) 在 上 称 为 4 可 测 的 ,如 果 对 于 数 直 线 上 的 每 一 个 博 雷 尔 集 4， 
都 有 


f (4) eG,. 


类 似 地 ,定义 在 上 的 复 函 数 p(x) 称 为 可 测 的 ,如 果 对 于 复 平 面 的 每 一 个 博 
雷 尔 子 集 都 有 p (4) E 怠 ,. 容易 验证 ,这 等 价 于 该 函数 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 可 
测 的 . 

定义 在 直线 上 的 数值 函数 称 为 是 博 雷 尔 可 测 的 (或 B 可 测 的 ) ,如 果 每 一 个 博 
雷 尔 集 的 原 象 是 一 个 博 雷 尔 集 . 

定理 1 设 XY 与 Z 是 三 个 任意 集 , 从 它们 里 面 分 别 挑选 出 子 集 族 Gy、y 与 
人 ,又 设 定 义 在 式 上 的 函数 y =FCxz) 是 (GrGy) 可 测 的 ,而 定义 在 了 上 的 函数 
z=&g(y) 是 (Gy 所 z) 可 测 的 . 于 是 函数 z=p(x)=g(Cx)) 是 (GrGz) 可 测 的 . 

人 简 言 之 ,可 测 函 数 的 复合 函数 是 可 测 函 数 . 

证 明 如 果 4 E Ej, 那么 根据 函数 g 的 (Gy,Gz) 可 测 性 我 们 有 :8 (4) = 
B E @y. 又 根据 函数 1 的 ( 忆 xy, 台 y) 可 测 性 , 集 f (8B) 属 于 Bx, 即 f(g (4))= 
p (4) E Bx, 即 函数 9 是 (Bx,Sz) 可 测 的 . 

推论 人 可 测 数值 函数 的 博 雷 尔 函 数 是 可 测 的 . 特别 ,x 可 测 的 函数 的 连续 函 
数 是 人 可 测 的 . 

往 后 , 当 不 会 引起 误解 时 ,我 们 将 “ 可 测 性 ”简写 为 “可 测 性 ”. 

定理 2 “ 实 函 数 拟 x) 是 可 测 的 充 要 条 件 为 : 对 于 任何 实数 c, 集 |x:f(x) <c|} 是 
可 测 的 . 

证 明 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,因为 半 直 线 ( - % ,c) 是 一 个 博 雷 尔 集 . 为 了 证 
明 条 件 的 充分 性 ,首先 注意 ,由 一 切 半 直 线 ( - o ,c) 的 集 族 王 所 生成 的 og 代数 与 直 
线 上 的 一 切 博 雷 尔 集 的 o 代数 完全 相同 . 但 根据 第 一 章 $5 第 5 段 , 推 知 每 一 个 博 
雷 尔 集 的 原 象 属于 由 那些 属于 三 的 半 直 线 的 原 象 所 生成 的 o 代数 , 即 实 函数 /是 可 
测 的 . 

刚才 证 明 的 这 个 条 件 常用 来 作为 可 测 函 数 的 定义 , 即 函 数 A(x) 称 为 可 测 , 如 果 
所 有 集 |x:fA(x) <cj 缘 为 可 测 . 

2 可 测 范 数 的 运算 ”我 们 证 明 , 给 定 在 某 一 集 上 的 可 测 函 数 的 全 体 对 算术 运 
算是 封闭 的 . 

定理 3 两 个 可 测 函 数 的 和 、 差 \ 积 是 可 测 的 . 两 个 可 测 函 数 之 商 ,在 分 母 不 为 零 
的 条 件 下 也 是 可 测 的 . 

证 明 这 个 定理 可 以 分 成 几 步 来 证 明 . 

1) 如 果 了 可 测 ,那么 对 于 任何 常数 大 和 ,函数 矿 和 ac +f 显 然 是 可 测 的 . 

2) 其 次 ,如 果 f 和 g 是 可 测 函 数 ,那么 集 


{x:f(x) > g(x)| 
是 可 测 的 . 事实 上 


(x:f(x) > g(x)| =-U (wif(x) > nn [rg(x) < nl, 
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其 中 求 和 是 对 按 任何 次 序 编 号 的 一 切 有 理 数 六 遍 取 的 . 由 此 得 出 
[x:f(x) > a -g(x)| = {x:f(x) +g(x) > al 
是 可 测 的 , 即 可 测 函 数 之 和 是 可 测 的 . 
3) 由 1) 和 2) 推 出 差 f-g 的 可 测 性 . 
4) 可 测 函 数 之 积 是 可 测 的 . 事实 上 ,利用 恒等式 
fg = [f+ 8) -Ff- 8)’], 
表达 式 右 端 是 可 测 函 数 . 这 个 结论 可 从 1) 一 3) 和 定理 1 的 推论 推出 ,因为 根据 该 推 
论 可 测 函 数 的 平方 是 可 测 的 . 
5) 如 果 fx) 是 可 测 的 且 f(x) 闭 0, 那么 1/f(x%) 是 可 测 的 . 事实 上 ,如 果 c > 0， 
那么 
ae < el = {x:f(x) > Le U {x:f(x) < 0); 
如 果 c <0, 那 么 
{x:l/f(x) <c} = {x:0 > f(x) > l/ce); 
而 如 果 c =0, 那 么 
{x:1/f(x) < ec = {x:f(x) < ec 


每 一 次 在 右边 我 们 都 得 到 一 个 可 测 集 . 由 4) 和 5) 就 可 推出 商 帮 纪 的 可 测 性 


(x 
g(%) 

(在 g(x) 天 0 的 条 件 下 ). 

这 样 ,我 们 就 证 明了 ,对 可 测 函 数 施行 算术 运算 仍然 得 到 可 测 函 数 . 

现在 我 们 来 证 明 ,可 测 函 数 的 全 体 不 仅 对 算术 运算 是 封闭 的 ,而 且 对 极限 运算 
也 是 封闭 的 . 

定理 4 对 于 每 个 x E ,可 测 艺 数列 都 是 收敛 的 ,其 极限 水 数 是 可 测 的 . 

证 明 设 f.(x) 一 A(x) ,于 是 


(x:flx) < el = UUU {rfn(*x) < ce- 1 (1) 
事实 上 ,如 果 f(x) <c, 那 么 就 有 这 样 的 存在 ,使 得 f(x) <c -2Ak. 其 次 ,对 于 这 个 天 
可 以 找到 这 样 大 的 n, 使 得 当 m 宇 n 时 f(x) 满 足 不 等 式 

f (x) <c—-1/k. 


而 这 表示 x 包含 在 等 式 (1) 的 右 端 . 
反之 ,如 果 % 属于 等 式 (1) 的 右 端 ,那么 就 有 这 样 的 存在 ,使 得 对 于 一 切 充分 
大 的 亚都 有 
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f(x) <c—1/k. 
但 由 此 推出 太 x) <c, 即 x 包含 在 等 式 (1) 的 左 端 . 
如 果 函 数 廊 (x) 可 测 ,那么 集 
{x:f,(x) <ce—1/k) 
可 测 . 因为 可 测 集 的 全 体 是 一 个 e 代数 ,所 以 根据 (1) , 集 
[x:f(x) < ce 
也 是 可 测 的 ,这 就 证 明了 (x) 的 可 测 性 . 

注 ”从 适 才 所 述 可 以 看 出 ,函数 的 可 测 性 概念 与 所 论 空 间 具 有 的 任何 测度 没有 
联系 . 仪 应 挑选 出 所 谓 可 测 的 集 族 . 但 是 实际 上 ,可 测 性 概念 ,照例 是 用 于 那些 定义 
在 某 一 具有 固定 测度 的 空间 XX 上 的 函数 的 ,而 该 测度 是 给 定 在 空间 XX 的 子 集 的 任何 
一 个 o 代数 上 的 . 往 后 我 们 考虑 的 正 是 这 种 情况 . 

正如 我 们 已 经 指出 ,定义 在 某 一 集 X 的 子 集 的 o 代数 马上 的 o 可 加 测度 ,无 损 
于 一 般 性 ,可 以 假定 是 完全 的 , 即 假定 如 果 4 是 一 个 测度 为 零 的 可 测 集 ,那么 它 的 每 
一 个 子 集 4' 是 可 测 的 (当然 (4') =0). 测度 完全 性 这 个 条 件 我 们 今后 将 处 处 假定 
是 满足 的 . 

3. 等 价 性 ”在 研究 可 测 函 数 时 往往 可 以 忽略 它们 在 测度 为 零 的 集 上 的 值 . 由 
于 这 个 缘故 ,引出 下 述 定义 . 

定义 2 ”如 果 两 个 定义 在 同一 可 测 集 五 上 的 函数 ,与 g 满足 条 件 

Mlx:f(x) ¥ g(x)} = 0， 
那么 函数 /和 g 就 称 为 等 价 函 数 (用 符号 f ~g 表示 ). 

再 引入 下 述 术语 . 如 果 某 一 性 质 在 上 除去 一 个 测度 为 零 的 点 所 构成 的 集 外 在 
E 的 其 余 的 一 切 点 上 都 满足 ,那么 就 说 , 某 一 性 质 在 EE 上 几乎 处 处 都 满足 . 这 样 一 
来 ,如 果 两 个 函数 几乎 处 处 都 相等 ,那么 就 可 以 称 这 两 个 函数 为 等 价 函数 . 

定理 5 ”如果 定 义 在 某 一 可 测 集 下 上 的 函数 ,Ax) 与 在 五 上 的 某 一 可 测 函 数 
gz) 等 价 , 那 么 函数 所 x) 也 是 可 测 的 . 

证 明 由 等 价 性 定义 推出 集 

{x:f(x) <al 与 {x:g(x) < al| 

彼此 仅 可 能 相差 某 一 测度 为 零 的 集 ( 由 于 假定 测度 是 完全 的 ). 从 而 ,如 果 它 们 中 的 
第 二 个 集 是 可 测 的 ,那么 第 一 个 集 也 是 可 测 的 . 

注 在 古典 分 析 里 函数 的 等 价 性 概念 不 起 重要 作用 ,因为 在 古典 分 析 里 主要 是 讨论 一 元 或 
多 元 连续 函数 ,而 对 这 些 函 数 等 价 性 就 相当 于 恒 等 性 . 确切 地 说 ,如 果 两 个 在 某 一 闭 区 间 E 上 连 
续 的 函数 1 和 g 是 等 价 的 (对 勒 贝 格 测度 而 言 ) ,那么 它们 就 完全 相同 . 事实 上 ,如 果 在 任 一 点 xo 
上 太 xo) 关 g(xo) ,那么 根据 上 和 8 的 连续 性 就 可 以 找到 点 xo 的 一 个 邻 域 ,在 该 邻 域内 的 一 切 点 上 
都 有 f(x) 头 g(%x). 这 样 的 邻 域 的 测度 是 正 的 . 因此 连续 函数 不 可 能 是 等 价 的 ,如 果 它 们 不 完全 相 
同 的 话 . 

对 于 任意 可 测 函 数 , 两 个 函数 的 等 价 性 绝 不 表示 它们 完全 相同 . 例如 ,在 数 直 线 的 有 理 点 等 
于 1 而 在 无 理 点 等 于 零 的 那个 函数 就 与 恒 等 于 零 的 函数 是 等 价 的 . 
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4. 几乎 处 处 收敛 性 ”由 于 在 许多 情况 下 可 测 函 数 在 这 种 或 那 种 测度 为 零 的 集 
上 的 性 态 是 无 关 紧 要 的 ,自然 就 会 引 人 下 述 逐 点 收敛 的 通常 概念 的 推广 . 

定义 3 如果 定义 在 某 一 具有 测度 的 空间 XX 上 的 函数 列 |f.(x) 1 对 于 几乎 所 有 
的 x EX 都 有 

limf, (x) = f(x), (2) 

( 即 不 满足 关系 式 (2) 的 那些 x 所 构成 的 点 集 的 测度 为 零 ), 那么 就 称 函 数列 
[f(x)| 在 对 上 几乎 处 处 收敛 于 函数 f(x). 

例 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 的 函数 列 (x) = ( -x)” 当 nw 时 几乎 处 处 收敛 
于 函数 所 xz) =0( 即 除了 点 x=1 外 处 处 收敛 ). 

定理 4 容许 作 如 下 的 推广 . 

定理 4 。 如 果 可 测 畏 数列 (x) 在 了 上 几乎 处 处 收敛 于 函数 f(x) ,那么 函数 
f(x) 也 是 可 测 的 . 

证 明 设 4 是 一 个 这 样 的 集 ,在 其 上 

limf,(%) = f(x). 

根据 条 件 ,w(X\4) =0. 函数 所 xz) 在 4 上 是 可 测 的 ,又 因为 每 一 函数 在 一 个 测度 为 零 
的 集 上 一 般 显然 是 可 测 的 ,所 以 f(x) 在 X\4 上 是 可 测 的 . 从 而 它 在 集 和 上 也 是 可 
测 的 . 

习题 ” 设 可 测 函数 列 户 (x) 几 乎 处 处 收敛 于 某 一 极限 函数 成 x). 证 明 : 序 列 f,(x) 几乎 处 处 收 
敛 于 g(x) 当 且 仅 当 g(x) 等 价 于 扎 x). 

S， 叶 果 洛 夫 ( Eropog ) 定理 在 1911 年 叶 果 洛 夫 证 明 了 下 面 这 个 重要 定理 , 它 
扬 示 了 几乎 处 处 收敛 和 一 致 收敛 这 两 个 概念 之 间 的 联系 . 

定理 6 设 可 测 函 数列 上 (*) 在 一 个 具有 有 限 测 度 的 集 五 上 几乎 处 处 收 往 于 
f(x). 于 是 对 于 任何 6 >0 总 有 这 样 的 可 测 集 ,CE 存在 ,使 得 

1) p(kE;s) >u(E) -6; 

2) 在 集 有 上 序列 (x) 一致 收敛 于 f(x). 

证 明 根据 定理 4" ,函数 的 x) 是 可 测 的 . 令 

E” = 站 {x: |fi(x) -fx) | < 1/m}. 


这 样 一 来 ,对 于 固定 的 m 和 nn,E” 表示 一 个 由 满足 条 件 
CCx) -fx) | < LAm 
(对 于 一 切 i 二 nn) 的 那些 x 所 构成 的 点 集 . 设 
-UE 
由 集 E% 的 定义 ,对 于 固定 的 m 显然 有 
ErCEC-CEC.. 
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因此 根据 o 可 加 测度 的 连续 性 ,对 于 任何 m 以 及 任何 8 >0, 总 可 以 找到 这 样 的 
no(m) ,使 得 
ACE VE ) < 6/2". 
今 
As = AN Em) ， 
我 们 来 证 明 ,这样 构造 的 满足 定理 的 要 求 . 
首先 我 们 来 证 明 , 在 ,上 序列 {f(x)| 一 致 收敛 于 函数 fx). 这 个 结论 可 以 立 
刻 得 到 证 明 :如果 x E E,, 那 么 对 于 任何 m, 当 i 三 no(m) 时 都 有 
[f(x) -f(x) | < 1/m. 
现在 我 们 来 估计 集 E\E, 的 测度 . 为 此 注意 ,对 于 每 个 m,u(E\k") =0. 事实 上 ,如 果 
xo EE\E” ,那么 就 有 这 样 大 的 一 些 ; 值 存在 ,使 得 
|fi(xo) -f(x0) | = 1/m, 
即 序列 {f(x)|) 在 点 xo 不 收敛 于 f(x). 因为 根据 条 件 , {f(x)} 几乎 处 处 收敛 于 
所 xz) ,所 以 


u(E\E”) = 0. 

由 此 推出 

(EE\E™,)) = (ENVEw  ) < 6/2". 
因此 

p(E\E)=4(E\ MN Erm ) = N (E\E™) ) 

< Pu(E\Esw) < > 6 

定理 得 证 . 
6。 按 测度 收敛 


定义 4 我 们 称 可 测 也 数列 (x) 为 按 测度 收 钱 于 函数 f(x) ,如 果 对 于 任何 
o>0 都 有 
limpla: |f.(4) -Ka)1> ol =0 
下 面 的 定理 7 和 定理 8 揭示 了 几乎 处 处 收敛 与 按 测度 收敛 这 两 个 概念 之 间 的 
联系 . 和 上 一 段 一 样 ,所 论 测 度假 定 是 有 限 的 . 
定理 7 如 果 可 测 函 数列 {f(x) | 几乎 处 处 收敛 于 某 一 也 数 (x) ,那么 及 (x) 也 
按 测度 收敛 于 这 个 同一 的 极限 函数 f(x). 
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证 明 ”从 定理 4' 就 可 推出 极限 函数 /(x) 是 可 测 的 . 设 4 是 这 样 的 一 个 测度 为 零 
的 集 ,在 其 上 _/,(*) 不 收 全 于 f(x). 再 设 


E(o) = {x: |f.(x) -f(x) | = 
R,(o) = U E(o), M-= 站 R(c)， 


显然 ,所 有 这 些 集 都 是 可 测 的 . 因为 
Ri(o) 了 RCI) ODO, 
所 以 ,根据 测度 是 连续 的 这 个 性 质 , 当 一 *o 时 ， 
人 (Ra) ) 一 人 MD). 
现在 我 们 来 验证 
MCA. (3) 
事实 上 ,如 果 x。E 4, 即 如 果 
lim f(xo) = f(xo) ， 
那么 对 于 给 定 的 o>0, 总 可 以 找到 这 样 的 nn, 使 得 
|fi (xo) — f(xo) | <o, (k=n) 
即 x。E R,(o) ,从 而 更 有 x。E M. 
但 是 (4) =0, 因 此 从 (3) 就 可 推出 ju(M) =0, 从 而 当 n 一 w 时 
u(R.(o)) 一 0. 
因为 E,(o) CR,(0) ,所 以 定理 得 证 
不 难 用 例子 使 人 相信 :从 函数 列 按 测度 收敛 ,一 般 说 来 ,是 推 不 出 它 是 几乎 处 处 
收 钙 的 . 事实 上 ,对 每 个 自然 数 有 ,按照 下 述 方式 在 半 开 区 间 (0,1] 上 定义 个 也 数 
fr ,f ,fA 》 
其 中 
vl -1 1 < 
f 1 (x) _ ] ， 当 有 < YX 到 k 时 ， 
0， 当 %w 为 其 余 的 值 时 . 
将 所 有 这 些 函数 接连 地 编号 ,我 们 就 得 到 一 个 序列 , 甚 易 验 证 , 它 按 测 度 收 敛 于 零 ， 
但 同时 在 每 一 点 都 不 收敛 (请 读者 自己 验证 这 一 点 1). 
习题 “ 设 可 测 函 数列 f(x) | 按 测度 收敛 于 某 一 极限 函数 f(x). 证 明 : 序 列 |f.(x)| 按 测度 收 
钙 于 函数 g(x) 当 且 仅 当 g(x) 等 价 于 f(x). 
尽管 上 面 所 举 的 这 个 例子 表明 定理 7 不 一 定 是 可 道 的 ,但 是 下 面 这 个 定理 却 是 
正确 的 . 
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定理 8 设 可 测 函 数列 {f(x)| 按 测度 收敛 于 fx). 于 是 从 序列 {/ (x) 1 里 可 以 
选 出 一 个 子 序列 {f(x) | 几乎 处 处 收敛 于 f(x). 
证 明 设 2 ,ze,,… 是 某 一 正 数 序列 ,并 且 有 


lime, = 0. 
又 设 由 正 数 7 ,7 ,… ,7 … 所 组 成 的 级 数 
nN1 十 772 + ms 十 
是 收敛 的 . 我 们 按 下 述 方法 来 构造 下 标 序列 : 
ni <1 <n3 广 
ni 是 这 样 一 个 目 然 数 ,使 得 
nlx: [f(x) -f(x)} 三 el < 
(这 样 的 ni 一定 存在 ) ;其 次 ,选取 n, >n, 是 这 样 的 一 个 自然 数 ,使 得 
plx: [f(x) -f(x)} > 22) < mm. 
一 般 地 ,选取 nn; >n_1 是 这 样 的 一 个 自然 数 ,使 得 
nlx: [f(x) -f(x) | 21) < 7 
我 们 来 证 明 像 这 样 构 造 的 序列 几乎 处 处 收敛 于 f(x). 事实 上 , 设 
Ri =U {rhs) -fr) |>0l, 0= NR 


=1 
因为 
RDRDRID…DRD… 


所 以 ,根据 测度 的 连续 性 ,w( 玉 ) 一 ww(CO). 

另 一 方面 ,显然 &(R) < mw 由 此 当 六 ra 时 A(R) -0 即 wCO) =0. 剩 下 内 
需 验证 ,在 集 E\Q 的 一 切 点 上 有 下 列 收 伍 性 关系 成 立 ; 

f(x) > f(x). 
设 x。E E\Q. 于 是 就 可 以 找到 这 样 的 记 , 使 得 x。E R. 这 就 表明 ,对 于 一 切 丰 > 加 ， 
都 有 
xo Ex: |f,(x) -f(x) | = el). 
即 
[f(x0) -f(x0) | < er 
因为 根据 条 件 ,e_*0 ,所 以 
limf,, (xzo) = f(s0). 
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定理 得 证 . 

7. 重金 (JIysun) 定理 . C 性 质 ”在 这 一 节 开 头 所 给 出 的 可 测 函 数 的 定义 是 对 任 
意 集 上 的 函数 而 言 的 ,并 且 在 一 般 情 况 下 与 连续 函数 的 概念 无 任何 联系 . 但 是 ,如 果 
讨论 闭 区 间 上 的 函数 ,那么 有 下 面 这 个 由 和 鲁 金 在 1913 年 所 建立 的 重要 定理 . 

定理 9 给 定 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 少数 f(x) 是 可 测 的 充 要 条 件 为 :对 于 任何 
z >0, 在 [a,b] 上 总 有 这 样 的 连续 函数 p(x) 存 在 ,使 得 

Llx:f(x) #¥ p(x)} < 2 

换 句 话说 ,可 测 函 数 可 以 通过 修改 它 在 一 个 测度 任意 小 的 集 上 的 函数 值 的 办 法 
使 其 变 为 [a,b] 上 的 连续 孔 数 . 如 果 闭 区 间 上 的 函数 可 以 利用 这 样 的 “小 变形 ”来 使 
它 变 为 连续 函数 ,那么 就 说 它 具 有 C 性 质 ( 鲁 金 的 术语 ). 鲁 金 定理 表明 ,对 于 实 变 
函数 C 性 质 就 可 以 作为 可 测 函 数 的 定义 . 利用 叶 果 洛 夫 定 理 就 可 以 得 到 重金 定理 的 
证 明 ( 请 给 出 这 个 证 明 !). 

习题 证 明 : 如 果 4 是 闭 区 间 [a,8] 上 的 可 测 集 ,那么 对 于 任何 >0, 总 可 以 找到 这 样 的 开 
集 GD4 与 闭 集 RC4, 使 得 KW(CCVM) <e 与 AKC4\F) <e. 
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分 析 学 初等 课程 里 著名 的 黎 曼 ( Riemann ) 积分 概念 仅 适用 于 这 样 的 函数 ,它们 
要 么 是 连续 的 ,要 么 是 有 “不 太 多 ”的 间断 点 . 至 于 可 测 函 数 ,它们 在 其 有 定义 的 地 方 
(或 者 一 般 可 以 给 定 在 抽象 空间 上 ,因此 对 于 它们 而 言 ,连续 性 概念 简直 没有 意义 )， 
可 以 是 处 处 间断 的 , 黎 曼 积分 结构 就 变 得 不 适用 . 与 此 同时 勒 贝 格 对 于 这 样 的 函数 
却 引 入 了 一 种 非常 完善 和 灵活 的 积分 概念 . 

勒 贝 格 积分 结构 的 基本 观念 就 是 : 它 与 黎 曼 积分 有 区 别 . 点 x 不 是 按照 它们 在 % 
轴 上 的 接近 度 来 加 以 分 类 的 ,而 是 按照 在 这 些 点 上 的 函数 值 的 接近 度 来 加 以 分 类 
的 . 这 就 容许 立刻 将 积分 概念 推广 到 非常 广泛 的 一 类 函数 上 去 . 

此 外 ,对 于 给 定 在 一 个 具有 测度 的 任何 空间 上 的 那些 函数 ,其 勒 贝 格 积分 的 定 
义 是 完全 一 样 的 . 至 于 黎 曼 积分 , 它 首先 是 对 一 元 函数 引入 的 ,然后 再 将 它 进行 相应 
的 修改 推广 到 多 元 的 情形 . 对 于 具有 测度 的 抽象 空间 上 的 那些 函数 来 说 黎 曼 积分 一 
般 没 有 意义 . 

在 以 后 要 是 我 们 没有 提出 相反 的 声明 ,那么 所 考察 的 某 一 完全 rr 可 加 测度 /， 
它 是 定义 在 一 个 含有 单位 集 丰 的 e 代数 上 的 . 所 有 我 们 要 考察 的 集 4CX 假定 都 是 
可 测 的 ,而 函数 (x) 对 于 x EX 都 是 确定 的 并 且 都 是 可 测 的 . 

对 我 们 来 说 采取 下 述 顺 序 较为 方便 ,首先 对 所 谓 的 简单 函数 定义 勤 贝 格 积分 ， 
然后 再 将 它 推广 到 本 质 上 更 为 广泛 的 一 类 函数 上 去 . 第 2 段 到 第 5 段 包括 了 全 空间 
的 测度 是 有 限 的 那 种 情形 的 勒 贝 格 积分 构造 法 . 无 限 测度 的 情形 在 本 节 第 6 段 中 


讨论 
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1. 简单 函数 

定义 1 定义 于 某 一 在 其 上 给 定 了 测度 的 空间 上 的 函数 f(x) 称 为 简单 函数 ， 
如 果 它 是 可 测 的 并 且 取 不 多 于 可 数 个 函数 值 . 

下 述 定理 刻画 了 简单 函数 的 结构 . 

定理 1 取 不 多 于 可 数 个 不 同 的 函数 值 

1 772， 
的 明 数 拟 x) 是 可 测 的 充 要 条 件 为 :一 切 集 
A, = {x:f(x) = ,| 

第 为 可 测 . 

证 明 条 件 的 必要 性 是 显而易见 的 ,因为 每 个 4, 是 单 点 集 {y, | 的 原 象 ,而 每 个 
单 点 集 是 博 雷 尔 集 . 条 件 的 充分 性 可 从 下 述 事 实 推出 :在 定理 的 条 件 下 任何 博 雷 尔 
集 的 原 象 1 (8B) 是 不 多 于 可 数 个 可 测 集 4, 的 并 集 2 4,, 即 是 可 测 的 . 


利用 简单 函数 来 构造 勒 贝 格 积 分 是 基于 下 述 定理 . 

定理 2 ” 盟 数 拟 z) 是 可 测 的 充 要 条 件 为 它 可 以 表示 成 简单 可 测 函 数列 的 一 致 
收敛 的 极限 的 形式 . 

证 明 从 上 市 定理 4 可 知 ,条件 的 充分 性 是 显而易见 的 . 为 了 证 明 条 件 的 必要 
性 ,我 们 考虑 任意 可 测 函 数 拟 xz) 并 令 访 (xz) =m/n( 当 m/n<f(x) < (m+1)/n 时 )， 
这 里 m 为 整数 ,而 n 则 为 正 整 数 . 显然 ,函数 f(x) 是 简单 函数 . 当 "一 o 时 它们 一 致 
收敛 于 所 xz) ,因为 |fx) -f(x) | 1An. 

2. 简单 函数 的 勒 贝 格 积分 “我们 首先 对 上 面 所 谓 的 简单 函数 , 即 取 有 限 个 或 
可 数 个 函数 值 的 可 测 函 数 ,引入 勒 贝 格 积分 概念 -. 

设 f 是 某 一 取 函 数值 

yy 天 (i ¥]) 

的 简单 函数 . 又 设 4A 是 XX 的 某 一 可 测 子 集 . 

虹 数 在 集 4 上 的 积分 自然 可 以 用 下 面 这 个 等 式 来 定义 : 


| fd = 二 yw(4) ,其 中 心 = {x:x EEA) =71, (1) 


如 采 右 问 的 级 数 是 收敛 的 . 我 们 就 得 到 下 述 定义 (在 该 定义 中 由 于 明显 的 原因 预先 
要 求 级 数 绝对 收敛 ). 

定义 2 ”如果 级 数 (1) 绝 对 收敛 ,那么 就 称 简单 函数 /在 集 4 上 ( 按 测度 ph) 为 可 
积 或 可 和 . 如 采 f 可 积 , 那 么 级 数 (1) 之 和 就 称 为 f 在 集 4 上 的 积分 . 

在 这 个 定义 里 假定 所 有 的 y, 都 是 不 相同 的 . 但 是 ,可 以 将 一 个 简单 函数 的 积分 
值 表 成 乘积 cy( Bi ) 之 和 的 形式 . 从 而 不 必 假定 所 有 cx 都 是 不 同 的 . 这 就 容许 得 到 
下 面 的 引 理 . 
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引 理 设 4 = UU Bi, 当 i 关 j 时 ,B; mn Bi = 包 , 并 设 函 数 /在 每 一 个 集 甩 上 仅 
取 一 个 函数 值 co. 于 是 
| A = 3 cmlB), (2) 
并 且 当 且 仅 当 级 数 (2) 绝 对 收敛 时 ,函数 在 4 上 可 积 . 
证 明 ”容易 看 出 ,每 一 个 集 
4. = {x:x E A,f(x) = ,| 
是 B; 里 能 满足 条 件 c; =y, 的 那些 集 的 并 集 . 因此 
2 74,) = 2 7 2 p(B,) = 2 cl Bi). 
因为 测度 是 非 负 的 ,所 以 
2 dph) = 2 1) SB) = > lodulB,). 
即 级 数 yu(4,) 和 y cip(B,) 或 者 同时 绝对 收敛 或 者 同时 发 散 . 引 理 得 证 . 
我 们 来 揭示 简单 函数 的 勒 贝 格 积分 的 菜 些 性 质 ， 
A) | [fx) + g(x) J = | fx) + | gl) oy, 


并 且 从 右 端 两 个 积分 的 存在 就 可 以 推出 左 端 积分 的 存在 . 
为 了 证 明 这 个 性 质 , 我 们 假定 f 在 集 天 4 上 取 函 数值 上 ,而 g 在 集 6C4 上 取 
果 数 值 Bj 因此 


n= | Ka = Dfn(F), (3) 
1 = | els)d = 3 en6), (4) 
于 是 根据 引 理 
T= | [fx) + g(x) ld = 3 3+ er:N G6). (5) 
但 是 | z 


uF.) 一 AL 下 Nn Ci) ， L(G,) 一 DAY 人 G,). 
因此 从 级 数 (3) 和 级 数 (4) 的 绝对 收敛 性 就 可 推出 级 数 (5 ) 的 绝对 收敛 性 ;同时 
J 一 /i 十 ]. 
B) 对 于 任 一 常数 有 ,都 有 
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大 ze = | Fx) dp 


并 且 从 右 端 积分 的 存在 就 可 推出 左 端 积 分 的 存在 . (可 以 直接 加 以 验证 . ) 
C) 在 集 4 上 有 界 的 简单 函数 在 集 4 上 可 积 ,并 且 , 如 果 在 4 上 |f(x) | 三 M， 
那么 


| Als Mu( 4). 


(可 以 直接 加 以 验证 . ) 

3. 具有 有 限 测 度 的 集 上 的 勒 贝 格 积分 的 一 般 定义 

定义 3 如果 在 集 4 上 有 一 致 收敛 于 函数 的 简单 可 积 孔 数列 1} 存在 ,那么 
就 称 该 函数 了 在 集 4 上 为 可 积 (可 和 ). 我 们 用 符号 


| fx) an 
来 表示 极限 


7 = lim | f(z) (6) 


并 称 它 为 函数 在 集 4 上 的 积分 . 

如 果 下 面 三 个 条 件 得 到 满足 ,那么 这 个 定义 就 是 正确 的 . 

1) 极限 (6) 对 于 任 一 个 在 集 4 上 为 一 致 收敛 的 简单 可 积 函 数列 都 是 存在 的 . 

2) 对 于 给 定 的 函数 ,这 个 极限 不 依赖 于 该 序列 {|} 的 取 法 . 

3) 对 于 稀 单 函数 可 积 的 定义 ,从 而 也 就 是 积分 的 定义 与 第 2 段 里 所 给 出 的 积 
分 的 定义 是 等 价 的 . 

所 有 这 些 条 件 的 确 都 得 到 满足 . 

为 了 证 明 第 一 个 条 件 能 够 得 到 满足 ,只 需 注意 ,根据 简单 函数 的 积分 的 性 质 
A),B) 和 C) 就 有 


AOE - [ fi) dn |< ph) sup | 万 (xz) -f(x) |. (7) 


为 了 证 明 第 二 个 条 件 能 够 得 到 满足 ,应 该 考察 两 个 收敛 于 了 的 序列 {f.} 和 

{f 1. 要 是 这 两 个 序列 的 极限 (6) 取 不 同 的 值 ,那么 由 这 两 个 序列 合并 所 得 到 的 序 
列 的 极限 (6) 就 不 存在 ,而 与 第 一 个 条 件 了 矛盾. 最 后 ,为 了 证 明 第 三 个 条 件 的 正确 性 ， 
只 需 考 察 那个 对 于 所 有 的 n 都 有 等 于 f 的 序列 : f(x) =f(x). 

注 ”我们 看 到 ,在 勒 贝 格 积分 构造 中 有 两 个 重要 的 步 又 . 第 一 步 ,对 于 十 分 简单 
同时 又 十 分 广泛 的 某 一 类 函数 (简单 可 和 函数 ) 可 以 直接 定义 积分 (为 级 数 之 和 ). 
第 二 步 ,利用 取 极 限 将 积分 定义 推广 到 本 质 上 更 为 广泛 的 一 类 函数 上 去 . 按 本 质 讲 ， 
这 两 种 方法 的 结合 可 积分 构造 中 都 会 
出 现 . 
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我 们 来 揭示 勒 贝 格 积分 的 一 些 基本 性 质 . 由 定义 直接 推出 : 
I | 1 a = p64). (8) 
I， 对 于 任何 常数 都 有 
| fx) dp = | Fx) op, (9) 


并 且 从 右 端 积分 的 存在 就 可 推出 左 端 积分 的 存在 . 
从 简单 函数 的 积分 的 性 质 B) ,利用 取 极 限 就 可 以 导出 这 个 性 质 . 
亚 ， 可 加 性 : 


| [fx) + glx) Jan = | fx) dp + | gx) qn, (10) 


并 且 从 右 端 积分 的 存在 就 可 推出 左 端 积分 的 存在 . 
从 简单 函数 的 积分 的 性 质 A) , 取 极 限 就 可 以 得 到 证 明 . 
IV. 在 集 4 上 有 界 的 函数 /在 4 上 为 可 积 . 
利用 定理 2, 从 简单 函数 的 积分 的 性 质 C) 取 极 限 就 可 以 得 到 证 明 . 
V. 单调 性 : 如 果 .Ax) 三 0 ,那么 


| Ka) >0 (11) 


(假定 这 个 积分 存在 ). 

对 于 简单 函数 这 个 结论 可 以 直接 从 定义 推出 ,对 于 一 般 情 形 可 以 这 样 导 出 结 
论 , 注 意 ,如 果 / 是 可 测 的 并 是 非 负 的 ,那么 就 可 以 找到 一 个 非 负 的 简单 函数 列 一 臻 
收敛 于 它 (参看 定理 2). | 

从 后 面 这 个 性 质 立即 推出 ,如 果 _/(x) =g(x) ,那么 


| fox) = | gl) (12) 
因此 ,如 果 对 于 所 有 的 (或 几乎 所 有 的 )x E 4, 都 有 m<f(x)<M, 那 么 
m4) < | fx) dy < Mu(A). (13) 


”VY 如 果 (4) =0, 那 么 | Ka) -0. 
VI'， 如 果 几 乎 处 处 f(x) =g(x) ,那么 
| fox) an = | gC) dy, 


并 且 两 个 积分 同时 存在 或 同时 不 存在 
这 两 个 结论 可 以 直 搂 从 由 格 积分 的 定义 推出 人 
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可 积 
事实 上 ,如 果 广 和 p 都 是 简单 函数 ,那么 从 集 4 里 去 掉 某 一 测度 为 零 的 集 后 剩 
下 的 集 4 就 可 以 表示 成 有 限 个 或 可 数 个 集 的 并 集 , 在 这 些 集 的 每 一 个 上 六 和 都 是 
常数 : Kx) =a,,9(%) =b,, 并 且 |a, | <b. 由 的 可 积 性 推出 
> lalp(4s) < Dbphs) = | ps) dn = | px) dy 
因此 /也 可 积 ,并 且 


| A | = J A) = Sapl4,) | 


< 二 olplh) = | Ar) Ten < pl) 


在 一 般 情 形 下 取 极 限 并 利用 定理 2 就 可 以 证 明 这 个 结论 . 
谋 . 积分 


n= | fd, b= | fx) ld (14) 


同时 存在 或 同时 不 存在 . 
事实 上 ,根据 性 质证 从 积分 的 存在 性 就 可 推出 积分 的 存在 性 . 
反之 ,简单 函数 的 情形 可 从 积分 的 定义 推出 ,而 一 般 情形 则 取 极 限 并 利用 定理 
2 ,这 时 必须 利用 不 等 式 
lcl- lols lc- 
4. er 加 性 和 勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 ”在 上 一 段 中 已 经 阐述 了 固定 集 上 的 惑 
贝 格 积分 的 一 些 性 质 . 现在 我 们 来 确立 勒 贝 格 积分 的 菜 些 性 质 , 将 表达 式 


F(4) = | f(x) dn 


视 为 一 个 定义 在 可 测 集 的 全 体 上 的 集 函 数 . 首先 我 们 来 确立 下 述 性 质 . 
定理 3 如 果 4= U 4,, 当 i 关 J 时 ,4n4 = 名, 那么 


| fz)an = > | fr) yp, (15) 
并 且 从 左 端 积分 的 存在 就 可 推出 右 端 那些 积分 的 存在 ,而 由 它们 所 构成 的 级 数 是 绝 
对 收敛 的 
证 明 ”我 们 首先 对 取 函 数值 为 
J172，“… yn 
的 简单 函数 /来 验证 这 个 定理 的 结论 . 设 
B, = jz:xz E Af(x) = Yl 
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Bu = {x:x E4 f(x) = yi 
于 是 


| Fo)dp= Dyn(B,) = yD p(Bn) 


= 5 DynlBa) = 并 | fr) dy (16) 


因为 根据 f 在 4 上 为 可 积 的 这 个 假定 ,级 数 2 yxx(B;) 是 绝对 收敛 的 ,而 所 有 的 集 


的 测度 是 非 负 的 ,所 以 (16) 的 一 串 等 式 中 所 有 其 余 的 那些 级 数 也 都 是 绝对 收敛 的 . 
在 任意 函数 /的 情形 ,从 j 在 4 上 的 可 积 性 就 可 推出 ,对 于 任何 。 >0 总 有 一 个 
在 4 上 可 积 的 简单 函数 g 存在 ,并 且 满 足 条 件 


[f(x) - g(x)| < &. (17) 
对 于 g 有 


| Cw) op = 5 | glx) dy (18) 


并 且 g 在 每 一 个 集 4, 上 可 积 ,从 而 级 数 (18) 绝 对 收敛 . 从 后 面 这 个 情况 以 及 估计 式 
(17) 就 可 推出 f 在 每 个 4, 上 也 可 积 , 而 且 


5 || fam -| ew) |< 于 or(4) = op(4), 
[Asam -| gC) dy)< op A). 
再 根据 (18) 就 可 推出 级 数 > | A(x) dy 是 绝对 收敛 的 ,并 且 还 可 以 得 到 下 面 这 个 
估计 式 
三 [Ka 和 fA)< 20n(4) 
因为 >0 是 任意 的 ,所 以 
> | fn = | fr) 


推论 。 如果 f 在 4 上 可 积 ,那么 f 在 任 一 可 测 集 4'ChA 上 也 可 积 . 

我 们 证 明了 ,从 函数 f 在 集 4 上 的 可 积 性 推出 ,如果 4 = U 4.,4n4 = 名 , 那 
么 f 在 每 个 4, 上 可 积 ,并 且 4 上 的 积分 等 于 集 4, 上 的 积分 之 和 . 这 个 结论 可 以 转换 
为 下 面 的 定理 . 

定理 4 如 果 4= U 4,, 当 i 关 j 时 4, 阁 4， = 名 而 且 级 数 


> | Ix) | (19) 
收敛 ,那么 函数 /在 4 上 可 积 ,并 且 
| Ko = > | fx) a 

证 明 ”与 上 面 的 定理 相 比 较 ,这 里 新 的 结论 是 ,从 级 数 (19) 的 收敛 性 推出 f 在 4 
上 的 可 积 性 

首先 对 取 值 f; 的 简单 函数 的 情形 加 以 证 明 . 令 

及 一 {x:x 三 A,f(x) = /| ,A 一 A, 人 Bb., 
我 们 有 
U4s=B 与 | Ifx) ld = > flp(hs). 
从 级 数 (19) 的 收敛 性 推出 ,级 数 
2, > lfilu(hs) = > |filn(B,) 


收敛 . 
后 面 这 个 级 数 的 收敛 性 表明 积分 


| fx) = fulB) 
存在 . 在 一 般 情形 则 用 简单 函数 f 来 通 近 f, 使 得 


[f(x) -f(x)|<s. (20) 
于 是 


| FC) lar < | [Fx) lo + ap(h,), 
又 因为 级 数 > jp(4,) = (4) 收敛, 从 级 数 (19) 的 收敛 性 推出 级 数 


> | IF (1 


的 收敛 性 , 即 根据 刚才 证 明 的 简单 函数 f 在 4 上 的 可 积 性 . 但 是 根据 (20) 原来 的 函 
数 /在 4 上 也 可 积 . 定理 得 证 . 
契 贝 谢 夫 ( ge6smmea ) 不 等 式 ” 如 果 在 4 上 p(x) =0 并 且 e>0, 那 么 


uasx E A,p(x) 三 | < 一 | pr (21) 


事实 上 , 设 
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A’ = {x:x E A,p(x) 三 ec. 
于 是 
(人 = | pd +] vd = | p44). 
推论 ”如果 
| f(x) Lan =0， 

那么 几乎 处 处 都 有 f(x*) =0. 

事实 上 ,根据 契 贝 谢 夫 不 等 式 , 我 们 有 :对 于 一 切 n, 都 有 

p{x:s EA, |f(x) |==}<n| f/x) ld =0. 

因此 


nlx:x E A,f(x) #0} < 5 plas E A, |f(x) | > 二}= 0. 


在 上 一 段 中 曾经 指出 ,任何 函数 在 零 测 度 集 上 的 勒 贝 格 积分 都 等 于 零 . 

这 个 结论 可 视 为 下 面 这 个 重要 定理 的 极端 情形 . 

定理 5( 勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 ) ”如 果 矿 x) 是 一 个 在 集 4 上 可 和 的 函数 , 那 
么 对 于 每 一 个 a >0 就 有 这 样 的 6 >0 存在 ,使 得 对 于 每 一 个 这 样 的 可 测 集 eCA4, 只 
要 jh(e) <6 都 有 


| rowlss 


证 明 首先 我 们 注意 ,如 果 . 是 有 界 的 ,那么 结论 是 明显 的 . 现在 设 f 是 4 上 的 
一 个 任意 的 可 和 函数 . 令 
4 = {x:x EAn< |f(x)|<n+l1) 


与 
B, = U 4, C, = A\B,. 
于 是 根据 定理 3， | 
al 到 = 二 | MA) lo 
选择 NN 使 得 


六 | vol AD | < 


又 设 
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Log 
0<6< 2(N+1) 
如 果 现 在 u(e) <65, 那 么 
EE | Ka) lan 


= Ma at], MA) | 


右 端 第 一 个 积分 不 超过 e/2( 性质 V ) ,而 第 二 个 积分 大 于 取 在 整个 集 Cy 上 的 那个 
积分 , 即 也 不 超过 se/2. 这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 


上 |f(x) |du < &. 


作为 集 函 数 的 积分 所 确立 的 这 些 性 质 可 导出 下 述 结果 . 设 f 是 一 个 在 空间 XX 上 按 测 
度 j 可 和 的 非 负 函 数 . 于 是 函数 


F(4) = | f(x) 


对 于 一 切 可 测 集 4 CX 都 是 确定 的 、 非 负 的 与 c 可 加 的 , 即 满足 条 件 :如 果 4 = 
U 4 与 4n4 = 名, 那么 F(4) = > FFC4). 换言之 , 非 负 隐 数 的 积分 作为 集 函 


数 具 有 o 可 加 测度 的 一 切 性 质 . 这 个 测度 与 原来 的 测度 / 都 定义 在 同一 的 o 代数 
上 ,并 且 由 下 述 条 件 与 有 联系 :如 果 (4) =0, 那 么 F(A4) =0. 

sS.， 勒 贝 格 积分 号 下 取 极 限 ”在 勒 贝 格 积分 号 下 取 极 限 的 问题 ,或 者 说 成 是 关 
于 收敛 级 数 是 否 可 以 逐 项 积分 的 问题 ,经 常 在 各 种 问题 里 发 生 . 

在 古典 分 析 里 已 得 到 一 个 关于 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 的 充分 条 件 为 :对 应 的 序 
列 ( 级 数 ) 是 一 致 收敛 的 . 

现在 我 们 来 建立 某 些 关 于 在 勒 贝 格 积分 号 下 取 极 限 的 定理 ,而 这 些 定理 可 以 说 
是 古典 分 析 里 对 应 定理 的 一 种 深刻 的 推广 . 

定理 6( 勒 贝 格 ) ”如 果 序 列 {f| 在 4 上 收敛 于 f, 并 且 对 于 所 有 的 n 都 有 


f(x) | < 9(%), 
其 中 在 4 上 可 积 ,那么 极限 函数 /在 4 上 可 积 ,并 且 
ACL a ART 


证 明 从 定理 的 条 件 容易 推出 |f(x) | <p(%). 因此 信和 第 3 段 性 质证 ) 是 可 积 
的 . 设 >0 是 任意 的 . 根据 定理 5( 关 于 积分 的 绝对 连续 性 ) 就 可 以 找到 这 样 的 5 > 
0 ,使 得 只 要 内 (B) <6 就 有 


| (ee < 二 (22) 
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根据 叶 采 洛 夫 定 理 可 以 选取 满足 条 件 wK(B) <6 的 集 B, 使 得 序列 {|} 在 C=A\B 上 
一 致 收敛 . 从 而 ,可 以 找到 这 样 的 ,使 得 在 n 宇 NN 和 x EC 时 满足 不 等 式 


2 _. 
f(x) -f(x) | < 3 
于 是 
| Fx) -| AD) 人 


CR AC ACL 
又 因为 |f(%) | <p(*) 和 | 儿 .(*) | <p(%) ,所 以 根据 (22) 就 得 到 
用 A) -| (4) 有 y|< 生 + 全 + 年 =e 
推论 如 果 |f.(x) | 和 M =eonst, 并 且 广 -六 那么 
ACL AC 


注 ”因为 函数 在 一 个 测度 为 0 的 集 上 所 取 的 值 并 不 影响 其 积分 之 值 ,所 以 在 定 
理 6 里 只 需 假 定 { 几乎 处 处 收敛 于 就行 了 ,并 且 每 一 个 不 等 式 | 凡 (xx) | <p(x) 
也 只 是 几乎 处 处 满足 . 

定理 7( 列 维 (B. LEvy) ) 设 在 集 4 上 

fi(x) f(x) fx) 三 入 
并 且 函 数 所 都 可 积 而 它们 的 积分 全 体 有 界 : 


| Ace 天 
于 是 在 4 上 几乎 处 处 都 有 (有 限 ) 极 限 
Ka) = lim f,(%) (23) 
存在 ,函数 /在 4 上 可 积 ,并 且 
RACE a RCL 


这 时 在 极限 (23) 不 存在 的 那个 集 上 可 以 任意 给 定 函 数 /, 例 如 ,在 该 集 上 可 以 令 
f(x) =0. 
证 明 假定 f(x) >0. 因为 一 般 情 形 只 要 取 函 数 


f,=f,-f 
就 可 以 化 为 这 种 情形 . 我 们 来 考察 集 


= {x:xEAf(xX)— %|. 
容易 看 出 ,2= 门 LU 0." ,其 中 


0 = {rx EA,f (x) >r 
根据 契 贝 谢 夫 不 等 式 (21) 
LO ) < KAr 
因为 0iD C9? CCO CC, 所 以 AL 00)< Kr 但 对 于 任何 > 都 有 


n 


NCU OQ", 


因此 j(0) <K/r. 由 于 7 的 任意 性 ,由 此 推出 
ACO2) = 0. 

这 就 证 明了 单调 递增 序列 |f.(x) |} 在 4 上 几乎 处 处 具有 有 限 极限 fx). 

用 4, 表示 那些 满足 条 件 

r-l<f/(x) <r, r=1,2,.… 

的 点 x E 4 所 构成 的 集 . 在 4, 上 令 p(x) = 

如 果 p(x) 在 4 上 的 可 积 性 能 够 得 到 证 明 ,那么 这 个 定理 的 结论 就 可 以 直接 从 
定理 6 的 推论 推出 . 令 


R= U 4 
因为 在 B, 上 函数 与 /都 是 有 界 的 ,并 且 永远 都 有 p(x) <f(x) +1, 所 以 
| 9 Cx) os | fsx) dn + 14) 


= lim | f(x) du tu(A) < K+u(h). 


[oO = mw(4) 
这 些 和 是 有 界 的 就 表明 级 数 


0 


5 m4,) = | px) dp 


是 收敛 的 . 这 样 一 来 ,函数 在 4 上 的 可 积 性 就 得 到 了 证 明 . 在 定理 证 明 中 本 数 
f.(x) 的 单调 非 减 条 件 显然 可 以 换 为 单调 非 增 条 件 . 
推论 ”如果 wy,(x) 宇 0, 并 且 


8$S. 勒 贝 格 积分 “237 . 
> | 加 (和 < am， 
那么 级 数 六 办 (z) 在 4 上 几乎 处 处 收 敏 ,并 且 


RAC DAGLS 
定理 8( 法 图 (Fatou) ) 如 果 非 负 可 测 函 数列 1. 在 4 上 几乎 处 处 收敛 于 / 


并 且 
| f(x) <K, 
那么 f 在 4 上 可 积 , 并 且 
| fx) du < 
证 明 令 
pn(%) = inf fi(%). 
9 可 测 ,因为 


[x:9a(%) < el = Us) < 中 

其 次 ,0 大 pu(z) <f(*) ,因此 p, 可 积 ,并 且 
wo 和 大 | As) 大 天 

最 后 

Pi(%) 过 Ja(X) Si < pn(%) se, 
从 而 几乎 处 处 都 有 

limp, (x) = f(x). 
因此 把 上 面 的 定理 应 用 于 | p,1 ,我 们 就 得 到 所 要 求 的 结果 
6. 无 穷 测度 集 上 的 勒 贝 格 积分 。 到 目前 为 止 ,我 们 所 说 的 积分 及 其 性 质 是 在 

下 述 假定 下 讨论 的 :所 论 函数 系 给 定 在 这 种 或 那 种 具有 有 限 测度 的 集 上 的 . 但 是 经 
常 必须 处 理 给 定 在 具有 无 穷 测度 的 集 上 的 函数 ,例如 ,给 定 在 具有 勤 贝 格 测度 的 直 


线 上 的 也 数 . 因此 将 积分 概念 推广 到 这 种 情形 是 很 重要 的 . 这 时 我 们 仅 限 于 讨论 那 
种 在 实用 上 最 重要 的 情形 , 当 所 论 集 X 可 以 表示 成 可 数 个 具有 有 限 测度 的 集 的 和 |: 


X= XuX,) < o. (24) 


如 采 空 间 X( 在 其 上 给 定 了 测度 凡 ) 可 以 表示 成 可 数 个 具有 有 限 测度 的 集 之 和 ， 
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那么 上 的 测度 jy 称 为 r -有 限 ( 参 看 $3 第 3 段 ). 直线 上 ,平面 上 和 7 维 空间 中 
的 勒 贝 格 测 度 都 是 o -有 限 测度 的 例子 . 不 满足 o -有 限 性 条 件 的 测度 ,例如 ,可 以 
这 样 得 到 ,在 直线 上 每 一 点 都 赋 以 权 1. 于 是 直线 的 所 有 子 集 可 以 认为 是 可 测 的 ,并 
且 有 限 集 将 具有 有 限 测度 ,而 其 余 的 集 则 具有 无 穷 测 度 . 集 X 的 满足 条 件 (24) 的 可 
测 子 集 的 每 一 个 单调 递增 序列 1X,| 称 为 枚 举 序列 . 现在 引入 下 述 定 义 . 

定义 4 定义 在 具有 ex -有限 测度 的 集 X 上 的 可 测 函 数 f 称 为 在 XX 上 可 和 ， 
如 果 它 在 每 一 个 具有 有 限 测度 的 可 测 子 集 4CX 上 可 和 ,并 且 只 要 对 于 每 一 个 枚 举 
序列 1X, | 极限 


tim | fo) (25) 
都 存在 且 与 该 序列 的 选取 无 关 . 这 个 极限 称 为 /在 集 六 上 的 积分 并 用 符号 
| fz) 


来 表示 . 同样 ,显然 ,如 果 函 数 / 在 某 一 具有 有 限 测度 的 集 外 等 于 零 ,那么 对 于 它 刚 
才 所 叙述 的 积分 定义 与 第 3 段 所 给 出 的 那个 积分 定义 是 等 价 的 . 

注 第 2 段 中 所 给 出 的 简单 函数 的 积分 定义 可 以 逐 字 逐 句 照搬 到 无 穷 测 度 的 
情形 . 这 时 显然 ,为 了 简单 函数 的 可 和 性 ,必须 使 得 它 仅 在 有 限 测 度 的 集 上 取 每 一 个 
异 于 零 的 值 . 第 3 段 中 所 给 出 的 可 和 性 定义 与 集 X 的 测度 的 有 限 性 假定 有 密切 联 
系 . 事实 上 ,如 果 j(X) = % ,那么 从 简单 可 和 也 数列 | 9, | 的 一 致 收敛 性 一 般 并 不 能 
推出 它们 的 积分 的 序列 的 收敛 性 (请 举例 说 明 !). 

第 3 段 和 第 4 段 中 关于 有 限 测 度 的 情形 所 叙述 的 那些 结果 基本 上 适用 于 调度 
为 无 穷 的 集 上 的 积分 . 

本 质 差别 在 于 :在 ww(X) = % 的 情形 ,X 上 有 界 的 可 测 函 数 不 一 定 是 可 和 的 . 特 
别 ,如 果 j(X) = % ,那么 任何 异 于 零 的 常数 在 X 上 不 可 积 . 

读者 不 难 验证 , 勒 贝 格 定理 、 列 维 定理 和 法 图 定理 在 无 穷 测度 的 情形 仍 是正 
确 的 . 

7. 勒 贝 格 积分 同 黎 曼 积分 之 比较 ”我们 来 曾 明 勒 贝 格 积分 同 黎 曼 积 分 之 间 的 
联系 . 同时 仅 限 于 讨论 直线 上 的 线性 勒 贝 格 测度 这 种 最 简单 的 情形 . 

定理 9 如 果 有 黎 曼 积 


1 = (R) | f(x) 
存在 ,那么 /在 [a,5] 上 按 勒 贝 格 意义 可 积 ,并 且 
| fs) on = 
证 明 ”我们 用 分 点 
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+ (Db -a) 
将 闭 区 间 [a,5] 分 成 2 个 子 分 划 , 并 且 与 这 个 子 分 划 相 对 应 地 造 达 布 和 数 
(2, = 00 M0, = 02 m,, 


2 2 
其 中 Mn 是 f 在 闭 区 间 


Xp-1 SS% SEX, 
上 的 上 界 , 而 mi 是 f 在 该 同一 闭 区 间 上 的 下 界 . 根据 黎 曼 积分 的 定义 
1 = limf, = limow,. 
今 
f(x) = Mu (Xi1 E% < Yi), 


ff, (xX) =m, (Xl x < x,). 
函数 ,和 f, 在 点 x=5 可 以 任意 重新 定义 . 容易 算出 


fs) = 0,) fd = oo 


[a,b] 


因为 序列 | 了 ,| 非 弟 增 ,而 序列 | f, } 非 递减 ,所 以 几乎 处 处 都 有 


f(x) > F(x) fr), f(x) — f(x) <AHx). 
根据 列 维 定理 
| fd = limQ, = T= limo, = | f (*) 
因此 
| ,Ff 1 =) (f(x) - f(#)) =0. 
从 而 几乎 处 处 有 
f (x) - f(x) = 0， 
f(x) = f(x) = f(x). 
从 而 
| ,fdr = 1 


定理 得 证 . 

容易 举 出 在 某 一 闭 区 间 上 的 有 界 函 数 按 勒 贝 格 意 义 可 积 而 按 黎 曼 意义 不 可 积 
的 一 些 例子 (例如 ,已 经 提 过 的 在 闭 区 间 [0,1] 的 有 理 点 等 于 1 而 在 无 理 点 等 于 0 的 
狄 利克 雷 ( Dirichlet) 函数 就 是 一 个 很 好 的 例子 ). 无 界 函 数 一 般 不 可 能 按 黎 曼 意义 
可 积 , 但 其 中 很 多 按 勒 贝 格 意义 却 可 积 . 特别 ,对 于 任 一 函数 /Lx) =>0, 如 果 它 的 黎 曼 
积分 


fe 


对 每 个 >0 是 存在 的 ,而 且 当 -0 时 有 有 限 的 极限 1, 那 么 f 在 [a,5] 上 按 勒 贝 格 
意义 可 积 , 并 且 


| Ka = lim] fs)ds 
| A 


b， 
四 KOI 


的 情形 按 勒 贝 格 意义 是 不 存在 的 ,因为 根据 第 3 段 性 质 厦 ,从 函数 六 x) 的 可 和 性 推 
出 函数 |f(x) | 也 是 可 和 的 . 例如 ,积分 


lin 1 
0 多 % 


作为 (条 件 收敛 的 ) 广 义 黎 曼 积分 是 存在 的 ,但 作为 勒 贝 格 积分 却 是 不 存在 的 . 

如 采 在 整个 直线 (或 半 直 线 ) 上 讨论 函数 ,那么 对 于 这 样 的 函数 黎 曼 积 分 仅 可 能 
在 广义 的 意义 下 存在 . 又 如 果 这 样 的 积分 绝对 收 全 ,那么 对 应 的 勒 贝 格 积分 也 在 同 
样 的 意义 下 存在 . 如 果 这 个 积分 仅 是 条 件 收敛 的 ,那么 该 函数 在 勒 贝 格 意义 下 不 可 


积 例如 ,函数 em * 按 勒 贝 格 意义 在 整个 直线 上 不 可 积 ,因为 


[. 


sin % 
x 


dx = oo. 


但 是 广义 积 


多 


SIN XN 
| sin % 
一 2 


大 家 知道 是 存在 的 ,并 且 等 于 7. 
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在 分 析 学 里 关于 将 二 重 积分 (或 一 般 是 多 重 积分 ) 化 为 迭 积 分 的 那些 定理 占有 
重要 地 位 . 在 本 节 示 将 证 明 的 所 谓 富 比 尼 定 理 是 多 重 勒 贝 格 积分 论 里 的 一 个 重要 结 
果 . 首先 我 们 来 建立 某 些 辅助 概念 和 事实 ,尽管 它们 本 身 也 具有 独立 的 意义 . 

1. 集 族 的 乘积 ”一 对 有 序 的 数 偶 (x,y) 所 构成 的 集 Z( 其 中 x E X,y E 了) 称 为 
集 式 和 了 的 直 积 ,并 且 用 符号 Z = 不 xY 来 表示 . 类 似 地 ,有 序 的 有 限 厅 列 (x ,za ，… 
x,) (其 中 x E 已 ) 所 构成 的 集 Z 称 为 集 X1 ,X,,…,X, 的 直 积 , 并 且 用 符号 


Z = X, xX, x:… xX, = 人 四 成 
来 表示 . 在 特殊 情形 下 , 当 


时 , 集 Z 是 集 X 的 nn 次 硕 : 
Z =X. 

例如 nn 维 坐标 空间 R" 是 数 直 线 及 的 n 次 宕 . 单位 立方 体 "( 即 由 R" 里 坐标 满 

足 条 件 
O<x,<1l, k=1,2,.…,n 

的 元 所 构成 的 集 ) 是 单位 闭 区 间 三 =[0,1] 的 n 次 蜂 . 

如 果 © ,OO 是 集 族 XI ) 改 2 和， 的 一 个 子 集 族 , 那 么 

R= © x, XxX… x©, 


就 表示 集 族 工 = = |x| xX, 的 一 个 子 集 族 ， 并 且 可 以 表 成 下 面 这 种 形 、 
A = A, xA,x-:… xA4,, 


其 中 4, € 名 ,. 
如 果 G, = G, =… = G, =, 那 么 只 是 集 族 忆 的 n 次 早 
RNR = ©". 
例如 R" 里 的 超 平行 体 族 是 R 里 的 闭 区 间 族 的 n 次 短 . 
定理 1 如 果 ,SG,,…, 儿 , 都 是 半 环 ,那么 只 = |x| 名 , 也 是 一 个 半 环 . 
证 明 ”按照 半 环 的 定义 我 们 应 该 验证 ,如 果 4,B € 中 ,那么 4nB E 闹 此 外 ， 
如 果 有 BC4, 那 么 4 = N C,, 其 中 C, = B. 当 i zj 时 C; C= OO, 且 C; ER(i=1, 


`,n). 对 于 n=2 的 情形 ， 我 们 引入 证 明 如 下 . 
TI. 设 A EC, xg,,B E | x,. 这 表示 
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4=4x4，4EG，4 € ©,; 
B=BxB,, Bee,, B,EeG,. 


于 是 
ANB= (4 NB) x (hn 8B,). 
又 因为 : 
AINB, ES, h,nN 8B,e &,, 
所 以 


ANMBE ©, x ©,. 
.现在 我 们 补充 假定 
B, CA, B, ch,. 
义 由 于 | 和 名, 都 是 半 环 ,所 以 下 面 的 这 些 分 解 式 都 是 成 立 的 : 
A!1=B UBYVU-...UBY®, 
A, = B, UB UU BD),. 
于 是 
A=A xAh,=(B, xB,) U (B, xB )U...U(B, xB") 
U (BE xB,) U (BY x BY) UU (B® xB!) 
U (BY xB,) U (B® x BY) UU (B® x BD?). 
这 个 分 解 式 的 第 一 项 是 B, x B, = B, 而 所 有 的 项 都 属于 集 族 B, x GB,. 定理 
但 是 从 假设 族 B, (k=1,…,n) 都 是 环 (或 o -代数 ) ,还 可 推出 直 积 |x| B, 是 
一 个 环 (对 应 的 o 代数 ). 
2. 测度 积 ” 设 在 诸 半 环 ,BS,,… ,BG, 上 分 别 给 定 了 测度 
pi(Ai) sp (hy), NA,), A: € ©,. 
为 简单 起 见 , 我 们 将 假定 这 些 测度 是 有 限 的 ,尽管 下 面 的 推理 和 论据 无 需 作 重大 修 
改 就 可 搬 到 oc 有 限 测度 的 情形 上 去 (例如 ,可 参看 [21] ). 
我 们 在 半 环 
R= © xC, x xe, (1) 
上 用 公式 
HA(4) = pu (Ahi) ph,) pn, (Ah,) (2) 
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来 定义 测度 
KW = WM Xp X…XHn， (3) 
这 里 
4=4x4x…Xx4. 
剩 下 还 需 证 明 A(4) 的 确 是 一 个 测度 , 即 这 个 集 函 数 是 可 加 的 . 对 于 n=2 的 情形 ,我 
们 来 给 出 这 个 证 明 . 设 给 定 了 分 解 式 
A = Ah, xA, = U BY,Biz#¥jHB? NB = 0, 


B®™ = B® x B®. 
根据 第 一 章 §$5 引 理 2 有 这 样 的 分 解 式 
A = U C1™, A, = U C3™ 


存在 ,使 得 集 Bi” 是 某 些 C1” 的 并 集 ,而 集 B4” 则 是 某 些 C4” 的 并 集 . 显然 


1(4) = J (hi)p(4,) 一 > ml C1™ pl CI™), (4) 
nu(B™) = J (Br” )u Bs") = > > Mm (Cr™ ml CI™ ) ， (5) 


并 且 在 (5) 中 右 端 的 和 是 对 所 有 的 CCBWW 和 Ci” CB 遍 取 的 ,而 在 等 式 (4) 的 
右 端 所 出 现 的 所 有 那些 项 则 是 对 一 切 C(”"” ch, 和 C4” cAh, 遍 取 的 . 因此 
nu(A) = > HA(Bi) ， 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 

这 样 一 来 ,特别 ,从 直线 上 线性 测度 的 可 加 性 就 可 推出 ” 维 欧 几 里 得 空间 中 的 
初等 测度 的 可 加 性 . 

由 公式 (2) 所 给 出 的 那个 给 定 在 半 环 (1) 上 的 测度 (3) 我 们 就 称 为 ,…,u, 的 
训 度 积 . 

定理 2 如果 测 度 As ，……A 都 是 ex 可 加 的 ,那么 测度 jw =j xj x… x 
也 是 er 可 加 的 . 

证 明 对 于 n=2 的 情形 ,我 们 来 证 明 . 用 A, 表示 测度 i 的 勒 贝 格 测度 扩张 . 


设 C= U C,, 其 中 Cnc,= @(nzxm) ,并 且 集 C 和 C 都 属于 名 x,, 即 
n=1 
C=AxB,AE SI,BE ©,, 
CG, = A, xB.,,A, € ©,B, € ©,. 
设 集 4 和 4 ,4,,… 属 于 空间 XX 对 于 x E 和 令 


NA2 (已 ,) ， 行 x E4，， 
f(x) -| 
0 奇 * Eh,. 
容易 看 出 ,对 于 x E 4 
SAC = p(B). 
因此 ,根据 列 维 定理 的 推论 (参看 $5 第 5 段 ) 


5 | ADdh = [palB)dA = Ai(4)M(B) = (A)plB). 


但 | ADaha = 户 (B)m(4) =A(C)， 
从 而 
> MACC) = 人 CC). 


如 果 jw ,分 别 是 给 定 在 o - 代数 G1 ,…,B, 上 的 e 可 加 测度 ,那么 我 们 

称 它们 之 积 为 测度 mx x… x 的 勒 贝 格 扩张 . 我 们 将 用 符号 
WOW BO Oh 或 四 内 

来 表示 . 

特别 , 当 

AL =H = ”= 人 KH 
时 ,就 得 到 测度 的 n 次 大 : 
NA = Ohh = 从 

例如 ,n 维 勤 贝 格 测度 凡是 线性 勒 贝 格 测度 人 的 半 次 大. 

注意 ,测度 积 自然 而 然 是 完全 的 (甚至 当 测 度 jw,… ,pm 不 是 完全 的 也 是 如 此 ). 

3. 用 截 线 的 线性 测度 之 积分 表示 平面 测度 之 表达 式 . 勒 贝 格 积分 的 几何 意义 
设 (x,y) 平 面 上 的 区 域 C 由 纵 线 =a;x = 和 曲线 y=ep(x) ,y=y(*) 所 围 成 

大 家 知道 ,区 域 6 的 面积 可 以 用 积分 

WCG) = | {pC%) ~ yl#) 1 

来 表示 

这 时 差 p(xo) -y(%6o) 等 于 由 纵 线 x =xo 所 截 割 的 区 域 6 的 截 线 长 度 . 我 们 的 
任务 就 是 将 这 种 面积 测度 的 方法 推广 到 任意 测度 积 

AL = WH. OH, 

上 去 . 往 后 将 假定 测度 和 定义 在 o 代数 上 ,它们 是 o 可 加 的 ,并 且 具 有 完全 性 
(如 果 BCA 和 (4) =0, 那 么 B 是 可 测 的 ) ,而 这 个 性 质 ,正如 我 们 在 以 前 早已 指出 
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过 的 ,为 所 有 的 勒 贝 格 扩张 所 具有 . 
我 们 引入 下 列 符 号 : 
= {y:(x,yY) E 4 (x 固定 )， 
A, = {x:(%,y) E4 【(y 固定 ). 
如 果 匀 和 了 都 是 数 直 线 (而 XxY 是 一 个 平面 ) ,那么 4, 便 是 由 纵 线 x =x。o 所 截 
割 的 集 4 的 截 线 在 了 轴 上 的 投影 
定理 3 在 上 面 所 列举 的 那些 假设 下 ,对 于 任何 可 济 集 24 者 都 有 


ph) = [poh.) dy. = ow 
证 明 只 需 证 明 等 式 + 
pA) = | p(w) dps 其中 px) =p(4), (6) 


因为 定理 的 第 二 个 结论 与 第 一 个 结论 完全 相仿 . 我 们 注意 ,定理 自然 蕴涵 这 样 的 结 
论 , 对 于 几乎 所 有 的 x( 在 测度 的 意义 下 ) 集 4. 对 测度 是 可 测 的 ,而 函数 p4(x) 
对 测度 人 是 可 测 的 . 要 是 没有 这 个 结论 ,公式 (6) 没 有 意义 . 

测度 是 定义 在 4 =4,，x4, 这 种 形式 的 集 族 @, 上 的 测度 m =p xp 的 勒 由 
格 扩 张 . 对 于 这 样 的 集 族 ， 等 式 (6) 是 显然 成 立 的 ， 因为 对 于 它们 


(4,)， 当 x E 4， 时 ， 
pa(%) = _ 
当 x E A, 时 . 
不 难 将 等 式 (6) 推 广 到 路 ( 吾 ,,) 里 的 那 种 按 BG, 里 的 两 两 互 不 相交 的 集 的 有 限 
和 这 种 分 解 式 的 集 族 上 去 . 
在 一 般 情 形 ,等 式 (6) 的 证 明 根据 下 面 的 引 理 ,而 该 引 理 本 身 对 于 勒 贝 格 扩张 论 


具有 独特 的 意义 . 
引 理 ”对 于 任何 j -可 测 集 4, 都 有 下 面 这 种 形式 的 集 B 存在: 


B= [8B,, BIOB,IDOL…IOB, OL 
B, = UB:, Br CB,C…CB,,C., 
k 


其 中 集 Bu 都 属于 涡 ( 忆 ,) ,并 且 4CB, 同 时 


中 注意 ,对 XX 积分 实际 上 可 以 化 成 对 集 【4, CX 积分 ,在 该 集 之 外 被 积 函数 等 于 零 . 类 似 地 有 
了 


1- 了 


了 U4， 
多 
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A(4) =A(B). (7) 
证 明 ”根据 可 测 性 定义 ,对 于 任何 n, 集 4 可 以 嵌入 集 C。= U A 一 一 里 的 
集 A,, 的 并 集 , 使 得 
u(C,) <u(A) + 1/n. 


令 B= N C, 并 注意 集 B, 具有 B，= ULJ 6,, 这 种 形式 ,其 中 6,, 属于 .最 


后 令 B,， = U 6,, ,我 们 就 得 到 具有 所 要 求 性 质 的 集 族 B,. 
” 引 理 得 证 . 
利用 列 维 定理 ($5 定理 7) 甚 易 将 等 式 (6) 从 集 Bu E 次 (G。) 推广 到 集 忆 ,和 避 
上 去 ,这 是 因为 
Pp, (%) = limgs,, (%) ， PB SE Pp, SS 
pa(%) = limgs,(%), Ya > 9 
的 缘故 . 根据 测度 的 连续 性 ,这 些 等 式 在 每 一 点 x 都 成 立 . 如 果 (4) =0, 那 么 ju(B) =0， 
并 且 几 乎 处 处 有 
pa(%) = 1,(B,) = 0. 
因为 4, CB, ,所 以 对 于 几乎 所 有 的 *, 集 4, 是 可 测 的 ,并 且 
pa(%) = 1, (A,) 一 0， 


[pC*) dn =0=A(4) 


从 而 对 于 测度 为 零 的 集 4, 公 式 (6) 是 正确 的 . 在 一 般 情形 下 将 4 表 成 形式 B\C, 其 
中 根据 (7) ,x(C) =0. 因为 公式 (6) 对 于 集 B 与 集 C 都 是 正确 的 ,那么 容易 看 出 它 
对 集 4 也 是 正确 的 . 定理 3 证 明 完 毕 . 
现在 设 了 是 数 直线 ,w, 是 线性 勒 贝 格 测度 ,而 集 4 是 满足 条 件 
[x,y):x* EM,0 <y fx)| (8) 
的 点 (x,y) 所 构成 的 点 集 ,其 中 M 是 某 _ 可 测 集 ,而 fx) 是 一 个 非 负 的 可 积 清 数 . 
在 这 种 情形 下 


%), 当 x E WM 时， 
L(A,) = 


0 ， 当 x E 计时 ， 


pA) = | f(x) dp 
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这 样 一 来 ,我 们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 4 非 负 函数 (x) 的 勒 贝 格 积分 等 于 由 关系 式 (8) 所 确定 的 集 4 的 测度 
1 =Ws XHy 

当 针 是 数 直 线 , 集 MN 是 个 闭 区 间 ,而 函数 /xx) 按 黎 曼 意义 可 积 时 ,这 个 定理 归 
结 为 大 家 所 熟悉 的 ,以 展 布 在 函数 图 像 下 面 的 面积 来 表示 积分 . 

4. 富 比 尼 定 理 ”我 们 来 考察 三 重 积 UU =xY x 2. 如 果 在 X,Y,Z 上 给 定 了 测 
度 j ,pm, ,那么 测度 


Ws = hs OH Oh 


可 以 定义 为 
(1 B hy) Oh, 
Ls B (hy Bp). 
事实 上 ,容易 验证 ,这 些 定义 是 等 价 的 . 
下 面 的 定理 是 重 积 分 理论 的 基础 . 
定理 5( 富 比 尼 ) 设 两 个 定义 在 e 代数 上 的 测度 w 和 心 都 是 a - 可 加 的 与 完 
全 的 ;又 设 
人 = NM O Hy, 
而 函数 所 xz,y) 在 集 
ACXxY (9) 


上 按 测度 可 积 . 于 是 @Q 
[f= (ff) dp ) 


= (f Assy) dp) (10) 


定理 的 结论 蕴涵 着 在 括号 里 的 两 个 内 积分 对 于 积分 变数 的 几乎 所 有 的 值 都 是 
存在 的 ,而 外 积分 就 是 根据 内 积分 的 存在 而 进行 的 . 
证 明 ”我 们 首先 对 于 f(x,y) =0 的 情形 证 明定 理 . 为 此 考察 三 重 积 
U=XxYxZ, 
其 中 第 三 个 因子 是 数 直线 ,而 测度 积 
A=j Bu, BH = 人 @A， 
其 中 以 是 线性 勒 贝 格 测度 


@ 请 参看 $6 第 3 段 定理 3 的 脚注 . 
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我 们 按照 下 列 条 件 来 定义 U 里 的 子 集 下 :如 果 (x,y) E 4,0 友 z 和 (xy) ,那么 
(x,y,z) E 克 . 根据 定理 4， 


A(W) = | fx,y) oy (11) 
另 一 方面 ,根据 定理 3 
AC(W) = | CW) op,, (12) 


其 中 = xp 而 WW 表示 由 (y,z) 所 构成 的 集 ,其 中 yy,z 满足 条 件 (x,y,z) E 了 这 
时 ,再 根据 定理 4， 


é(W) = | fr,y) dp (13) 
比较 (11) ,(12) 和 (13) ,就 得 到 
| Ke) = { (| fry) dg,) 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
一 般 情形 可 以 利用 下 面 这 些 等 式 将 其 拆 开 而 化 为 f(x,y) 0 这 种 情形 : 
f(x,y) = 三 (xy) 一 三 (x%,y), 
大 (x,y) 一 | FCx ,7y) ,+ As) jf- (x,y) _ [f(x,y) ,二 信和 


注 下 面 所 举 的 例子 表明 从 迭 积 分 


(J) 和 (fa) 09 


的 存在 ,一 般 说 来 , 既 不 能 推出 等 式 (10) ,又 不 能 推出 函数 (x,y) 在 4 上 可 积 . 但 只 
要 积分 


[J en la) 或 f(T lA) La) 5) 


之 一 存在 ,那么 f(x,y) 在 A4 上 可 积 并 且 等 式 (10) 是 正确 的 . 
事实 上 , 例如 , 设 (15) 里 的 第 一 个 积分 存在 并 且 等 于 M. 函数 f(x,y) = 
min| |f(%x,y) | ,nl 在 4 上 有 界 可 测 ,而 这 就 表明 了 在 4 上 可 和 . 根据 富 比 尼 定 理 


ACEOL ACE (16) 


畏 数 所 构成 一 个 单调 非 递减 序列 ,几乎 处 处 收敛 于 |f(%,y) |. 根据 列 维 定理 ,从 不 
等 式 (16) 推 出 函数 |f(x,y) | 在 4 上 可 和 . 于 是 f(x,y) 也 是 可 和 的 . 而 对 于 它 富 比 
尼 定 理 为 真 . 由 此 得 出 我 们 的 结论 . 
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我 们 在 测度 jw, 和 心 (而 这 意味 着 人 ) 是 有 限 的 假定 下 证 明了 富 比 尼 和 定理 . 但 是 ， 
它 在 v 有 限 测度 的 情形 仍然 是 正确 的 (例如 ,请 参看 [21] ,第 208 页 ). 

我 们 举 这 样 的 函数 为 例 , 其 迭 积分 (14) 是 存在 的 ,但 等 式 (10) 却 不 成 立 . 

例 1 设 4=[-1,1] ， 


当 2 + >0 时 f(x,y) = Tz/0,0) =0. 
于 是 对 于 所 有 的 y 有 
[fxsy) = 0. 
而 对 于 所 有 的 * 则 有 
| Andy =0 
因此 


[_(f fp) a)ay = | (J fa) = 0. 
但 那个 展 布 在 正方 形 上 的 勒 贝 格 二 重 积分 却 不 存在 ,因为 
Pf ln la = fr ee dp = 2] 各 = 0 


例 2 设 4=[0,1] ， 


2n v1 1 一 1 1 »” 1 
SN ——_— 9 oo < nr 、 3 
2 pr % Fn-1 2n 》 pA 1 时 
f(x,Y) 一 2m+1 1 1 1 
2 < ,一 和 yy< 一 T 时 ， 
py XX< pA 2" y 2nm-1 时 
0， 其 余 情形 . 


可 以 算出 
| (fA de)iy = 


人 (Jspanja = 1 
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在 这 一 章 里 ,我 们 主要 研究 定义 在 直线 上 的 函数 的 勒 贝 格 积 分 . 假定 按 其 取 积 
分 的 测度 ,是 通常 的 线性 勒 贝 格 测度 . 

如 果 f 是 定义 在 具有 测度 4 的 可 测 空间 和 上 的 可 和 函数 ,那么 ,对 每 一 个 可 测 
集 4CX, 积 分 


| fx) on (* ) 


存在 ;而 对 于 固定 的 几 积 分 ( * ) 是 集 函 数 , 它 对 于 所 有 的 可 测 子 集 4CX 有 定义 . 这 
样 的 积分 称 为 勒 贝 格 不 定 积分 . 特别 空间 X 可 以 是 数 轴 上 的 闭 区 间 . 这 时 ,如 果 4 也 
是 某 一 闭 区 间 ,那么 积分 ( * ) 将 是 点 对 一 线段 4 之 端点 的 函数 ,我 们 将 假定 ,在 这 
种 情形 下 测度 就 是 通常 的 勒 贝 格 测度 ,并 将 qu 写成 dt. 在 固定 积分 区 间 的 一 个 端 
点 (比方 说 左 端 点 ) 之 后 ,我 们 就 可 以 作为 单 变量 * 的 函数 来 研究 闭 区 间 [a,x] 上 的 
积分 | f(t) di 的 性 质 . 这 个 问题 引导 我 们 去 讨论 定义 在 直线 上 的 某 些 重要 函数 类 
在 $5, 将 盖 明 ,把 固定 的 函数 /的 勤 贝 格 积分 作为 集 函数 而 进行 研究 的 一 般 问题 

由 分 析 学 初等 课程 知 ,下 面 两 个 基本 等 式 揭示 出 微分 运算 与 积分 运算 之 间 的 联 
系 :如 果 / 是 连续 函数 ,而 是 有 连续 导数 的 函数 ,那么 


1) {f(a = Na， 
2) [Fr'()a = F(b) - F(a). 


试问 :等 式 1) 对 于 勒 贝 格 意义 下 的 可 和 函数 是 否 成 立 ? 满足 等 式 2) 的 函数 类 是 怎 


$1. 单调 函数 . 积分 对 上 限 的 可 微 性 。 251 ， 


样 的 (可 能 更 广泛 的 )? 
本 章 下 面 几 节 就 研究 这 些 问题 


$ 1 单调 函数 . 积分 对 上 限 的 可 微 性 


1. 单调 函数 的 基本 性 质 “” 我 们 从 下 面 明显 但 是 重要 的 注解 ;如 果 函 数 / 是 非 负 
的 , 则 B(x) 是 单调 非 递减 函数 ,开始 研究 作为 上 限 的 函数 的 勒 贝 格 积分 


B(x) = {fi) dt | (1) 
的 性 质 . 其 次 ,每 一 个 可 和 函数 是 两 个 非 负 的 可 和 函数 之 差 : 
ft) = f(t) -f (2). (2) 


因此 积分 (1) 可 分 解 成 两 个 单调 非 递 减 函数 之 差 . 从 而 , 作 汶 上 限 的 函数 的 勒 贝 格 积 
分 的 研究 ,可 以 化 为 同一 类 型 的 单调 函数 的 研究 . 单调 函数 (不 管 它们 的 来 源 如 何 ) 
具有 一 系列 既 简 单 又 重要 的 性 质 . 我 们 现在 对 这 些 性 质 加 以 阐述 和 

让 我 们 来 回忆 某 些 概念 . 只 要 没有 相反 的 声明 ,我 们 将 :处 处 讨论 那些 给 定 在 革 
一 闭 区 间 上 的 函数 . 

函数 称 为 单调 非 递减 的 ,倘若 从 xj <x, 推出 

f(xi) < f(x,); 

类 似 地 定义 单调 非 递 增 函 数 . 

设 f 是 直线 上 的 任意 函数 . 极限 0 

lim f(xo +h) 


(如 果 它 存在 ) , 称 为 晴 数 在 点 和 的 右 极 限 ,并 用 f(x。+0) 表示 . 类 似 地 定义 函数 
在 点 Xo 的 左 极限 f(x -0). 显然 ， 等 式 f(xo +0) =f( xo -0) 表示 函数 /在 点 Xo Ss 或 者 
连续 ,或 者 具有 可 去 间断 点 . 这 两 个 极限 存在 但 彼此 不 相等 的 点 称 为 第 一 类 间断 点 ， 
而 差 f(xo +0) -f(xo -0) 称 为 函数 /在 该 点 的 跃 度 . 

如 果 Kxo) =f(xo -0)， 种 为 在 局 多 左 连续 ,而 如 果 .f(xo) = 了 xo +0) , 那 
么 f 称 为 在 该 点 右 连 续 . 

我 们 来 揭示 单调 冰 数 的 一 些 基 本 性 质 . 为 明确 计 , 我 们 将 只 讨论 单调 非 递 减 函 
数 , 显 然 下 面 所 说 的 一 - 切 可 以 自动 移植 到 单调 非 递 增 籽 数 . 

(1) 每 一 个 在 [a ,5] 上 单调 非 递 碱 的 函数 /可 测 并 且 有 界 ,从 .而 可 和 . 

事实 上 ,根据 单调 性 的 定义 ,对 于 任意 x E[a,b], 有 


fla) < fx) 三 成 四 


中 符号 /一 0 + 表示 趋 于 零 时 仅 取 正 值 . 
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其 次 ,对 于 任何 常数 c, 集 
4 = {x:f(x) < ec| 

或 者 是 闭 区 间 ,或 者 是 半 开 区 间 ( 或 者 是 空 集 ). 事实 上 , 设 使 (x) <e 的 点 存在 ,又 
设 d 是 这 些 x 的 上 确 界 . 于 是 4, 或 者 是 闭 区 间 [a,dj] 或 者 是 半 开 区 间 [ a,d). 

(2) 单调 函数 只 可 能 有 第 一 类 间 上 断 . 

事实 上 , 设 wo 是 [a,b5] 上 的 任意 点 ,而 x, 一 xo ,并且 x, < xo. 于 是 序列 { 几 zx) 上 有 
下 界 和 上 界 [ 例 如 函数 值 f(a) 和 f(5) 分 别 是 下 界 和 上 界 ]. 从 而 , 它 至 少 有 一 个 极限 
点 . 但 任何 这 样 的 序列 车 有 若干 个 极限 点 显然 就 会 与 函数 的 单调 性 相 矛 盾 . 这 样 
一 来 ,f(xo -0) 就 存在 . 类 似 地 可 以 确立 f(x。+0) 的 存在 性 . 

单调 函数 不 一 定 是 连续 的 . 但 是 下 面 的 结论 是 正确 的 . 

(3) 单调 函数 之 间 彤 [点 的 集合 最 多 是 可 数 的 . 

事实 上 ,在 闭 区 间 [a ,5] 上 的 单调 函数 /的 任何 有 限 个 跃 度 之 和 不 超过 f(b) - 
f(a). 从 而 ,对 于 任意 ,其 跃 度 值 大 于 1/n 的 个 数 是 有 限 的 . 对 所 有 的 n=1,2,… 求 
和 ,可 见 跃 度 的 总 数 是 有 限 的 或 可 数 的 . 

在 单调 函数 中 间 最 简单 的 是 所 谓 阶 跃 函数 . 它们 可 用 下 述 方法 来 构造 . 设 在 区 
间 [a,5] 上 给 定 了 有 限 个 或 可 数 个 点 


又 设 它 们 之 中 的 每 一 个 与 正 数 凡 建立 了 对 应 关系 ,并 且 > 请 < %. 我 们 在 [a,6] 
上 年 义 困 数 放 令 


f(x) = 之 h,. (3) 
显然 ,这 个 函数 是 单调 非 递 减 的 . 此 外 , 它 在 每 一 点 是 左 连续 的 0, 而 它 的 间断 点 
全 体 与 集 {x,} 重合 ,并且 在 点 %, 的 跃 度 等 于 h,. 事实 上 


jz -0) = lm fx-e) = lah 


但 因 每 一 个 满足 条 件 : x, <% 的 x, , 当 e 充分 小 时 也 满足 条 件 x, <x -s, 所 以 上 式 右 
端的 极限 等 于 > h,，= f(x). 这 样 一 来 ,Kx -0) = 所 xz). 如 果 点 x 与 诸 点 *, 之 一 重 


合 , 比 如 说 与 =xo 重合 ,那么 


@ 要 是 我 们 用 公 : 臣 
f(x) = > 各 
来 定义 户 那 么 所 得 到 及 和 函数 就 会 是 右 连续 的 . 


@ 只 要 诸 点 x*， 中 没有 一 个 与 5 相 重合 ,因为 % = 未 进入 和 式 (3) 中 . 欲 计 算 6 点 的 跃 度 ,应 考虑 用 半 开 
区 间 [a,b5+e)(e>0), 来 代替 [a,6b|. 
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fxw +0) = lim fx +e) = lim > h= Sh, 


即 f(x +0) -f(x,, -0) =h,. 

最 后 ,如 果 * 与 诸 点 x, 中 间 的 任何 一 个 都 不 重合 ,那么 阶 跃 函数 在 该 点 是 连续 
的 ( 试 证 明之 1). 

阶 跃 函数 的 最 简单 的 类 型 是 阶梯 函数 ,它们 的 间断 点 可 以 排 成 一 个 单调 序列 


MI < NX < KM < 


在 一 般 情 形 下 阶 跃 函数 可 以 具有 更 复杂 的 结构 ,例如 ,如 果 |{x,| 是 闭 区 间 [a,8] 上 所 
有 的 有 理 点 的 集合 ,而 h, = 1/2" ,那么 公式 (3) 定 义 了 这 样 一 个 阶 跃 函数 , 它 在 有 理 
点 是 间断 的 ,而 在 无 理 点 则 是 连续 的 . 

单调 函数 的 男 一 种 类 型 ,在 某 种 意义 上 与 阶 跃 函数 正好 相反 ,是 所 谓 的 连续 单 
凋 隐 数 . 下 面 的 结论 是 成 立 的 . 

(4) 每 一 个 左 连续 的 单调 函数 ,可 以 表 成 连续 的 单调 函数 与 ( 左 连续 的 ) 阶 跃 函 
数 之 和 ,并 且 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 

事实 上 , 设 f 是 一 个 非 递 减 左 连续 函数 ,xi ,x ,… 是 它 的 全 部 间断 点 ,而 彤 ， 
h,,… 是 它 在 这 些 点 上 的 跃 度 . 令 


H(x) = 了 


老 p =f-HH 是 一 个 非 递 减 的 连续 函数 . 为 了 证 明 这 一 点 让 我 们 来 考虑 差 
p(X) —- p(x) = [f(x’) -fx')] - [HC(x") - H(x')], 
其 中 x' <x". 这 里 , 右 端 是 函数 /在 闭 区 间 [x',x”"] 上 的 全 增 量 与 它 在 这 个 区 间 上 的 
牙 度 之 和 的 差 . 显然 ,这 个 量 是 非 负 的 , 即 p 是 一 个 非 递减 函数 . 其 次 ,对 于 任意 的 点 
x ,有 
pl#* -0) = fx -0) -ae -0) = fr* -0) - Eh, 


p(x +0) =f(x*+0) - H(x*+0) =f(x*+0)- 2 hh， 


Xn 和 %* 


由 此 
p(x +0) -p(x* -0) =f(x*+0) -f(x*-0)-h* =0 

(其 中 h* 是 函数 且 在 点 x* 的 跃 度 ). 由 此 从 f 的 左 连续 性 和 五 的 左 连续 性 ,可 推出 ov 
确 是 连续 的 . 

2. 单调 函数 的 可 微 性 ”现在 我 们 转 到 讨论 单调 函数 的 导数 存在 的 问题 

定理 1( 勒 贝 格 ) ”定义 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 单调 函数 /在 该 闭 区 间 上 几乎 处 处 
有 有 限 导 数 . 

首先 引入 某 些 在 证 明 这 个 定理 时 需要 用 到 的 概念 . 
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大 家 知道 ,函数 /在 点 xo 的 导数 就 是 比 式 


A (4) 

当 x 一 *xo 时 的 极限 . 这 个 极限 当然 可 以 不 存在 . 但 是 下 面 的 四 种 量 ( 它 们 也 可 以 取 无 
穷 大 值 ) 总 是 有 意义 的 : 

A 是 比 式 (4) 当 x 从 xo 右 方 趋向 于 xo 时 (即使 得 x -xo >0) 的 上 极限 . 这 个 量 
称 为 右上 导数 . 

Axt( 右 下 导数 ) 是 比 式 (4) 当 和 从 wxo 右 方 趋 癌 于 Xo 时 的 下 极限 . 

Aj( 左 上 导数 ) 是 比 式 (4) 当 x 从 x 左 方 趋 癌 于 x 时 的 上 极限 . 

和 (左下 导数 ) 是 比 式 (4) 当 x 从 xo 左 方 趋向 于 xo 时 的 下 极限 . 

在 图 19 上 标明 斜率 分 别 为 4 ,A ,A ,A 的 直线 . 显然 ,永远 有 

A 三 A 三 和 A 三 4 


了 x 


图 19 


如 果 A 和 和 ;有限 并 且 彼 此 相等 ,那么 它们 的 这 个 公共 值 就 是 函数 x) 在 点 
xo 的 右 导 数 . 类 似 地 ,如 果 Aj = 和 A ,那么 它们 的 公共 值 就 是 左 导数 .在 点 x。 有 有 
限 导 数 , 等 价 于 在 该 点 函数 的 所 有 导数 都 有 限 并 且 彼 此 相等 . 因此 勒 贝 格 定理 的 
结论 可 以 陈述 如 下 :对 于 在 [a,b5] 上 单调 的 函数 ,关系 式 

—-% <Ac=At =A: =A <% 

在 [a,b] 上 几乎 处 处 成 立 . 

习题 设 f* (x) = -fx). 问 f “的 导数 与 1 的 导数 有 什么 关系 ? 

当 fx) 变 为 A -x) 时 , 试 回答 同样 的 问题 . 

勒 贝 格 定理 的 证 明 以 下 面 的 引 理 为 依据 ,而 这 个 引 理 我 们 今后 也 将 用 到 它 . 

我 们 引入 下 述 定义 . 设 g(x) 是 一 个 给 定 在 闭 区 间 a<x<b 上 的 连续 函数 . 这 个 
闭 区 间 上 的 点 xo 称 为 函数 g 的 右 不 可 见 点 ,倘若 存在 这 样 一 点 E(xo <& 志 b) ,使 得 
g(x0o) <g(é) (图 20). 
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图 20 

引 理 (里 斯 ) 对 于 任何 一 个 连续 函数 g, 右 不 可 见 点 的 集合 在 闭 区 间 [a,b5] 上 
是 开 的 ,从 而 可 以 表示 成 有 限 个 或 可 数 个 两 两 互 不 相交 的 开 区 间 (a; ,bi;) (也 可 能 
含 点 a 的 半 开 区 间 ) 之 和 . 这 些 开 区 间 的 端点 满足 不 等 式 

g(a:) < g(bi). (5) 

引 理 的 证 明 如果 x。o 是 g 的 右 不 可 见 点 ,那么 ,根据 g 的 连续 性 ,任何 一 个 充 
分 接近 % 的 点 也 将 具有 同一 性 质 . 从 而 ,这 样 的 一 些 点 所 构成 的 集 在 [a,b] 上 是 开 
的 . 设 (a; ,bi) 是 它 的 构成 区 间 之 一 ,假定 

g(a:) > g(bi). (6) 
那么 在 开 区 间 (a ,外 ) 内 可 以 找到 一 个 内 点 和 使 得 g(xo) >g(bi). 设 x 是 (a ,bi) 
内 使 g(x) =g(%o) 的 一 切 点 * 里 的 最 右面 的 一 点 . 

因为 x” E (a ,bi) ,就 有 这 样 的 点 &>x "存在 ,使 得 g(t&) >g(x" ). 扣 不 可 能 
位 于 开 区 间 (ai,b;) 内 ,因为 x* 是 该 开 区 间 内 使 g(x) =g(%o) 的 最 右 的 一 点 ,然而 
g(b;) <g(%o). 男 一 方面 ,不 等 式 & >b, 也 不 可 能 成 立 ,因为 否则 就 会 有 g (bi;) < 
g(xo) <g(E) ,然而 b; 并 不 是 右 不 可 见 点 . 所 得 到 的 这 个 矛盾 表明 不 等 式 (6) 不 成 
立 , 即 g(ao) <g(1) ,因而 引 理 得 证 . 读者 不 难 验 证 ,实际 上 g(a) =g (bi), 只 要 
a a. 

注 我们 称 点 xo 是 连续 函数 g(x) 的 左 不 可 见 点 ,倘若 有 这 样 的 点 上 <xo 存在 ， 
使 得 g(&) >g(x%o). 同样 的 推理 可 以 证 明 , 左 不 可 见 点 的 集合 是 有 限 个 或 可 数 个 两 
两 互 不 相交 的 开 区 间 (a;,b;) (也 可 能 包括 含 点 5 的 半 开 区 间 ) 之 和 ,并 且 

g(a:) > g(b;). 

现在 我 们 转 到 勒 贝 格 定理 本 身 的 证 明 . 我 们 首先 在 /是 单调 非 递 减 连续 函数 的 
假定 下 ,证 明 该 定理 . 为 此 只 需 证 明 几 乎 处 处 有 

1) 4#<o ,2) 和 大 三 人 二 

事实 上 ,如 果 我 们 假定 1“ (x) = -fA -x) ,那么 定义 在 财 区 间 [ -5b, -a] 上 的 也 
数 . 广 也 将 是 单调 非 递 减 的 连续 函数 . 如 果 4#* 和 和 分 别 是 f°* 的 右上 导数 和 左下 导 
数 ,那么 容易 验证 (参看 前 面 的 习题 ) ,函数 1 和 ff“ 在 相应 点 上 的 导数 满足 等 式 
A 二 =At 和 A = 和 A 因此 ,把 不 等 式 2) 用 于 f “(x) ,就 得 到 
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At 三 4 (7) 
将 所 得 到 的 这 些 不 等 式 联结 起 来 写成 一 个 不 等 式 链 ,再 利用 导数 的 定义 ,就 有 
A# < Ai < Ar <Ar < Ar. 
而 这 就 表示 
A = 人 右 = A = 人生. 
我 们 首先 来 证 明 ,几乎 处 处 有 A < %m. 如 果 在 某 一 点 和 处 有 A = % ,那么 对 于 任 
何 常数 C > 0 ,在 点 x 之 右 可 以 找到 这 样 一 点 ,使 得 
/ f(€) -及 mm) 、 


Em > 
妈 
FE) -fso) > CCE -%)) 
或 
f(€) -CE > fo) - Cm 
换言之 ,点 x 是 函数 


g(x) = f(x) - Cx : 
的 右 不 可 见 点 . 根据 里 斯 引 理 , 这样 的 点 所 构成 的 集 是 开 的 ,而 在 组 成 它 的 那些 开 区 
间 (a;,5;) 的 端点 上 满足 不 等 式 


f(a) - Ca < f(b,) - Cb,, 
即 
fbi) -fla:) = CC -a1). 
将 所 得 到 的 这 些 不 等 式 除 以 C, 再 对 所 有 的 开 区 间 (a ,bi ) 求 和 ,就 得 到 


. (6b,) -fai) b)-f(a 
2 (bi 一 a) < 人 ) (C0) 


这 里 C 可 以 取得 任意 地 大 . 这 样 一 来 ,那些 使 A = % 的 点 所 构成 的 集 可 以 被 一 
些 开 区 间 所 履 盖 ,而 且 这 些 区 间 的 长 度 之 和 可 以 任意 地 小 . 从 而 ,这 个 集 的 测度 等 
于 0. 

这 个 与 里 斯 引 理 有 联系 的 方法 ,还 可 以 用 来 证 明 几 乎 处 处 有 A 和 Aj 宇 A ,但 现在 
这 个 方法 需要 运用 两 次 . 我 们 来 考虑 这 样 的 有 理 数 偶 c 和 C, 其 中 0<c<C<o. 令 
p=c/C. 用 Ec 表示 那些 使 A >C, 而 和 A <c 的 x 的 全 体 . 如 果 能 证 明 jE,。=0, 那 
么 由 此 可 见 几 乎 处 处 有 和 大 A, 因为 那些 使 和 A < A 的 点 所 构成 的 集 ,显然 ,可 以 
表示 成 最 多 是 可 数 个 形 如 EE, ,的 集 之 和 |. 

现在 我 们 来 建立 一 个 基本 不 等 式 . 
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对 于 任何 开 区 间 (a,B) C[a,5], 有 

ME.c na,B)) < p(B - a). 

事实 上 ,我 们 首先 考虑 (a,B) 中 使 A。<c 的 那些 点 x 所 构成 的 集 . 对 于 每 一 个 

这 样 的 点 <, 可 以 找到 这 样 的 <*, 使 得 站 纪 呈 <e, 即 1(&) - -只 >f(x) -ox. 因 
此 x 是 函数 Lx) - cx 的 左 不 可 见 点 ， 而 根据 里 斯 引 理 (参看 前 面 的 注 ) 这 样 的 。 所 
构成 的 集 可 以 表示 成 不 多 于 可 数 个 两 两 不 交 的 开 区 间 (ow,B,) C (a,B) 之 和 ,并 且 
fa) -ca 所 8,) -aq9,， 即 

HB -Ka) <eB - a1). | (8) 
在 每 一 个 开 区 间 ( a,B,) 里 考虑 那些 使 A > C 的 点 所 构成 的 集 Cl. 仍 运用 里 斯 引 


理 (现在 ,正如 对 于 右 不 可 见 点 ,证 明 不 等 式 A# < % 时 一 样 ) ,我 们 就 得 到 ,Gi 可 以 
表示 成 不 多 于 可 数 个 两 两 不 交 的 开 区 间 (ai,Bi) 之 和 ,并 县 


By 一 到 [KBy) -f(ay) |]. (9) 


显然 , 集 E.cn (a,B) 被 诸 开 区 间 (o,Bs) 所 构成 的 集 族 所 覆盖 ,并 且 根 据 (8) 
和 (9) 有 


之 (Bs — Oy ) < 到 之 [所 By ) -ff QE ) ] 


< EEAB) -Ko)] < 人 六 (B -an) 


< p(B - a)， 

因而 基本 不 等 式 得 证 . 

现在 容易 证 明 ME, . =0. 

这 时 只 需 利 用 集 五 . < 的 那个 由 不 等 式 所 描述 的 性 质 . 

引 理 ”假设 在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 可 测 集 4 具有 这 样 的 性 质 : 对 于 任何 开 区 间 
(a,B) C[a,b] ,满足 不 等 式 u(AN(a,B) ) <p(B -a) ,其 中 0 <p <1. 那么 (4) =0. 

证 明 设 HM =t. 对 于 任何 e >0, 存 在 这 样 一 个 开 集 G: 它 等 于 可 数 个 两 两 不 交 
的 开 区 间 (a, ,5 ) 之 和 ,有 目 使 4ACG，》(b, -an) <t+e( 参 看 第 五 章 8$5 第 7 段 中 


的 习题 ). 令 i = [4A Nn (a,,b,)]. 显然 i = 》 i. 根据 引 理 条 件 ,i,, <p(b, - an): 
从 而 ,t <p > (b, -ao ) < p(t + 6). 因为。 > 0 是 任意 的 ,所 以 1 < pt. 但 是 0 < 


p< 1, 因此: = 0. 
引 理 得 证 . 从 而 ,在 /是 连续 函数 这 一 假定 下 证 明了 和 定理 1. 
只 要 将 里 斯 引 理 的 推广 用 到 具有 第 一 类 间断 的 函数 就 可 以 把 同样 的 推理 移植 
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到 间断 单调 函数 的 情形 . 

设 g 是 闭 区 间 La,b] 上 仅 具 有 第 一 类 间断 的 函数 . 我 们 称 点 x。E [a,b] 是 g(x) 
的 右 不 可 见 点 ,倘若 有 这 样 的 & >x 存在 ,使 得 

max[ g(xo — 0) ,8(X0) ,8(xzo +0)] < g(é). 
那么 和 g 是 连续 的 情形 一 样 ,函数 g 的 右 不 可 见 点 所 构成 的 集 是 开 的 ， 而 在 组 戌 它 
的 那些 开 区 间 (a; ,6 ) 的 端点 上 满足 不 等 式 
g(a1) < g(Bb). 

尽管 定理 1 的 证 明 相当 长 , 它 本 身 却 有 简单 的 直观 意义 . 例如 ,我 们 来 解释 为 什 
么 A#( 和 A ) 一 定 是 几乎 处 处 有 限 的 . 比 式 Af/Ax 是 在 映射 f 下 闭 区 间 [a,5] 在 
给 定点 x 的 “延伸 系数 ”. 因为 在 这 个 映射 下 有 限 闭 区 间 [a,5] 变 为 有 限 闭 区 间 
[f(a) ,f(b)], 所 以 在 正 测度 集 上 “延伸 ”不 可 能 为 无 穷 大 . 

下 面 关于 单调 函数 项 级 数 可 以 逐 项 微分 的 定理 (有 时 称 为 “ 富 比 尼 小 定理 ”) 有 
时 是 有 用 的 . 

定理 2 处 处 收敛 的 级 数 


2 Fl) = F(x), (10) 
其 中 Fi, 是 [a,b] 上 的 单调 非 递 减 函数 ,几乎 处 处 容许 逐 项 微分 
DF lx) =F'(x). 


证 明 将 f(x) 用 F(x) -F(a) 来 代替 后 ,可 以 认为 所 有 的 F(x) 都 是 非 负 
的 , 且 在 x=a 处 变 为 零 . 

根据 定理 1 ,存在 完全 测度 集 EC[a,5b] ,使 得 在 其 上 所 有 的 下 (x) 和 所 '(x) 都 
存在 . 设 x E ,而 éE EL[a,b] 是 任意 的 . 我 们 有 


y F 一 下 
SI PY] pp pw) 
上 一 X & 一 X 
因为 & -x 与 FF,(#&) -F(x) 同 号 (由 于 单调 性 !) , 故 对 于 任意 W, 有 


F. — F(x 
Sh! ) -PCD 
En yp . 


当 Ex 时 取 极 限 , 就 得 到 
2 Fl%) <F'(x). 
因为 所 有 的 下 (x) 宕 0, 由 此 推出 
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2 Pl?) <F'(x). (11) 


这 样 ,由 导数 玉 “(x) 所 组 成 的 级 数 在 E 上 处 处 收敛 . 我 们 来 证 明 , 对 于 几乎 所 有 的 
x,(11) 中 每 号 成 立 . 对 于 每 一 个 ,可 以 找到 级 数 (10) 的 这 样 的 部 分 和 5, (x) ,使 得 


0 < F(b) -SS,(b) < 1/2.. 
因为 函数 F(x) - 5S, (x) = > F(x) 是 非 递 减 的 ,所 以 对 于 任何 x, 有 
0O<F(x) -5,(x) < 1/2”. 
由 此 推出 ,由 非 递 减 函数 所 组 成 的 级 数 
二 [ra -Su(z)] (12) 
在 整个 闭 区 间 [ a， 5] 上 收 全 (甚至 是 一 致 收敛 ). 于 是 ,根据 已 经 证 明了 的 结果 ,由 
(12 ) 逐 项 微分 所 得 到 的 级 数 
之 [F'(x) -3 (xz) (13) 
几乎 处 处 收敛 . 从 而 ,级 数 (13) 的 通 项 几乎 处 处 收敛 于 零 , 即 几乎 处 处 有 5 (x) =- 
F(x) 一 "0. 但 如 果 在 不 等 式 (11) 中 不 等 号 < 成 立 , 那 么 任何 部 分 和 序列 都 不 可 能 收 
敛 于 不"(x). 从 而 几乎 处 处 有 
D> P(x) = FP'(%). 


定理 得 证 . 
推论 ” 阶 牙 函数 几乎 处 处 有 等 于 零 的 导数 . 
事实 上 ,这 样 的 函数 是 由 非 递减 “阶梯 ”函数 


0 ， 当 到 Xn 时 ， 
F(x) = | 
hh， 当 x >x 时 


所 组 成 的 收敛 级 数 之 和 , 而 每 一 个 这 样 的 阶梯 函数 都 几乎 处 处 有 等 于 零 的 导数 
3. 积分 对 上 限 求 导数 ”因为 任何 可 和 函数 的 积分 


RAGE 


可 以 表示 成 两 个 单调 函数 之 差 , 故 从 定理 1 立即 推出 下 列 结果 . 
定理 3 ”对 于 每 一 个 可 和 函数 9 ,导数 


| ou (14) 
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对 于 几乎 所 有 的 x 都 存在 . 
必须 强调 指出 ,虽然 我 们 确立 了 导数 (14) 几乎 处 处 存在 ,但 是 我 们 还 没有 讨论 
关于 等 式 


| pd = pr) 


是 否 成 立 的 问题 . 事实 上 (参看 $3) ,这 个 等 式 对 于 任何 可 和 函数 p 几乎 处 处 是 正 
确 的 . 


$2， 有 界 变 差 函 数 


关于 勤 贝 格 积分 对 上 限 是 否 可 微 的 问题 ,引导 我 们 研究 一 类 可 以 表示 成 单调 函 
数 之 差 的 函数 . 在 这 一 节 里 ,我 们 对 这 些 函数 作 不 依赖 于 单调 性 概念 的 另 一 种 描述 ， 
并 且 讨 论 它们 的 一 些 基 本 性 质 . 我 们 从 一 些 必要 的 定义 开始 . 

定义 1 给 定 在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 函数 称 为 有 界 变 差 函 数 ,倘若 存在 这 样 一 个 
常数 C, 对 于 闭 区 间 [a,5] 用 点 


CQC=M<X<… <x,=0b 


所 作 的 任何 分 割 f 都 满足 不 等 式 


> fw) -Ke Tsc (1) 

每 个 单调 函数 都 有 有 界 变 差 ,因为 对 于 任意 单调 函数 , (1) 中 左 端 的 和 与 分 割 的 

取 法 无 关 , 并 且 永远 等 于 | -Ka) |. 
定义 2 ， 设 /是 有 界 变 差 函数 . 和 式 (1) 对 闭 区 间 [ a,6] 所 有 可 能 的 有 限 分 割 的 

上 确 界 , 称 为 函数 /在 闭 区 间 [ a,5] 上 的 全 变 差 , 记 作 V[ 有 1. 这 样 一 来 ， 


[月 = sup > fw) -Fo 1 


注 给 定 在 整个 直线 上 的 函数 / 称 为 有 界 变 差 函数 ,倘若 量 V'[/] 全 有 界 . 这 时 
jms 
称 为 函数 /在 直线 - m <x < w 上 的 全 变 差 ,并 用 符号 了“。 [用 来 表示 . 
我 们 来 揭示 全 变 差 函数 的 一 些 基本 性 质 . 
(1) 如 果 a 是 常数 ,那么 
Vi[of] = |alvi’[/]). 


这 个 性 质 立 刻 从 V6。[ 用 的 定义 推出 . 
(2) 如 采 f 和 g 都 是 有 界 变 差 函 数 ,那么 f+g 也 具有 有 界 变 差 ,并且 
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Vlf +g] < Vlf] +Yo[g]. (2) 
事实 上 ,对 于 闭 区 间 [a,5b] 的 每 种 分 割 都 有 
2 | flx ) + g(x1) — f(xi1) 一 BC-1) ] 


< 2 | f(x;) — f(z-1) | + > | g(x;) — g(X-1) | ， 


由 此 可 见 (2) 式 成 立 ,因为 永远 有 
sup(A +B) < sup A + supB. 


性 质 1 和 性 质 2 表明 ,定义 在 给 定 闭 区 间 [a,b] 上 的 有 界 变 差 饥 数 的 线性 组 合 
仍 是 有 界 变 差 函 数 . 换言之 ,有 界 变 差 函 数 构 成 一 个 线性 空间 (与 单调 函数 所 构成 的 
集 不 相同 ,单调 函数 并 不 构成 线性 空间 ). 

(3) 如 果 aw<b<ec, 那 么 


FL 六 +YiLA = VLA]. 03) 
事实 上 ,我 们 首先 考虑 闭 区 间 [a,c] 的 这 样 的 一 种 分 割 ,使 b 作为 它 分 点 中 的 一 个 ， 
比如 说 ,%, =0. 于 是 


> [f(xe) — fxi-1) | = > | flx) — f(xi1) | + 


> [flxs) -fxr) | VA +Vilf]. (4) 


现在 我 们 来 取 闭 区 间 [a,c] 的 任意 分 割 . 显然 ,如 果 将 它 的 分 点 再 增加 一 个 , 即 b 后 ， 
那么 由 于 这 样 增加 分 点 ,和 


之 | fl x) — f(xi1) | 


不 减 小 . 从 而 ,不 等 式 (4) 对 于 闭 区 间 [a,c] 的 任何 分 割 都 是 成 立 的 ,因此 
VLf] < VF + YL (4') 
另 一 方面 ,对 于 每 个 a>0, 可 以 找到 区 间 [a,5] 和 区 间 [5,c] 的 分 割 ,使 得 


2 f(x') — f(x'L1) | > 和 [万 - 


> IF) -fri) | > 和 -7 
将 这 两 个 分 割 联合 ,我 们 就 得 到 闵 区间 [ac,c] 的 分 制 . 对 于 所 得 分 割 , 有 
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2 | flx;) — f(x:1) | 
= 5 fz) -Ke + 了 Ko) -Ke | 


> Vi[f] +Vilf] -ae. 
由 于 s >0 的 任意 性 ,由 此 可 见 
Vi[f] = 了 LA + Vilf]. : (5) 
从 (4') 和 (5) 推 出 (3). 
因为 任何 函数 在 任何 闭 区 间 上 的 全 变 差 是 非 负 的 ,所 以 从 性 质 3 立刻 推出 性 质 4. 
(4) 函数 


大 


v(x) = 了 了 < 
是 单调 非 递减 的 . 
(5) 如 果 f 在 点 x' 左 连续 ,那么 v 在 该 点 也 左 连续 . 
事实 上 , 设 给 定 。 >0. 选取 8 >0 使 得 当 x* -5<x<x* 时 ,有 |f(x*) -f(x)|< 
/2. 其 次 ,选取 分 割 


CC=M<X%< :<% =% ， 
使 得 
VL- DIA) -fm) | < (6) 
这 时 我 们 可 以 认为 


x -Xx,:<S6 
(否则 ,我 们 可 以 再 增加 一 个 分 点 ,由 此 不 等 式 (6) 左 端的 差 只 可 能 减 小 ). 因此 ,有 
[f(x*) -flx,) | < ev2. 
从 而 
<。 [f] -Vit[f) < e,Bmv(x*) -v(x,1) < 2 

因为 v 是 单调 非 递 减 函数 ,所 以 由 此 推出 :对 于 一 切 满足 不 等 式 x,_1<x<x* 的 x, 有 
v(x”) -v(x) <&. 而 这 说 明 函 数 o 在 点 x' 左 连续 . 

如 采 函 数 J 在 点 x 右 连续 ,那么 通过 类 似 的 推理 可 以 证 明 ,* 在 该 点 也 右 连续 . 
从 而 ,如 果 f 在 某 一 点 上 (或 在 整个 闭 区 间 [a,5] 上 ) 连续, 那么 4 在 该 点 (或 在 整个 
闭 区 间 [a,5] 上) 也 连续 . 

设 f 是 La,b] 上 的 任意 有 界 变 差 函 数 , 而 vw 是 它 在 [a,x] 上 的 全 变 差 . 考虑 差 


2 =v-/. 
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这 个 差 是 单调 非 递减 函数 . 事实 上 , 设 x'<x". 则 有 
px) -op(xz) = [v(x") -v(x’)] - [LRx) -fx')]. (7) 
但 永远 有 
[fx’) -fx') | v(x") -v(x') = 了 2[ 门 ， 

因此 等 式 (7) 的 右 端 是 非 负 的 ,从 而 等 式 (7) 的 左 端 也 是 非 负 的 . 

这 样 ,由 于 

/=v-9, 

我 们 就 得 到 了 下 面 的 结果 . 

定理 1 任意 有 界 变 差 函数 都 可 以 表示 成 两 个 单调 非 递减 函数 之 差 . 

逆 定 理 是 显然 的 : 任意 可 以 表示 成 两 个 单调 函数 之 差 的 函数 具有 有 界 变 差 . 因 
此 我 们 在 上 一 节 里 已 讨论 过 的 ,可 表示 成 单调 函数 之 差 的 函数 的 全 体 ,就 是 有 界 变 
差 函 数 的 全 体 . 

从 定理 1 和 上 一 节 证 明 的 关于 单调 函数 有 导数 的 勒 贝 格 定理 立刻 可 以 推出 ,每 
一 有 界 变 差 函 数 几 乎 处 处 具有 有 限 导 数 . 

符 间 注 汪 数 转换 为 有 界 变 差 本 数 就 可 以 利用 下 述 方法 来 推广 前 面 引入 的 阶 呈 
函数 的 概念 . 设 mm ,x;，,… ,x,，,… 是 [a,b] 上 的 有 限 点 集 或 可 数 点 集 . 与 每 一 个 这 样 的 
点 x, 相对 应 地 置 两 个 数 g， hh, 使 得 


2 (lel+ | 六 1) < ow. 
此 外 ,我 们 还 假定 , 当 =a 时 ,g, =0, 而 当 x, =b 时 ,h, =0. 


全 


yz) = Tat Th (8) 
现在 我 们 就 称 任何 形 如 (8) 的 函数 为 阶 跃 聘 数 . 函数 水 (x) 的 全 变 差 显 然 等 于 
> (lg,l+ 1h,|). 


数 g, 和 中 至 少 有 一 个 不 为 零 的 那些 x, 是 函数 (8) 的 间断 点 ,并 且 “ 
yxs) yx -0) = g,, Ylxs +0) yx) = 及 
现在 就 容易 得 到 下 面 的 结论 , 它 是 上 一 节 第 1 段 结论 4 的 推广 
每 一 个 定义 在 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 /, 可 以 唯一 地 表示 成 
/= p+y, 
其 中 9 是 连续 函数 ,而 yy 是 阶 路 函数 。 


习题 1 如 果 f 在 [a， 引 上 有 有 界 导数 [ 即 / (x) 处 处 存在 且 |f'(x) | <C] ,那么 /是 有 界 变 
差 函 数 ,并 且 
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Vi[f] < C(b -a). 
习题 2 设 /(%) =xsin 一 (xz0) 而 10) =0. 试 证 函数 /在 [0,1] 上 的 变 差 是 无 穷 大 . 
常数 也 仅 有 它们 才 是 全 变 差 为 零 的 函数 . 令 
[fl = YL 月. 


量 V [用 具有 范 数 的 性 质 2) 和 3) (参见 第 二 章 $3 第 1 有 段 ). 但 不 具有 性 质 1). 如 果 
仅 考虑 那些 满足 补充 条 件 .Ka) =0 的 函数 ,那么 它们 也 构成 线性 空间 ,在 该 空间 中 
量 V[ 用 已 经 具有 范 数 的 所 有 性 质 . [a 9] 上 那些 满足 条 件 f(4) =0 ,具有 通常 的 加 
法 定义 和 数 乘 的 定义 且 赋 有 范 数 


fl = Vl 有 


的 有 界 变 差 函 数 所 构成 的 空间 V"[a,b] 称 为 有 界 变 差 函 数 空间 . ( 试 证 此 空间 的 完 
备 性 . ) 

习题 3 证 明 : fl = |f(a) | +V:[/] 是 闭 区 间 [a,8] 上 所 有 有 界 变 差 函数 的 空间 中 的 范 
数 ,并 且 证 明 此 空间 的 完备 性 


$3， 勒 贝 格 不 定 积分 的 导数 
在 §1 里 我 们 证 明了 , 勒 贝 格 积分 


[ f(t)dit 
作为 * 的 函数 几乎 处 处 具有 有 限 导数 . 但 是 我 们 当时 还 未 阐明 ,这 个 导数 与 被 积 落 
数 有 什么 关系 . 现在 我 们 来 确立 $ 1 末尾 所 提 到 过 的 以 下 结果 . 
定理 1 对 于 每 一 个 可 和 函数 ,等 式 
[fds = Na) 
几乎 处 处 成 立 . 
证 明 令 
z B(x) = [ADar 
我 们 首先 来 证 明 ,几乎 处 处 有 呈 
f(x) > B'(%). 
如 果 扩 x) < B'(x) ,那么 就 可 以 找到 有 理 数 a 和 ,使 得 和 
f(x) <a<B < DB’'(x). (1) 
设 是 那些 满足 不 等 式 (1) 的 点 所 构成 的 集 . 它 是 可 测 的 ,因为 上 和 B' 都 是 可 测 
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的 . 我 们 来 证 明 ,每 一 个 这 样 的 点 集 Es 的 测度 都 等 于 零 . 因为 这 种 集 的 个 数 是 可 数 
的 ,所 以 由 此 就 可 推出 


ux:f(x) < B'(x)} =0. 
设 es >0 是 任意 的 ,又 设 5 >0 使 得 当 j(e) <56 时 ,有 


joa 
(根据 积分 的 绝对 连续 性 , 知 对 于 任何 这 样 的 5 是 存在 的 . 参看 第 五 章 8$5 定理 
5 ). 现在 我 们 选择 一 开 集 GC[a,b] ,使 得 
CD 有 上 且 /CC) < 人 ACE) +6 
(参看 第 五 章 8$5 第 7 段 中 的 习题 ). 如 果 %x E 已 ,那么 对 于 充分 靠近 x 的 那些 & >x 
都 有 


0 > (2) 


将 不 等 式 (2) 写成 下 述 形 式 
GE) -BE > B(x) -Bx, 
由 此 可 见 ,在 组 成 集 G 的 任 一 开 区 间 上 ,点 x 是 函数 B(x) -Bx 的 右 不 可 见 点 . 利用 里 
斯 引 理 ,我 们 就 可 以 指出 这 样 一 个 由 不 相交 开 区 间 所 组 成 的 开 集 $ = U (ai,b;) ,使 
得 E。C SCG 且 
D(b,) - Bb; = D(a,) - Bai, 即 D(b.,) 一 G(ai) 三 BA -ok ) ， 
或 ， 
[WOR 三 BA - a ). 

将 这 些 不 等 式 对 组 成 $ 的 所 有 的 开 区 间 (a;,b;) 求 和 , 即 可 得 到 

[f(a = BulS). (3) 
同时 ,有 

| KaDd= | f(t) dt + | f(t)dt < op(E.,) +e 
Ss Eag SN\Eap 


<au(S)+e+ |alé. (4) 
比较 (3) 和 (4) ,就 得 到 : 
ou(S) +e + |al6 > Bu(5), 
即 
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S < e+ lals 
AS) pa 


这 样 一 来 , 集 到。 可 以 包含 在 具有 任意 小 的 测度 的 开 集 内 (例如 ,我 们 可 以 认为 
|a 15<e) ,而 这 就 表示 (Es) =0. 这 样 ,我 们 就 证 明了 几乎 处 处 有 
几 x) = DB'(x). 
将 信 x) 换 为 -f(x) ,我 们 用 同样 的 方法 可 以 得 到 ,几乎 处 处 有 
-f(x) =- B(x),BAx) < B' (x). 
从 而 ,几乎 处 处 有 


f(x) = PB'(x) = 二 | RDd 


$ 4. 用 函数 的 导数 求 原 函数 . 绝对 连续 函数 


这 样 , 我 们 解决 了 本 章 开头 所 提出 的 第 一 个 问题 ,对 于 任何 [a,b] 上 可 和 的 函数 
建立 了 等 式 


。 玉 ]0)qe = fx) (几乎 处 处 有 ) 
现在 我 们 来 讨论 本 章 开头 所 陈述 的 第 二 个 问题 ,阐明 如 何 将 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 
F(x) = F(a) + F'(t)d (1) 


推广 到 勒 贝 格 积分 的 情形 ,该 公式 在 初等 分 析 里 在 连续 可 微 函 数 的 情形 下 是 大 家 所 
熟悉 的 

我 们 自然 仅 限于 讨论 那些 显然 是 几乎 处 处 可 微 的 函数 F( 否则 等 式 (1) 根本 无 
意义 ). 特别 ,正如 我 们 已 经 知道 ,有 界 变 差 函数 就 是 这 样 的 函数 

另 一 方面 ,(1) 式 右 端的 积分 是 有 界 变 差 函 数 . 因此 等 式 (1) 不 可 能 对 更 广泛 的 
函数 类 是 正确 的 因为 每 个 有 界 变 差 函数 是 两 个 单调 非 递减 函数 之 差 ,所 以 我 们 首 
先 应 该 考虑 单调 函数 

但 是 对 于 任意 单调 函数 ,等 式 (1) 一 般 是 不 成 立 的 . 此 外 ,下 面 的 定理 是 正确 的 ， 

定理 1 单调 非 递 碱 函数 /的 导数 /' 可 和 且 满 足 


ff' Cw) < A5) -fa). 
证 明 根据 定义 ,函数 /在 点 4 的 导数 是 比 式 
_f\x +h) -f(x) (2) 
h 


pa(%) 
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当 /一 0 时 的 极限 .从 f 的 单调 性 推出 它 的 可 和 性 ,而 这 就 表示 每 一 个 形 如 wm 的 函 
数 的 可 和 性 . 因此 等 式 (2) 可 以 积分 . 我 们 得 到 


[eX (x) dx = [fe +h)dx - 天 ， | Ca) dz 


= 3 fx) dx - 元 f(x) dx 
右 端的 表达 式 当 、+0 时 趋 于 5) -Ka +0) ( 试 证 之 !). 因此 ,应 用 法 图 定理 (第 
五 章 $5 定理 8) ,我 们 就 得 到 
[7' a < him po) de = fb) -fa +0) < fb) -fa). 


(法 图 定理 也 保证 了 /的 积分 的 存在 性 ) 

定理 得 证 . 

不 难 举 出 满足 严格 不 等 式 
[ro < Kb) -Ha) 
的 单调 函数 的 例子 . 只 需 令 四 
0， 当 0 达到 172 时， 
1， 当 1/2 <x<1 时 . 
然而 饶 有 兴趣 的 是 ,有 这 样 的 连续 单调 函数 ,对 于 它们 严格 的 不 等 式 


JrDu < Hr) -Ka) 


对 于 所 有 的 x >a 者 满足. 下面 就 是 最 简单 的 例子 之 一 . 考虑 闭 区 间 [a,b] 上 的 康 托 
尔 集 , 且 首 先 在 它 的 邻接 的 开 区 间 上 定义 函数 :在 第 个 邻接 的 n 级 开 区 间 ( 包 括 
它 的 端点 ) 上 令 


f(x) = | 


Ki) = El = = 1 ,2,3,.,2" 
( 开 区 间 从 左 到 右 进 行 编号 ). 从 而 , 当 1/3<i<2/3 时 ,f(t1) =1/2; 当 1/9<1<279 
时 ,f(t) =1/4; 当 7/9<t<8/9 时 ,f(1) =3/4 等 等 (图 21). 这 样 一 来 ,f 在 闭 区 间 
[0,1] 上 除去 康 托 尔 集 的 第 二 类 点 ( 即 既 不 属于 邻接 的 开 区 间 又 不 属于 它们 的 端点 
的 全 体 ) 外 处 处 有 定义 . 现在 我 们 用 下 述 方法 在 剩 下 的 这 些 点 上 补 定义 f 设 1* 是 这 
样 的 点 之 一 ,又 设 |i| 是 收敛 于 1* 的 第 一 类 点 ( 即 邻 接 开 区 间 的 端点 ) 的 递增 序列 . 
于 是 ,极限 


QD 欲 使 表达 式 攻 x +h) 对 于 任何 x E[a,b] 有 意义 ,可 以 假定 , 当 x >5 时 f(x) =f(5) 而 当 x <a 时 f(x) = 
f(a). 
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图 21 
lim f(s,) (3) 
存在 . 如 果 { 2 是 收敛 于 记 的 第 一 类 点 的 递 碱 序列 ,那么 类 似 地 ,极限 
lim f(s,) (4) 


存在 ,并 且 极 限 (3) 和 (4) 彼 此 相等 . 取 这 个 公共 值 作为 Xi* ) ,我 们 就 得 到 在 整个 闭 
区 间 [0,1] 上 是 有 定义 且 是 连续 的 单调 函数 , 称 为 “ 康 托 尔 阶梯 函数 ”. 它 的 导数 在 
任何 邻接 的 开 区 间 的 每 一 点 上 显然 都 等 于 零 , 即 几乎 处 处 都 等 于 零 . 从 而 ,对 于 这 个 
函数 以 及 半 开 区 间 0 <x<1 里 的 任何 *, 我 们 都 有 
0 = | Fr(Dd < fx) -AO) = fx) 
顺便 指出 ,在 f(x) 是 单调 函数 的 情形 下 ,对 于 半 开 区 间 a<x<5 的 任意 *, 由 等 
式 | 六 (Dd = Ab) -f(a) 可 以 导出 等 式 


[fF'CWa = fr) -Ko)， 
为 了 描述 使 等 式 


ff' CWar = AD) -fo) 


成 立 的 函数 类 ,我 们 引入 下 面 的 定义 . 
定义 1 给 定 在 某 一 闭 区 间 [4,5] 上 的 函数 /, 称 为 在 该 区 间 上 是 绝对 连续 的 ， 
倘若 对 于 任何 >0 总 可 以 找到 这 样 的 86>0, 使 得 对 于 任何 有 限 个 两 两 不 交 的 开 
区 间 
(ay 天 =1,2,.…,n, 
只 要 其 长 度 之 和 小 于 6: 


> (b, a ) < 0， 
k=1 


$4. 用 郴 数 的 导数 求 原 函数 . 绝对 连续 函数 .269 . 
不 等 式 


> f(b,) - f(a) | <E 


就 得 到 满足 . 显然 ,每 个 绝对 连续 的 函数 是 一 致 连续 的 . 一 般 说 来 , 逆 命题 是 不 正确 
的 ,例如 ,上 面 所 描述 的 “ 康 托 尔 阶梯 函数 ”在 闭 区 间 [0,1] 上 是 连续 的 (因而 它 在 
[0,1] 上 是 一 致 连续 的 ) ,但 它 在 [0,1] 上 却 不 是 绝对 连续 的 . 事实 上 , 康 托 尔 集 可 以 
馈 长 度 之 和 可 任意 小 的 有 限 个 开 区 间 (ai,b,) (k=1,2,…,n) 所 覆盖 ,同时 对 于 每 个 
这 样 的 开 区 间 集 族 , 等 式 


> Ab) -fa) | =1 


显然 成 立 . 
我 们 来 指出 绝对 连续 函数 的 一 些 基本 性 质 . 
(1) 首先 注意 ,在 定义 1 里 我 们 不 仅 可 考 虚 长 度 之 和 小 于 6 的 有 限 个 开 区 间 族 
(其 长 度 之 和 <6) ,而 且 还 可 考虑 长 度 之 和 小 于 6 的 任意 有 限 个 或 可 数 个 开 区 间 . 事 
实 上 , 设 对 于 给 定 的 es >0, 我 们 选取 6 >0, 使 得 对 于 满足 条 件 


> (b; ~a:) <6 
的 任何 有 限 个 开 区 间 (a ,b; ) 都 有 


> Ko) -fla) | < 


叉 设 (a ,Bi) ,k=1,2,…, 是 长 度 之 和 不 超过 6 的 可 数 个 开 区 间 . 那么 ,对 于 任何 
n 有 


> KBD -fm)| < 
当 nw 时 取 极限 ,就 得 到 


之 |f(B;) - f(a) | 三 2. 


(2) 每 个 绝对 连续 函数 具有 有 界 变 差 . 

事实 上 ,由 函数 /在 闭 区 间 [a,5] 上 的 绝对 连续 性 知 ,对 于 每 个 a >0 可 以 选取 
6 >0, 使 得 函数 在 长 度 小 于 5 的 闭 区 间 上 的 全 变 差 不 大 于 e. 因为 闭 区 间 [a,5] 可 
以 分 割 为 有 限 个 长 度 小 于 8 的 闭 区 间 , 所 以 函数 f 在 [a,b] 上 的 全 变 差 是 有 限 的 . 

(3) 绝对 连续 函数 之 和 以 及 这 样 的 函数 与 数 之 积 , 仍 然 是 绝对 连续 函数 . 

这 个 性 质 立 刻 从 绝对 连续 函数 的 定义 、 和 之 绝对 值 以 及 积 之 绝对 值 的 性 质 
推出 . 
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性 质 2 和 性 质 3 表示 ,绝对 连续 函数 在 所 有 的 DO 有 界 变 差 函 数 的 空间 中 构成 线 
性 流 形 . 
(4) 每 个 绝对 连续 函数 可 以 表示 成 两 个 绝对 连续 非 递 减 函 数 之 差 . 
事实 上 ,绝对 连续 函数 作为 有 界 变 差 函数 ,可 以 表示 成 
f= -2~ 的 
其 中 
v(x) = Vi[f] 和 g(x) =v(x) -fx) 
是 两 个 非 递 减 函数 . 我 们 来 证 明 ,这 两 个 函数 都 是 绝对 连续 的 . 只 要 对 进行 验证 就 
行 了 . 设 给 定 了 a >0. 对 于 这 个 e 按 函 数 j 的 绝对 连续 性 的 要 求 选择 8 >0. 我 们 取 长 
度 之 和 小 于 6 的 并 个 开 区 间 (a， ,b;) ,并 考虑 和 


> (ob) -oan). 0) 
: > 之 | f(xi1) — f(xXi11) | (6) 


对 开 区 间 (o ,六 ) ,…,(a,,b,) 的 所 有 可 能 的 有 限 分 割 
Ql = Xo0 < Kil < Xz < < Xl,m = 0 ， 
0 =Mo<%Ml<M2< < Xm = 0， ， 


Qs =Mi0O<Ml<%2< < Xm = b, 


所 取 的 上 确 界 . 因为 构成 和 (6) 的 所 有 的 开 区 间 (%i,1_1,%i,) 的 长 度 之 和 不 超过 6 > 
0, 所 以 和 (6) 中 的 每 一 项 均 不 大 于 s. 从 而 ,其 上 确 界 一 一 和 (5) 也 不 大 于 &. 
下 面 两 个 定理 揭示 了 绝对 连续 性 概念 与 勒 贝 格 不 定 积分 之 间 的 密切 关系 . 
定理 2 作为 可 和 函数 作 x) 的 不 定 积 分 


F(x) = ow 


是 绝对 连续 的 . 
证 明 如 采 i (ai,b :) 1 是 互 不 相交 的 开 区 间 所 构成 的 茶 个 集 族 ， 那么 


GD -Fa) l= Da 


中 参看 第 六 章 $2 末尾 的 习题 . 


$4. 用 函数 的 导数 求 原 函数 . 绝对 连续 函数 . 271 


< > 「 | Fi) | di = | [f(t) | dt 
k=1 ~ ok U (ap, bE) 
由 于 勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 , 当 开 区 间 (a;,b; ) 的 长 度 之 和 趋 于 零 时 ,最 后 这 个 表 
达 式 趋 于 零 . 
定理 3( 勒 贝 格 ) ”给 定 在 闭 区 间 [c,] 上 的 绝对 连续 函数 的 导数 = 下 ' ,在 该 
闭 区 间 上 是 可 和 的 , 且 对 于 每 个 x(a<x<65) 都 有 


[A = F(x) -F(a). 


定理 2 和 定理 3 表明 ,绝对 连续 函数 且 仅 有 绝对 连续 函数 ,可 以 借助 于 积分 运 
算 按 其 导数 还 原 (准确 到 一 个 常数 项 ). 
为 了 证 明定 理 3 我 们 需要 用 到 下 面 的 引 理 . 
引 理 ”如 果 绝 对 连续 单调 非 递 减 函 数 f 的 导数 儿 乎 处 处 等 于 0, 那 么 这 个 函数 
是 常数 . 
证 明 设 f 给 定 在 [a,5] 上 . 因为 了 是 单调 连续 函数 ,所 以 它 的 值 域 是 闭 区 间 
[f(a) ,f(b)]. 我 们 来 证 明 , 如 果 几 乎 处 处 有 f'(x) =0, 那 么 这 个 闭 区 间 的 长 度 就 等 
于 零 . 因而 引 理 将 得 到 证 明 . 将 闭 区 间 [a,5] 的 点 分 为 两 类 :使 1'(x) =0 的 那些 x 所 
构成 的 点 集 已 和 它 的 余 集 Z. 根据 引 理 条 件 j(Z) =0. 选取 某 个 e >0 ,根据 函数 /的 
绝对 连续 性 就 可 以 找到 与 这 个 相对 应 的 8 >0, 并 将 Z 包含 于 长 度 小 于 8 的 开 集 内 
(这 是 可 能 的 ,因为 wW(Z) =0). 换言之 ,Z 被 长 度 之 和 小 于 8 的 有 限 或 可 数 个 开 区 间 
(a4,b;) 所 覆盖 . 按照 8 的 选 法 ,就 得 到 
> |f( 2,) — f(a) | < 2 
从 而 ,由 开 区 间 (ai ,bi) 所 构成 的 集 族 ( 当然 也 包括 含 于 各 开 区 间 之 和 集 内 的 集 2 ) 
经 由 函数 变 为 长 度 小 于 e 的 集 . 这 样 一 来 ,u(f(Z)) =0. 
现在 我 们 考虑 集 忆 =[a,b]\Z. 设 xz E 忆 那么 ,因为 Fw ) =0, 故 对 于 所 有 充 
分 接近 x。 的 x ,不 等 式 
f(x) -f(xo) 
一 人 人 < C 


成 立 , 即 (为 明确 计 我 们 假定 x >xo ) 

f(x) -f(x0) < E(x —%0) 
或 

exo — f(xo) < ex -f(x). 


这 样 一 来 ,xo 是 函数 g(x) = ex -f(x%) 的 右 不 可 见 点 . 从 而 ,根据 里 斯 引 理 , 集 被 由 
有 限 或 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 (ai ,Bi ) 构成 的 集 族 所 覆盖 ,而 且 在 这 些 区 间 的 端 
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点 上 满足 条 件 

eB; -ff(B:) > eo, - fai), 
即 

f\Bi) - fla) < el(B: - oi). 
因此 ,有 


2, fp) — f(a)) <s2,(p 一 Qt) < el(b - a). 


换言之 , 集 五 经 由 函数 / 变 为 被 长 度 之 和 小 于 se(b -a) 的 开 区 间 族 所 覆盖 的 集 . 由 
于 的 任意 性 ,由 此 推出 jy(A(E)) =0. 

这 样 ,AE) 和 f(2Z) 的 测度 都 为 零 . 但 这 两 个 集 的 和 集 构成 团 区 间 [f(a) ,A(5)]. 
这 就 证 明了 这 个 闭 区 间 的 长 度 为 零 , 即 fx) = const. 

现在 已 容易 证 明定 理 3 本 身 . 只 需 限 于 函数 F(x) 非 递减 的 情形 进行 证 明 . 在 这 
种 情形 下 


B(x) = F(x) -| Kad (7) 
也 是 单调 非 递 减 的 函数 . 事实 上 ,如 果 x”>x' ,那么 根据 定理 1 
Bx") - B(x') = F(x") - F(x') - [AD > 0. 


此 外 ,@B( 作 为 两 个 绝对 连续 函数 之 差 ) 绝 对 连续 ,并 且 ( 根 据 §3 定理 1) 几乎 处 处 有 
GB'(x) =0. 因此 根据 引 理 @ 是 常数 . 在 (7) 中 令 x=a, 可 网 这 个 常数 等 于 F(a). 
定理 得 证 . 
由 $2 知 每 个 有 界 变 差 晴 数 f 可 以 表示 成 阶 凤 函数 耳 与 连续 有 界 变 差 晴 数 9 之 
和 ( §2): 
f=Ht+ow. 
现在 我 们 来 讨论 连续 但 非 绝 对 连续 的 有 界 变 差 孙 数 p, 且 令 


y(z) = [9 de 
关 


X=9o9-y 
是 连续 有 界 变 差 消 数 . 这 时 几乎 处 处 有 


Cx(%) = 9'(%) -| = 0. 


如 果 连 续 有 界 变 差 函数 的 导数 几乎 处 处 等 于 零 ,那么 我 们 就 称 它 为 奇异 的 . 现 
在 我 们 可 以 陈述 下 面 的 结果 : 


§ 4. 用 函数 的 导数 求 原 函 数 ， 绝对 连续 函数 .273 . 


每 个 有 界 变 差 函 数 可 以 表示 成 三 个 分 量 之 和 : 
f=Ht+ 儿 +X， (8) 
即 阶 跃 函数 绝对 连续 函数 与 奇异 函数 之 和 
不 难 证 明 ,分 解 式 (8) 中 的 每 一 项 准确 到 常数 由 函数 /本 身 所 唯一 确定 . 如 果 对 
出 现在 等 式 (8) 中 的 函数 加 以 规范 化 :使 其 中 的 两 个 在 点 x =a 处 变 为 零 ,那么 分 解 
式 (8) 就 已 经 是 准确 唯一 的 . 对 等 式 (8) 进行 微分 ,可 见 几乎 处 处 有 
f(x) = WY'(%) 
(因为 不 和 X' 几 乎 处 处 等 于 零 ). 从 而 ,在 对 有 界 变 差 函 数 的 导数 进行 积分 时 ,被 还 
原 的 并 非 这 个 函数 本 身 ,而 仅 是 它 的 绝对 连续 分 量 . 其 余 两 个 量 ( 阶 路 函数 和 奇异 函 
数 ) 这 时 “无 影 无 踪 地 消失 了 ” 
将 本 节 的 这 些 结果 与 广义 函数 论 的 有 关 结果 加 以 比较 将 大 有 神 益 . 在 第 四 章 中 
我 们 将 广义 函数 理解 为 无 穷 可 微 有 限 支 集 函数 空间 K 上 的 线性 连续 泛 函 . 这 时 ,党 
义 局 部 可 和 函数 广 与 按 公 式 (Pp) = | /A(x)p(x) dx 作用 在 元 素 p E K 上 的 泛 函 相 


对 应 . 此 泛 函 的 广义 导数 是 一 泛 函 , 它 将 数 (f',p) = - | zx)g'(z)dx 与 元 素 o E 


K 相对 应 . 因为 在 广义 函数 类 中 方程 ”= 0 仅 有 常 义 解 (常数 ) ,所 以 每 个 广义 函数 
准确 到 一 常数 可 以 由 其 导数 还 原 . 特别 ,每 个 局 部 可 和 函数 ,准确 到 一 常数 几乎 外 
处 可 以 由 其 广义 导数 /还 原 , 现在 假定 函数 /几乎 处 处 具有 导数 ,例如 假设 /是 单调 
函数 .我们 用 记号 = df/dx 表示 函数 /的 常 义 导数 . (我 们 已 经 看 到 df/dx 可 以 几乎 
处 处 等 于 0, 尽 管 帮 x) 关 const1). 函数 df/dx 是 局 部 可 和 的 (我 们 假定 /是 单调 的 ) ， 
从 而 ,我 们 可 以 使 这 个 函数 与 泛 函 (广义 函数 )(A,p) = 人” 岂 p(z)dx 对 应 . 极 重 要 
的 事实 是 ,广义 函数 廊 一 般 并 不 与 广义 函数 疡 完全 相同 . 例如 ,如 果 
1， 当 x >0 时 ， 
fs) = | > 0 
0， 当 x < 0 时 ， 
那么 fi =0, 而 /' =6( 参 看 第 四 章 §4 第 3 段 的 例 1) 
实际 上 ,定理 3 表示 在 所 有 的 有 界 变 差 函数 当中 ,只 有 绝对 连续 函数 (而 且 仅仅 
只 有 它们 1) 的 常 义 导 数 与 该 函数 的 广义 导数 完全 相同 
这 里 我 们 又 遇见 了 第 四 章 $4 中 已 经 说 过 的 那 种 情况 :为 了 遵守 分 析 学 的 一 些 
基本 运算 (这 里 指 函数 通过 它 的 导数 还 原 的 问题 ) ,究竟 是 仍然 停留 在 古典 定义 的 范 
围 内 ,局 限 在 十 分 窄 狭 的 (绝对 连续 ) 函数 的 范围 内 ,或 是 相反 ,从 本 质 上 扩充 函数 概 
念 (同时 扩充 导数 的 定义 ). 
习题 1 证 明 上 述 绝 对 连 绽 函 数 的 定义 与 下 面 的 定义 等 价 :如 果 函 数 /将 闭 区 间 [ 4,6] 的 每 


一 个 测度 为 零 的 子 集 仍 变 为 测度 为 零 的 集 ,那么 函数 ,/ 在 该 区 间 上 称 为 是 绝对 连续 的 . 
习题 2 求 出 “ 康 托 尔 阶 梯 函 数 ” 的 广义 导数 . 
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习题 3 设 /是 有 界 变 差 函 数 ,/ 是 它 的 广义 导数 ,而 族 是 由 函数 /的 “ 常 义 ”导数 全 所 确定 


的 泛 函 (广义 函数 ). 证 明 

a) 如 果 f 绝 对 连续 ,那么 f' =/; 

b) 如 果 f' =fi ,那么 f(x%) 等 价 于 绝对 连续 函数 , 即 几乎 处 处 与 这 样 的 函数 完全 相同 . 特别 是 ， 
如 果 f" =f 而 /连续 ,那么 /绝对 连续 . 


$5S. 作为 集 范 数 的 勒 贝 格 积分 . 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 (Radon - 
Nikodym ) 定理 


1. 和 荷 . 哈恩 分 解 和 约 当 分 解 ”前面 几 节 讲 述 的 关于 直线 上 的 函数 的 一 些 概 念 
和 事实 ,多 数 可 以 推广 到 定义 在 任意 具有 测度 的 空间 上 的 函数 . 

设 X 是 某 一 具有 (有 限 ) 测 度 j 的 空间 ,而 f 是 XX 上 对 可 和 的 也 数 . 这 时 ,f 在 
集 X 的 每 个 可 测 子 集 4 上 是 可 和 的 ,从 而 积分 (对 于 固定 的 了 


5(4) = | f(x) dn (1) 


是 o 可 加 集 函 数 , 它 定义 在 由 空间 X 中 所 有 可 测 集 构成 的 o 代数 已 , 上 . 这 时 ,对 于 
可 测 集 4 的 任何 有 限 或 可 数 分 割 
A = Uh, 


~ 中 A ,A, ? … 是 两 两 不 交 的 可 测 集 ,等 式 
D(A) = 2 P(A) 


NS 


均 满足 . 换言之 ,由 等 式 (1) 所 定义 的 函数 具有 oo 可 加 测度 的 所 有 性 质 ,只 有 非 负 
性 可 能 是 例外 ( 当 f 非 负 时 @$ 也 是 非 负 的 ). 

定义 1 定义 在 给 定 空间 X 中 某 子 集 o 代数 上 的 任意 (有 限 )o 可 加 集 函 数 @， 
称 为 广义 测度 或 简称 为 荷 

荷 的 概念 是 o 可 加 测度 概念 的 自然 推广 ,正如 下 面 我 们 将 看 见 的 ,在 一 定 意义 
下 会 引出 这 个 概念 . 

习题 证 明 : 对 于 给 定 在 集合 的 o 代数 马上 的 任何 (有 限 ) 荷 B, 总 有 这 样 的 常数 c 存在 ,使 
得 对 于 所 有 的 4 E 名 ,都 有 


[|G(4) | 三. 


如 果 考 虑 分 布 在 某 一 曲面 上 的 真实 的 电荷 ,那么 这 个 曲面 可 以 分 为 两 个 区 域 ; 
带 有 正 电 荷 的 区 域 ( 即 任何 部 分 带 有 正 电荷 的 区 域 ) 和 带 有 负电 荷 的 区 域 . 这 个 事实 
在 数学 上 与 下 面 的 定理 1 等 价 
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我 们 预先 引入 下 面 的 术语 . 设 B 是 定义 在 空间 的 子 集 的 og 代数 G 上 的 荷 . 
称 集 E E 已 关于 是 负 的 ,倘若 对 于 任何 FE 台 都 有 (ENF) <0; 类 似 地 , 称 集 
E 关于 @$ 是 正 的 ,倘若 对 于 任何 Fe 台 , 都 有 $B(ENF) ==0. 

定理 1 如 采 @ 是 定义 在 X 上 的 荷 ,那么 存在 一 可 测 集 4” CX, 使 得 4 关于 6 
是 负 的 ,而 4”=X\4 则 关于 BB 是 正 的 . 

证 明 令 

a = inf OB(A), 

其 中 下 确 界 是 对 所 有 人 负 和 集 4 取 的 . 设 14,} 是 一 负 集 序列 ,满足 
lim D(A,) = a. 
那么 容易 看 出 , 4 = WU 4, 就 是 一 负 集 ,并 且 满 足 


D(A ) = a. 
我 们 来 证 明 ,4 -就 是 所 要 求 的 集 , 即 证 明 
4 = X\A- 
是 正 集 . 假设 不 然 , 即 设 4 包含 一 可 测 子 集 Co ,使 得 B( C6) <0. 这 时 , 集 Co 不 可 能 
是 负 的 ,因为 否则 我 们 如 将 它 与 4” 取 并 集 就 会 得 到 负 集 4, 它 将 满足 
D(A) < a， 
而 这 是 不 可 能 的 . 因此 有 这 样 的 最 小 整数 存在 ,使 得 在 C6。 内 可 以 找到 满足 下 面 
条 件 的 子 集 Ci: 
1 
D( C, ) 之 Ei 


日 然 ,C1 关 Co. 对 于 集 Co\Ci 可 以 重复 对 Ce 所 进行 的 推理 ,我 们 就 得 到 集 C, ,使 之 满 
足 条 件 


D(C,) 之 丰 (kz > ki ), 
2 
如 此 等 等 . 最 后 , 令 
F =C\ UC. 
i=1 


集 F 非 空 ,因为 B(C6) <0, 而 B(C;) >0(i>1). 从 的 构造 知 F 是 负 集 . 因此 ， 
将 它 与 4 取 并 集 , 仍 出 现 与 " 的 定义 相 矛 盾 . 从 而 ,对 于 所 有 的 可 测 集 ECX\A- 
都 有 

D(E) 三 0， 
即 X\4 是 正 集 . 
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定理 得 证 . ° 
将 空间 半分 为 负 部 A” 和 正 部 4 的 分 解 , 称 为 哈恩 分 解 . 
哈恩 分 解 ,一 般 不 是 唯一 的 ,但 若 
4 =4U4 和 下 =4 UA 
是 两 个 这 样 的 分 解 , 那 么 对 于 每 个 EE 所, 有 


GEn4)=GEn4) 和 GEn4) = DEN A;). (2) 
事实 上 ,有 
EN(Ai\4) CENA,, (3) 
由 此 推出 B(EN (hr \4; ) ) <0. 同时 ,有 
EN(Ai\A4;) CENA:, (4) 


因此 B(EN (hr \4h; ) ) 二 0. 这 样 一 来 ,BP(EN(Ahr \4; ) ) =0. 类 似 地 得 到 @B(EN 
(4; MT ) ) =0. 由 此 推出 
BE NAi) = BEN A:). 
同样 可 以 证 明 等 式 (2) 中 的 第 二 个 等 式 . 
这 样 一 来 ,上 的 荷 @ 单 值 地 由 两 个 非 负 和 集 函 数 所 确定 , 即 由 
$b* (E) = B(EN A') 
和 
$b (E) =- B(ENA) 
所 唯一 确定 ,它们 分 别称 为 荷 @B 的 上 变 差 和 下 变 差 . 这 时 ,显然 有 

1) B=0*-9.. 

2) B'* 和 9 是 非 负 o 可 加 的 集 函 数 , 即 是 测度 . 

函数 186| = +@ 显然 也 是 测度 , 称 为 荷 @ 的 全 变 差 ,而 将 @B 表示 成 上 变 
差 与 下 变 差 之 差 这 种 形式 称 为 该 荷 的 约 当 分 解 . 

注 我们 现在 讨论 了 有 限 荷 , 即 这 样 的 函数 下 ,其 函数 值 既 有 上 界 又 有 下 界 ( 参 
看 第 六 章 8$5 第 1 段 中 的 习题 ). 这 时 B* 和 都 是 有 限 测度 . 上 述 情况 可 以 推广 到 
只 在 一 侧 有 界 的 和 荷 上 去 , 即 可 以 推广 到 sup B(4) 和 inf B(4) 当 中 至 少 有 一 个 有 限 
的 荷 . 

2. 和 荷 的 基本 类 型 ” 设 凡 是 定义 在 空间 XX 中 某 og 代数 吾 上 的 一 c 可 加 测度 . 名 
内 的 集 将 称 为 可 测 的 . 我 们 来 引入 下 面 的 一 些 概 念 . 

我 们 说 定义 在 集 ECS 上 的 荷 B 集中 在 可 测 集 4。 上 ,倘若 对 于 每 个 ECX\A。， 
都 有 GB(E) =0. 这 时 集 4。 称 为 荷 @B 的 承载 子 . 

傈 @ 称 为 连续 的 , 倘 苍 对 于 任何 单 点 集 E 都 有 $B(E) =0. 荷 五 称 为 离散 的 , 倘 
吉它 集中 在 某 一 有 限 集 或 可 数 集 上 . 换言之 ,离散 荷 表 明 有 这 样 的 有 限 点 集 或 可 数 
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所 集 c1,c,，… ,cas，,… 存 在 ,使 得 对 于 每 个 ECX 都 有 
BD(E) = 2 Bc) 


称 荷 B$( 对 已 知 测度 4) 绝对 连续 , 倘 知 对 于 每 个 (4) =0 的 可 测 集 4 都 有 $B(4) 
=0. 

荷 @ 称 为 (对 测度 y) 育 异 的 ,倘若 它 集中 在 某 个 jy 测度 为 零 的 集 上 . 显然 ,如 果 
和 谷 同 时 对 既是 绝对 连续 的 又 是 奇异 的 ,那么 它 是 等 测 集 . 

3. 绝对 连续 荷 . 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 ”固定 可 和 函数 /的 勒 贝 格 积分 


6(4) = | fx) dn 


作为 集 函 数 ,是 对 已 知 测度 j 为 绝对 连续 荷 的 例子 . 原来 它们 已 穷尽 了 所 有 的 绝对 
连续 答 . 换言之 ,下 面 的 定理 是 正确 的 . 

定理 2( 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 ) 设 p 是 定义 在 空间 XX 里 子 集 的 o 代数 马上 的 某 一 
有 限 e 可 加 测度 ,而 @ 是 定义 在 同一 og 代数 上 的 对 凡 绝对 连续 的 荷 . 那么 在 世上 存 
在 对 可 和 的 函数 了 ,使 得 对 于 每 个 可 测 集 4 都 有 


5(4) = | f(x) dp 


这 个 函数 称 为 荷 @ 对 测度 j 的 导数 ,其 中 /准确 到 等 价 性 是 唯一 的 . 

(两 个 函数 称 为 是 等 价 的 ,倘若 它们 对 测度 jw 几乎 处 处 相等 ). 

证 明 每 个 荷 可 以 表示 成 两 个 非 负 函数 之 差 ( 参 看 第 1 段 ) ,并 且 绝 对 连续 荷 可 
以 表示 成 绝对 连续 集 函 数 之 差 . 因此 只 需 对 非 负 的 荷 ( 即 测度 ) 进行 证 明定 理 就 行 
了 . 这 样 , 设 @B 是 对 已 知 测度 j 绝对 连续 的 测度 . 我 们 来 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 ” 设 测度 B 对 绝对 连续 且 不 恒 等 于 零 . 那么 存在 n 和 可 测 集 B, 使 得 


p(B) >0 且 刀 关于 荷 田 -二 w 是 正 的 
引 理 的 证 明 设 X=A; U4; 是 关于 荷 -上 (n=1,2,…) 的 哈恩 分 解 ,又 设 
A = 门 和， A: -UA 
那么 对 于 所 有 的 n 都 有 
(0) < tp), 


即 @B(A4o ) =0, 从 而 更 (4。 ) >0, 而 这 表示 (ho ) >0( 根 据 B 对 4 的 绝对 连续 性 ). 
因此 可 以 找到 这 样 的 n, 使 得 (4 ) >0. 这 个 与 集 B=4; 满足 引 理 条 件 . 
现在 我 们 转 入 对 定理 直接 进行 证 明 . 设 K 是 X 上 具有 下 列 性 质 的 函数 所 构成 
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的 集 : f 非 负 ,对 可 积 且 对 每 个 可 测 集 4 都 有 f(x) dq < B(4). 设 


M = sup{ | f(x*) 有 对 所 有 的 Ee K} 
从 天 里 取 一 函数 列 | 太 } 使 得 
lim | f.(x) dr = M. 
今 
g(x) = max(fi(x) fa(x) ef.(%)). 
我 们 来 证 明 ,5。E 及 , 即 对 于 每 个 可 测 集 已 都 有 


| gC) on < DE). 


事实 上 ,可 以 表示 成 LU 加 的 形式 ,其 中 及 互 不 相交 上 且 在 上 g,(*) = 有 (5). 因 
此 
[gw = > [flo SE) = P(E) 

f(x) = sup{f,(x)}. 

显然 ,这 时 f(x) = limg,(x) ,从 而 根据 列 维 定理 ,有 
fd = lim {f(x) dp = M 

现在 我 们 来 证 明 

B(E) -| fx)dn = 0 
根据 作法 , 集 函数 

A(E) = B(E) -| fx) dn 


是 非 负 的 , 且 具 有 测度 的 所 有 性 质 . 此 外 , 它 对 j 是 绝对 连续 的 . 如 果 入 在 0 ,那么 根 
据 引 理 就 可 以 找到 这 样 的 s >0 和 这 样 的 B,u(B) >0, 使 得 对 于 任何 可 测 集 EE 都 有 
eu(ENMNB) <A(EN DB). 
那么 , 令 h(x) =f(x) + asxs(*) ,其 中 xs 是 集 B 的 特征 函数 ,我 们 就 会 得 到 ,对 于 任 

何 可 测 集 五 都 有 


| 和 = {fix) dn + en(E NB) 
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< | fr) + BENB) < BE). 
这 表示 函数 属于 上 面 定义 的 集 K 但 同时 却 有 
J hls)an = [fx) dn + sn(B) >M, 
而 这 就 与 M 的 定义 相 矛 盾 . 这 样 ,使 得 
8(4) = | f(*) 
的 函数 /的 存在 性 得 证 我 们 来 证 明 它 的 唯一 性 . 如 果 对 于 所 有 的 4 E 名 ,有 
5(4) = | (zi = | f(r), 
那么 对 于 任何 ”, 集 
A, = {x: f(x) -f(x) > LA 
满足 
1A) Sn]| ils) -f(x)) dy =0. 
类 似 地 ,对 于 Bu。 = |x: f(x) - 户 (z) >1/m} ,有 
u(B,) = 0. 
因为 
(x: fi(x) 天 户 (O) | = (Uh,) U (UB,), 
所 以 
plix: fi(x) 天 户 (z)| = 0， 
即 几乎 处 处 有 (x) = 有 (x). 证 明 完 毕 
注 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 ,显然 是 关于 “绝对 连续 函数 是 其 导数 之 积分 ”的 勒 由 
格 定理 的 自然 推广 . 但 是 在 讨论 直线 上 的 函数 时 ,计算 Af 与 Ax 之 比 的 极限 仍然 是 
求 导数 的 有 效 方法 , 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 定理 仅 确立 了 绝对 连续 荷 $B 对 测度 人 的 导数 
dB/dy 的 存在 性 ,但 未 给 出 它 的 计算 方法 . 可 以 指出 这 样 的 方法 ,但 是 我 们 不 准备 讲 


到 它 . 粗略 地 说 ,这 种 方法 就 是 :关于 在 确定 的 意义 下 “收缩 ”于 给 定点 的 集 族 来 求 比 
B(4)A(4) 的 极限 . 例如 ,在 [53] 中 有 关于 这 些 问题 的 详细 讨论 :. 


$ 6， 斯 蒂 尔 切 斯 ( Stieltjes) 积 


1. 斯 蒂 尔 切 斯 测度 在 上 一 章 $1 中 , 讲 到 直线 上 的 勒 贝 格 测度 的 构造 时 ,我 
们 已 经 提 到 了 下 面 的 构造 法 . 设 在 某 个 闭 区 间 [c ,外 上 给 定 了 单调 非 递减 函数 下 :为 
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明确 计 ,我 们 假定 它 是 左 连续 的 . 我 们 用 等 式 
m(a,B) = F(B) - F(a +0), 
m[a,B] = F(B +0) - F(a), 
m(a,B|] = F(B +0) -F(a +0), 
ml a,B) = F(B) - F(a) 
来 定义 属于 基本 闭 区 间 [a,b] 上 的 所 有 闭 区 间 , 开 区 间 和 半 开 区 间 的 测度 ,然后 可 以 
利用 测度 扩张 的 勒 贝 格 程 序 ,将 这 种 测度 开拓 到 某 个 含 [a,bj] 的 所 有 开 子 集 和 闭 子 
集 ( 从 而 含 [a ,bj 的 所 有 博 雷 尔 子 集 ) 的 o 代数 Ar 上 去 . 借助 于 这 样 的 构造 法 而 得 
到 的 测度 jr , 称 为 对 应 于 函数 下 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 ,而 函数 F 本 二 称 为 这 
个 测度 的 生成 函数 
我 们 来 讨论 勤 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 测度 的 某 些 特殊 情形 . 
(1) 设 玉 是 阶 跃 函数 ,xi ,x,,… 是 它 的 间断 点 ,而 和 ,hh ,… 是 它 在 这 些 点 上 的 牙 
度 . 那么 对 应 于 函数 下 的 测度 js 可 以 按 下 述 方法 建立 : 闭 区 间 [a,65] 的 所 有 子 集 是 
可 测 的 ,而 点 集 4 的 测度 等 于 


HAr\4) = Dh (2) 


事实 上 ,从 勒 幢 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 的 定义 立刻 看 出 ,每 个 点 %; 的 测度 等 于 .， 
而 集 { xj 的 余 集 的 测度 等 于 零 . 根据 测度 js 的 o 可 加 性 ,对 于 任何 4CLa,b] 都 
可 推出 等 式 (2). 根据 任何 阶 跃 函数 构造 的 测度 js 称 为 离散 测度 . 

(2) 设 F 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 非 递减 函数 ,而 f= 是 它 的 导数 . 那么 相应 的 
测度 jz 在 财 区 间 [a, 妇 的 所 有 惑 贝 格 可 测 子 集 上 一 定 有 定义 ,并 且 对 于 每 个 这 样 的 
集 4 都 有 


(1) 


pr(A) = | fx) ds. (3) 
事实 上 ,根据 勒 贝 格 定理 ,对 于 每 个 半 开 区 间 [ a,pB) 都 有 
prLasB) = F(B) - Fla) = {f(r) ds 


因为 每 个 e 可 加 测度 的 勒 贝 格 扩张 ,唯一 地 决定 于 它 在 原 半 环 上 的 值 ,由 此 推出 等 
式 (3) 对 于 所 有 的 勒 贝 格 可 测 集 4Cla,b] 都 是 成 立 的 . 对 应 于 绝对 连续 函数 的 测 
度 wr 称 为 绝对 连续 测度 . 

(3) 如 采 玉 是 奇异 连续 函数 ,那么 与 它 对 应 的 测度 Ar 完全 集中 在 勒 贝 格 测度 
为 零 的 一 集 上 ,在 该 集 上 严 ' 不 等 于 零 或 不 存在 . 这 时 ,测度 wr 本 身 称 为 奇异 测度 . 


@ ”如 果 单 调 非 递减 函数 严 不 是 左 连续 的 ,那么 根据 它 同 样 可 以 定义 测度 . 为 此 ,只 需 在 公式 (1) 中 作 些 
明显 的 修改 . 例如 ,应 该 令 m[a,B] =F(B+0) -F(a -0) ,等 等 
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显然 ,如 果 下 = 玉 + 忆 ,那么 jp =A + 因此 ,由 于 单调 函数 可 以 分 解 为 阶 路 
盟 数 、 绝 对 连续 困 数 与 奇异 函数 三 者 之 和 ,可 见 每 个 勤 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 可 以 
表示 成 离散 测度 、 绝 对 连续 测度 与 奇异 测度 三 者 之 和 . 单调 函数 分 解 为 三 个 成 分 之 
和 只 准确 到 一 常数 项 . 因此 每 个 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 测度 可 以 唯一 地 分 解 成 离散 测 
度 、 绝 对 连续 测度 与 奇异 测度 三 者 之 和 . 

上 面 所 讲 的 是 闭 区 间 上 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 . 如 果 现 在 是 整个 直线 上 
的 有 界 ( 有 上 界 和 下 界 ) 的 单调 非 递 减 函数 ,那么 在 借助 类 似 于 (1) 的 公式 定义 了 直 
线 上 任何 闭 区 间 、 开 区 间 和 半 开 区 间 的 测度 之 后 , 即 可 得 到 整个 直线 上 的 有 限 测 度 ， 
也 称 为 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 . 特别 是 ,这 时 整个 直线 的 测度 等 于 

Fl(%)-F(-%), 
其 中 
F(%) = limF(%), F(-%) = lim F(%) 


(从 的 单调 性 和 有 界 性 ,可 见 这 些 极 限 都 存在 ). 
勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 概念 的 确 穷尽 了 直线 上 所 有 的 测度 ( 即 所 有 的 有 限 o 
可 加 非 负 集 函 数 ). 事实 上 , 设 是 任意 这 样 的 测度 . 令 


F(x) = 从 (一 0 ,X ) . 

我 们 就 得 到 这 样 一 个 单调 函数 , 它 所 对 应 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 与 原来 的 测度 
从 完全 相同 . 这 样 一 来 “ 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 "这 个 术语 实际 并 没有 刻画 出 直 
线 上 的 某 种 特殊 测度 类 , 它 只 不 过 指出 了 构造 这 样 测度 的 一 种 确定 的 方法 一 一 按 已 
知 生成 函数 来 构造 测度 

2， 勤 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 “ 设 wr 是 闭 区 间 [a,5] 上 的 单调 函数 下 生成 的 测 
度 . 对 于 这 种 测度 可 以 用 通常 的 方法 来 定义 可 和 函数 类 ,并 引入 勒 贝 格 积分 概念 

[rodur 
这 种 按 对 应 于 函数 F 的 测度 jw; 求 的 积分 , 称 为 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 记 作 
[rear 

我 们 来 讨论 某 些 特殊 情形 | : 

(1) 如 果 FF 是 阶 唉 函数 ( 即 如 果 jr 是 离散 测度 ) ,那么 积分 | f(x) dF(x) 显然 
化 为 和 > (xi)h;, 其 中 是 函数 己 的 间断 点 ,而 访 是 函数 在 点 *; 的 路 度 


(2) 如 果 是 绝对 连续 函数 ,那么 坦 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 积分 | (x)dF(*) 等 于 
[DF "(x) qx, 即 f(x)F "(x) 对 通常 的 勤 贝 格 测度 的 积分 . 事实 上 ,如 果 在 某 个 可 
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测 集 4 C [4,6] 上 f(x) = const, 而 在 4 外 /Lx) = 0, 那 么 由 (3) 可 得 等 式 
[raar(o = [fF (se) de (4) 


根据 积分 的 e 可 加 性 ,等 式 (4) 也 可 推广 到 关于 测度 wr 可 和 的 简单 函数 上 去 . 现 
在 设 | 轧 | 是 一 致 收敛 于 /的 简单 函数 列 . 这 时 ,可 以 假定 序列 11 是非 递 减 的 . 于 是 
[f(x)F xz) | 是非 递减 序列 ,几乎 处 处 收敛 于 所 xz) 下“x) ,而 根据 列 维 定理 ,可 以 
在 等 式 


JADarGo = [ADOFCoDd 


中 当 "一 om 时 取 极 限 . 

从 适 才 所 述 ,显然 ,如 果 下 是 阶 跃 也 数 与 绝对 连续 函数 之 和 ,那么 关于 测度 jz 
的 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 积分 相应 地 化 为 级 数 ( 或 有 限 和 ) 与 关于 通常 的 勒 贝 格 测度 
的 积分 . 要 是 下 含有 奇异 测度 ,那么 这 样 的 简化 是 不 可 能 的 . 

勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 积分 概念 ,可 以 极 自 然 地 从 单调 函数 推广 到 任意 有 界 变 差 
了 滑 数 . 设 $B 就 是 这 样 的 函数 . 我 们 将 它 表示 成 两 个 单调 函数 之 差 

P=v-8, 

其 中 v 是 函数 @ 在 闭 区 间 [a,x] 上 的 全 变 差 . 现在 引入 关于 B 的 惑 贝 格 -斯 蒂 尔 切 


| roaado = | aatz) -aag() 


不 难 验证 ,如 果 史 用 某 种 其 他 的 方法 表示 成 两 个 单调 函数 之 差 , 比 如 说 ， 
D=w-h, 
那么 
| road = fs) dg) = ffs) ds) = [Aske), 

即 为 了 计算 关于 已 知 函数 @ 的 勒 贝 格 -斯 还 尔 切 斯 积分 ,可 以 利用 这 个 函数 表示 
成 两 个 单调 函数 之 差 的 任何 一 种 形式 

3， 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 在 概率 论 中 的 某 些 应 用 ” 坦 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 和 
分 无 论 在 分 析 中 还 是 在 许多 实际 问题 里 都 有 应 用 . 特别 是 ,这 个 概念 广泛 应 用 于 梳 
率 论 . 我 们 回忆 一 下 ,对 于 每 个 由 等 式 

F(x) = P(Eé <x) 
所 定义 的 函数 称 为 随机 变量 & 的 分 布 函数 , 即 P(x) 是 随机 变量 上 取 值 小 于 * 的 
概率 . 显然 ,每 个 分 布 函数 是 单调 非 递减 的 , 左 连续 的 , 且 满 足 条件 
F(-oljl=0，Ko) =1. 
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反之 ,可 以 把 每 个 这 样 的 函数 看 作 是 某 个 随机 变量 的 分 布 函数 . 


随机 变量 的 数学 期 户 
Mé = {xdF() (5) 
和 方差 
Dé = | (x ME)’dF(%) (6) 
是 它 的 重要 特征 ， 


随机 变量 通常 又 分 为 所 谓 的 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 . 随机 变量 称 为 
离散 型 的 ; 倘 奉 它 只 能 取 有 限 个 或 可 数 个 值 
(例如 ,电话 交换 台 在 某 一 段 时 间 内 的 呼唤 次 数 就 是 离散 随机 变量 ). 

如 果 pi ;PpP2，""" Pn, … 是 变量 é 取 值 Xl ,NX XN 的 概率 ,那么 é 的 分 布 孙 数 
显然 是 阶 跃 函数 . 对 于 它 ,积分 (5) 和 (6) 分 别 变 为 和 


Mé = ip 
和 
Dé = 了 (wo (a = Mé). 


随机 变量 上 称 为 连续 型 的 ,倘若 它 的 分 布 函数 是 绝对 连续 的 . 这 个 分 布 函数 的 导 
数 FF ' 称 为 随机 变量 的 概率 分 布 密 度 . 按照 上 一 段 所 述 ,对 于 连续 型 随机 变量 , 表 
不 它 的 数学 期 望 和 方差 的 斯 带 尔 切 斯 积分 是 按 通 常 的 勒 贝 格 测度 的 积分 : 


Mé = | sp(x)dx, DE = |{ (x -a)’p(x)d, 


其 中 p =F 了 ' 是 的 概率 分 布 密度 而 a = Eé. 

在 概率 论 初等 教程 里 通常 局 限于 研究 离散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 ,它们 
基本 上 是 在 实际 问题 中 遇 到 的 仅 有 的 两 种 类 型 . 但 是 ,一 般 说 来 ,随机 变量 的 分 布 函 
数 也 可 以 含有 奇异 型 分 量 . 因此 并 不 是 每 个 随机 变量 都 可 以 表示 成 离散 型 随机 变量 
与 连续 型 随机 变量 的 组 合 . 

设 是 随机 变量 ,F 是 它 的 分 布 函 数 ,而 m= op( 缚 是 另 一 随机 变量 , 它 是 上 的 博 雷 尔 函 数 . 随 
机 变量 7 的 数学 期 望 Em ,按照 定义 ,可 以 写成 
| a8(x) ) 


其 中 @ 是 的 分 布 函数 . 然而 ,重要 的 是 ,如 果 对 g 按 由 直线 上 的 函数 下 产生 的 测度 可 和 ,那么 变 
量 7 的 数学 期 望 可 以 通过 变量 的 分 布 函 数 政 写成 : 


Mn = Mp(é) = | p(x)dF(%). 
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事实 上 ,函数 yY=e(x) 定 义 了 直线 上 的 一 个 映射 . 它 将 具有 (由 下 所 产生 的 ) 已 知 测度 wr 的 直线 
( -om <x<o ) 变 为 具有 测度 we 的 直线 ( - w <y < o ) ,这 时 上 映射 y= wp(x) 将 Mr 变 为 ws. 但 是 从 
第 五 章 的 一 些 结果 推出 ,如 果 (T,) 和 (了 ,z) 是 两 个 具有 测度 的 空间 ,gp 是 将 (X,) 变 为 (Y,v) 的 
保 测 映 射 ( 即 使 得 v(4) =w(p (4) ) 的 映射 ) ,而 f 是 (Y,v) 上 的 可 和 函数 ,那么 
AD) = fips)) a 

〈 勤 贝 格 积分 中 的 变量 替换 ). 这 里 令 f(y) =y 和 人 =Ar,z = 人 ,我 们 就 得 到 所 要 求 的 等 式 . 这 样 一 
来 ,为 了 计算 随机 变量 去 的 函数 的 数学 期 望 (当然 ,方差 也 一 样 ) ,只 需 知道 变量 上 本 身 的 分 布 函数 
就 行 了 . 

4. 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 (Riemann - Stieltjes) 积分 ”上面 讨论 了 勒 贝 格 - 斯 蒂 尔 
切 斯 积分 , 它 实 际 上 是 给 定 函数 关于 直线 上 的 两 个 测度 的 勒 贝 格 积分 之 差 . 除 此 之 
外 ,还 可 以 定义 所 谓 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 , 它 是 作为 类 似 于 普通 黎 曼 积 分 和 的 
一 种 积分 和 的 极限 而 引入 的 . 

仍 设 B 是 某 个 给 定 在 半 开 区 间 [a,b) 上 的 左 连续 有 界 变 差 函 数 ,而 f 则 是 同一 
半 开 区 间 上 的 任意 函数 . 考虑 半 开 区 间 [a,6) 上 的 某 一 分 割 由 . 


a=Xxo0 <x <X,<:… <x,=5b, 


这 些 点 将 [a,8) 划 分 为 子 区 间 [%_,,%,) ,并 在 每 个 子 区 间 里 选取 任意 点 &, 然 后 构造 
积分 和 
SAE LB) - Bs)] (7) 


(这 时 B(% ) 理解 为 B(b-0)). 如 果 当 max(x -x;_1) 一 0 时 积分 和 (7) 趋 于 某 一 极 
限 ( 假 设 该 极限 既 与 半 开 区 间 [a,6) 的 分 割 无 关 , 又 与 分 割 的 每 个 子 区 间 中 的 点 
的 取 法 无 关 ) ,那么 这 个 极限 就 称 为 函数 1 对 函数 $ 在 [a,b) 上 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 
斯 积分 ,并 用 符号 


| roaada (8) 

表示 

定理 1 ”如果 函数 /在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,那么 它 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 
(8) 存 在 ,并 且 与 相应 的 勤 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 完全 相同 

证 明 积分 和 (7) 可 以 视 为 阶梯 函数 

f(x) = f(é,) (Xi _1 三 X 到 xX; ) 

的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 当 半 开 区 间 [ a,5) 的 分 割 变动 时 ,这 些 函 数列 一 致 收敛 
于 /, 因 此 这 些 积分 和 的 极限 存在 ,并 且 就 是 极限 函数 /的 惑 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 


中 因为 斯 带 尔 切 斯 积分 中 个 别 点 的 贡献 可 能 不 等 于 零 ,分 割 的 子 区 间 不 应 该 有 公共 点 ,因此 我 们 这 里 处 
处 取 半 开 区 间 . 
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(积分 号 下 取 极 限 的 定理 ). 也 正 是 这 个 极限 ,我 们 曾 称 之 为 黎 曼 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 
(8). . 
我 们 来 揭示 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 某 些 基 本 性 质 . 
(1) 下 面 的 售 计 式 是 正确 的 (中 值 定理 ): 


aaa(o|s max If(%) | VIL®] (9) 


(Vs[@] 是 函数 @ 在 [a,b] 上 的 全 变 差 ). 
事实 上 ,对 于 半 开 区 间 [a,6) 的 任何 分 割 , 不 等 式 


SAE CB) -B00)) |< AE 1 1G) -oa 


< max |f(x) | > |B(x,) - B(x,) | 


< max |f(x) |7。[G6] 


都 满足 . 对 这 个 不 等 式 取 极 限 ,我 们 就 得 到 估计 式 (9). 当 B(x) =x 时 , 它 变 为 大 家 
所 熟悉 的 黎 曼 积分 的 佑 计 式 


rod 
(2) 如 果 B= G + FB, ,那么 
| aae(a) = WOECAG + ad 


事实 上 ,对 于 半 开 区 间 [a,6) 的 每 个 分 割 ,关于 积分 和 满足 的 相应 等 式 , 从 而 在 
取 极 限 后 相应 等 式 仍然 成 立 , 即 对 于 积分 也 成 立 . 

注 1 我 们 定义 了 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 (8 ) ,假定 函数 B(x) 是 左 连续 的 . 但 
是 这 个 积分 的 定义 (作为 积分 和 (7) 的 极限 ) ,对 于 任何 有 界 变 差 阻 数 B(x) 显然 仍 
然 适 用 . 

注 2 关于 有 限 半 开 区 间 上 的 歼 曼 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 所 讲 的 一 切 ,容易 推广 到 
整个 直线 或 半 直 线 上 的 积分 情形 . 

此 外 ,我 们 定义 了 半 开 区 间 [La,b5) 上 的 斯 蒂 尔 切 斯 积分 . 类 似 地 可 以 定义 (a,b5] 上 
的 积分 以 及 [a,b] 和 (a,b) 上 的 积分 . 在 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 情形 ,与 通常 的 黎 曼 积分 有 
所 不 同 , 开 区 间 (a,b5) 上 积分 的 值 \ 闭 区 间 [a,b5] 上 积分 的 值 \ 以 及 半 开 区 间 (a,b] 
和 [a,b) 上 积分 的 值 , 一 般 说 来 ,彼此 并 不 相等 . 例如 ,如 果 a 是 函数 更 的 间断 点 , 那 
么 [a,b] 上 的 积分 等 于 (a,b] 上 的 积分 加 上 形 如 f(a)h 的 项 ,其 中 h=@B(a+0) - 
D(a). 

上 面 所 列举 的 性 质 1 和 2, 对 于 出 现在 它们 的 表达 式 里 有 意义 的 任何 函数 几 都 
是 满足 的 . 如 果 假 定 fx) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ,那么 相应 的 积分 还 具有 下 面 的 一 


<(b-a)max|f(x)|. 
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此 重要 性 质 ( 这 时 积分 可 以 理解 为 是 取 在 闭 区 间 [ a,5] 上 的 ,或 取 在 任 一 半 开 区 间 
(a,5] 或 [a,6) 上 的 )， 
(3) 如 果 @, 和 ,是 [a,b) 上 的 两 个 有 界 变 差 本 数 ,除了 在 这 个 半 开 区 间 的 有 
限 个 或 可 数 个 内 点 外 几乎 处 处 相等 ,那么 对 于 [a,5] 上 的 任何 连续 函数 /都 有 
[OLAOE NLOLLAG) 


为 了 证 明 这 个 性 质 我 们 首先 考虑 B, =0 的 情形 . 即 首先 证 明 下 面 的 结论 
(3)' 如 果 是 仅 在 (a,6) 内 的 有 限 个 或 可 数 个 点 上 不 等 于 零 的 有 界 变 差 函数 ， 
那么 对 于 [a,5] 上 的 任何 连续 函数 /, 都 有 
[moay(o =0 


事实 上 ,对 于 仅 在 一 个 点 xo 上 不 为 零 的 函数 ,这 个 等 式 是 显然 成 立 的 (如 果 取 
半 开 区 间 [a,b) 的 分 割 任意 地 小 ,并且 分 点 中 不 包含 有 xz ,那么 就 会 得 到 积分 和 等 于 
零 ) ,从 而 根据 可 加 性 ,这 个 等 式 对 于 任何 仅 在 有 限 个 点 上 不 为 零 的 函数 是 正确 的 . 
现在 设 尿 仅 在 点 门 ?72 ,7 ,上 不 为 零 , 而 7 YY2 ,7 … 是 它 在 这 些 点 上 的 函数 
值 . 因为 y 具有 有 界 变 差 ,所 以 > 17 | < o. 这 样 选择 自然 数 NN, 使 得 > |y,| < 
2, 然 后 将 y 表示 成 和 

y= nt+ 少 ， 
其 中 Wy 在 点 T9725""" TN 上 取 值 y; ,Y2，"… Yn, 而 在 所 有 其 余 的 点 上 等 于 0; 而 访 仅 
在 点 TNy+1 TN+2, … 上 不 等 于 0. 根据 性 质 2, 有 
[Kaay(z) = | adyv(o + [Fs) dP). 

右 端 的 第 一 个 积分 (根据 适 才 所 证 ) 等 于 零 ,而 第 二 个 积分 (根据 性 质 1) 有 如 下 估计 


Ax) dg) < max |f(x) |2e 


( 因为 显然 有 7:[ 隐 = 2 > |y, | < 2e ). 由 于 的 任意 性 ,由 此 推出 我 们 的 结论 
现在 为 了 证 明 性 质 3, 我 们 来 考虑 差 = @$, - $,. 它 仅 在 属于 (a,5) 的 有 限 个 或 
可 数 个 点 上 异 于 零 . 其 次 应 用 性 质 2 和 3' 特别 是 ,因为 有 界 变 差 函数 最 多 有 可 数 个 
间断 点 ,我们 就 得 到 下 面 的 性 质 / 
(4) 如 果 函 数 / 是 连续 的 ,那么 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 | f(x) dB(x*) 不 依赖 于 
函数 @ 在 它 的 位 于 (a,5) 内 的 间断 点 上 的 值 


因为 连续 函数 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 ,等 于 相应 的 勒 贝 格 - 斯 蒂 尔 切 斯 积 
分 ,所 以 对 于 连续 函数 儿 x) 的 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 ,倘若 $B 是 阶 跃 函数 ,等 式 
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| Kaaa(e) = EA)F 
是 正确 的 ;而 倘若 是 绝对 连续 函数 , 则 有 
[aaatn = Jam(ode (10) 


这 时 ,如 采 @' 黎 曼 可 积 ,那么 (10) 中 右 端的 积分 可 以 理解 为 黎 曼 积分 . 

5. 斯 蒂 尔 切 斯 积分 号 下 取 极 限 ”在 第 五 章 中 我 们 证 明了 一 系列 关于 勒 贝 格 积 
分 号 下 取 极 限 的 定理 . 这 里 ,问题 的 提 法 是 :给 定 函 数列 |f,} 及 其 按 某 一 固定 测度 的 
积分 ,我 们 感 兴 趣 的 是 能 否 在 积分 号 下 取 极 限 . 但 是 应 用 于 斯 蒂 尔 切 斯 积分 时 该 问 
题 却 有 另外 的 提 法 :给 定 有 界 变 差 函数 列 | $1. 对 于 固定 的 函数 /在 怎样 的 一 些 条 
件 下 可 以 在 积分 号 


[Kaae,(a) 


下 取 极 限 ? 
这 时 下 面 的 定理 是 成 立 的 . 
定理 2( 赫 利 (Helly ) 第 一 定理 ) 设 闭 区 间 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 B, 在 该 区 
间 的 每 一 点 收敛 于 某 一 函数 瑟 , 并 且 函 数 B, 的 全 变 差 一 致 有 界 : 
Vi[B,] <C (n=1,2,.…). 
那么 极限 函数 @B 也 具有 有 界 变 差 , 和 且 对 于 任何 连续 函数 ,有 


lim | fC4)d8,() = [fC4) dD) (11) 


证 明 我 们 首先 来 证 明 ,极限 函数 6B 的 全 变 差 不 超过 常数 C, 其 中 C 是 定理 条 
件 中 所 有 V。[ @,] 的 上 界 . 事实 上 ,对 于 闭 区 间 [a,b] 的 任何 分 割 (其 分 点 为 a =%o < 
Xx1 <… <x, =b) 都 有 

> | Bx) — D(X-1) | 二 lim > | 更 (x;) — BD, (x1) | <C, 
从 而 
Vi[B]=<C. 
现在 我 们 来 证 明 , 当 /是 阶梯 函数 时 关系 式 (11) 也 满足 . 设 f 在 半 开 区 间 [x,_ ,x) 
上 取 值 h. 那么 


[As ag,() = 2 hl BD,(%) - @ (x,1)] 


[fs ag = DO hl Bl%) - B(x,,)]. 
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显然 ,这 些 表达 式 当中 的 第 一 个 表达 式 当 wo 时 趋 于 第 二 个 表达 式 
现在 设 / 是 连续 函数 而 = 是 任意 的 正 数 . 我 们 这 样 选取 阶梯 函数 ,使 得 
Ka) -As) | < ev(3C)， 
于 是 


< ff a8a) 


Kaa(n - | Ka)da,(a) 


- [500Dde(a) + oae(a) EAGLELAG 


十 


[ADae,Co - EOLAS 


根据 斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 中 值 定理 ,这 里 的 第 一 项 和 第 三 项 小 于 se/3 ,而 第 二 项 对 于 
一 切 足 够 大 的 n 均 小 于 e/3. 由 于 e >0 是 任意 的 ,由 此 推出 定理 的 结论 . 
注 ”这 个 定理 也 适用 于 积分 


[OLLAG 


中 的 一 个 积分 限 或 两 个 积分 限 是 无 穷 大 的 情形 . 但 是 这 时 函数 应 该 在 无 穷 远 点 趋 
于 某 一 有 限 极限 (这 就 容许 在 整个 无 穷 区 间 上 用 仅 取 有 限 个 值 的 阶梯 函数 来 一 致 地 
通 近 它 ). 

赫 利 第 一 定理 确立 了 ,在 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 号 下 对 某 个 有 界 变 差 消 数 列 
{1B,} 取 极 限 的 条 件 , 而 赫 利 第 二 定理 则 阐明 什么 时 候 可 以 保证 满足 第 一 定理 条 件 
的 序列 本 身 的 存在 性 . 

定理 3( 赫 利 第 二 定理 ) ”从 定义 在 某 闭 区 间 [a,5] 上 和 且 满 足 条 件 
max | B(x) |<C, Vi[B]|<K (12) 


的 函数 $B 的 每 一 个 无 穷 集合 M 中 ,都 可 以 选取 一 个 在 [a,b] 的 每 一 点 上 都 收敛 的 序 
列 (其 中 C 和 KK 是 常数 ,并 且 与 @ E M 无 关 ). 
证 明 ”只 需 对 单调 函数 来 证 明 这 个 定理 就 行 了 . 事实 上 , 设 
DOD=v-2g, 
其 中 v(x) 是 函数 B 在 闭 区 间 [a,x] 上 的 全 变 差 . 那么 对 应 于 所 有 的 B E€ M 的 函数 
v 均 满足 不 等 式 ( 即 满足 定理 的 条 件 (12) ) : 
max |v(x) | < K,V'[v] = Vi[B] 三 天 ， 
并 且 是 单调 的 . 假定 对 于 单调 函数 定理 得 证 ,我 们 从 M 里 选取 序列 { 更 ,| ,使 得 相应 
的 序列 {wv} 收敛 于 某 一 极限 v. 其 次 ,函数 


gs = v0, 一 下， 
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也 是 单调 的 ,并 且 满 足 定理 的 条 件 . 因此 从 { 更 ,} 里 可 以 选取 这 样 的 子 序列 1 @, | ,使 
得 相应 的 序列 {g, | 收敛 于 某 一 极限 g. 于 是 
PD, (x) > B(x) = v(x) - g(x). 
现在 ,我们 来 对 于 单调 函数 族 M 证 明定 理 . 设 7,r,,…,r,,… 是 闭 区 间 [a,b] 的 一 切 
有 理 点 . 根据 (12) , 数 (ri)( 其 中 $B 遍 历 了 整个 M) 构 成 有 界 集 ,因此 可 以 找到 在 
点 7 上 收敛 的 序列 | B. |. 其 次 ,从 {BW 中 可 以 选取 子 序列 | B4? | ,使 其 在 点 
上 收敛 ( 当然 也 在 点 7 上 收 伍 ). 从 { 更 2 上 里 可 以 选取 子 序列 {1@69 在 点 六 上 收敛 ， 
等 等 . 对 角 线 序列 { 盏 ”|} 显然 在 闭 区 间 [ a;6] 的 一 切 有 理 点 上 都 收敛 . 它 的 极限 是 
非 递 减 函 数 ,和 暂时 仅 在 点 7,7,，,…,r,,… 上 有 定义 . 在 闭 区 间 [a,6b] 的 其 余 的 那些 
氮 上 我 们 来 补充 它 的 定义 :对 于 无 理 点 zx, 令 B(x) = lim @G(r)(r 是 有 理 数 ). 我 们 
来 证 明 ,用 这 样 的 方法 所 得 到 的 非 递减 函数 @ 在 一 切 点 上 是 连续 的 ,并且 B 是 序列 
[更 ”上 的 极限 . 设 x 是 $B 的 连续 点 . 那么 对 于 给 定 的 = > 0 总 可 以 找到 这 样 的 5> 
0 ,使 得 只 要 |x* -x| <5, 则 
[1G(x) - B(x)| < ev6. (13 ) 

我 们 这 样 选取 有 理 点 r' 和 r", 使 得 r'<x* <r 且 r>x -6,r"<x*+6; 现 在 设 n 是 
充分 大 ,使 得 当 > mo 时 不 等 式 

1B(r) -Br)| < ee/6 和 和 |B,(r) - G(r) | < ev6 (14) 
得 到 满足 . 从 式 (13) 和 式 (14) 推 出 


[Br) -Bm)|< S$. 


因为 函数 B, 是 非 递 减 的 ,所 以 B,(7') 大 B(x* ) 志 BB,(7"). 因此 
| B(x) -B(x")| 
< |@B(x) -Br) I+ | Br) -Br)|+ | Br) -B(x')| 


.6 4e 
6 6 6=2， 


而 这 就 表示 lim@,(x* ) = B(x ). 

这 样 ,我 们 从 M 中 选 出 一 函数 列 , 它 处 处 收敛 于 极限 阔 数 B 只 有 在 函数 $6 的 
间断 点 可 能 例外 . 因为 这 样 的 点 集 有 穷 或 可 数 ,所 以 再 运用 对 角 线 过 程 ,就 可 以 从 序 
列 { 更 ,| 里 选 出 子 序列 ,使 之 在 这 些 点 上 也 收 全 , 即 在 [a,b] 上 处 处 收敛 . 

6. 连续 项 数 空 间 中 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 上面 我 们 已 经 指出 了 斯 蒂 尔 切 
斯 积分 的 某 些 应 用 . 现在 我 们 还 讨论 一 个 与 这 个 概念 有 密切 联系 的 问题 , 即 我 们 来 
阐明 空间 Cl a,5b] 中 线性 泛 函 的 一 般 形式 . 

定理 4( 里 斯 ) 空间 C[La,b] 中 的 每 个 线性 连续 泛 也 下 可 以 表示 成 : 


到 
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FN) = | Kaoaa(o)， (15) 
其 中 @ 是 某 个 有 界 变 差 数 D 这 时 
Fl = VD]. 


证 明 空间 C[a,5b] 可 视 为 由 闭 区 间 [a,b] 上 一 切 有 界 函 数 / 所 构成 的 函数 空 
间 M[a,65] 的 子 空间 .f 具 有 与 CLa,5] 中 的 范 数 一 样 的 范 数 
AI = sup |f(x) |. 
设 下 是 C[a,5] 上 的 线性 连续 泛 函 . 根据 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 , 它 可 以 从 C[ a,b] 扩 张 
到 整个 M[a,b] 上 而 保持 范 数 不 变 . 特别 是 ,这 样 扩张 的 泛 函 系 定义 在 一 切 形 如 
h(a) =0, h(x) = 人 A (16) 
0， 当 x >z 时 ,倘若 rz>a 
的 函数 上 , 令 
G(r) = Fh, ). (17) 


我 们 来 证 明 ,函数 @ 在 闭 区 间 [a,b5] 上 具有 有 界 变 差 . 事实 上 , 取 这 个 闭 区 间 的 任意 
分 割 


0 =X<X<…<X = (18 ) 


ax = sgn( Bx) — BX11)) (k= 1,2,.%,n). 


S104) - Bm) | = Dal(B(s) - Bx) 
= BoP hss) = FS lh -hs)) 
< 151 -|e -和 
但 是 函数 D> aah, - h。) 仅 取 值 + 1 和 0. 从 而 它 的 范 数 等 于 1. 这样 一 来 


> | B(x,) — D(xi1) | < | 天 | 


因为 这 个 不 等 式 对 于 闭 区 间 [a,5j] 的 任何 分 割 都 成 立 , 所 以 


Q@ 这 里 指 的 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 积分 . 
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Ve[B] < | Fl. 
这 样 ,我 们 根据 泛 函 下 构造 了 有 界 变 差 函数 B$. 我 们 来 证 明 , 正 是 借助 于 这 个 函数 ， 
沁 国 下 可 以 写成 斯 蒂 尔 切 斯 积分 (15 ) 的 形式 . 

设 f 是 La,b] 上 的 任意 连续 函数 . 给 定 正 数 s 和 选取 6 >0 ,使 得 只 要 |x”-x’| < 
5 则 |Ax) -f(x') | <e. 现在 我 们 这 样 选取 分 割 (18) ,使 得 每 个 子 区 间 的 长 度 小 于 
6. 考虑 阶梯 函数 : 

f. =f(x1) ,Sx <x < rN,k = 1,2,.…,n, 
f(a) = f(a). 
它 显 然 可 以 写成 如 下 形式 


n 


f(x) = > f(x) [hs (x) -hs (x)], 


其 中 心 是 由 等 式 (16) 所 定义 的 函数 . 显然 ,对 于 所 有 的 x(a<sx<5b) 都 有 |f(x) - 
f.(x) | <s, 即 


[ACD -f(x)|| < 2. 
我 们 来 求 泛 函 在 元 素 f, 上 的 值 . 根据 这 个 泛 函 是 线性 的 和 函数 六 的 定义 , 它 等 于 


F(f,) = > fw) [FOh,) - F(h,)] 


= > As) LB) - Bm)], 
即 积分 
[fs) 4a) 
的 积分 和 . 因此 对 于 闭 区 间 [a,5] 的 足够 小 的 分 割 ,有 


FG) -Jraaa(o|<e 
但 是 同时 ,有 
PD -PDT<s TFT IAATL<TFT se 
从 而 


< el(l+ | 天 1 )， 


CD - [fx) ds) 
因此 由 于 = 的 任意 性 就 得 到 等 式 
PCD = | Ka)aa(o)， 
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我 们 证 明了 ,由 公式 (17) 所 定义 的 函数 B 的 全 变 差 满足 不 等 式 


Vl@] < IFl. (19) 
另 一 方面 ,从 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 中 值 定理 立刻 推出 

IFI < VL®]. (20) 
比较 式 (19) 和 式 (20) 就 得 到 等 式 

IFI = VL®]. 


定理 完全 得 证 
注 显然 , 若 取 闭 区 间 [a,5] 上 的 任意 有 界 变 差 函 数 $, 目 令 


FN) = [fx)dBs), 


我 们 就 得 到 空间 C[a,b5] 上 的 线性 泛 函 . 这 时 ,两 个 在 [a,b] 上 (除去 这 个 闭 区 间 的 
不 多 于 可 数 个 内 点 所 构成 的 集 外 ) 处 处 相等 的 函数 B, 和 B, ,决定 同一 线性 泛 函 ; 反 
之 , 设 对 于 每 个 连续 函数 / 9 和 9, 决定 ClLac,g | 上 的 同一 线性 泛 函 , 即 


| radio) = OLA 


由 此 容易 推出 ,在 函数 B, - @B, 的 一 切 连续 点 上 B1 - B, = conts , 即 可 能 除去 有 限 或 
可 数 点 外 ,处 处 有 更 - G，= const. 

这 样 一 来 ,C[a,b] 上 的 每 个 连续 线性 泛 函 就 与 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 相对 
应 ,并且 函 数 B, 和 开 属于 同一 类 函数 当 和 且 仪 当 它 们 之 差 最 多 在 闭 区 间 [a,b] 的 可 
数 个 内 点 上 不 为 常数 . 在 每 个 这 样 的 函数 类 中 ,可 以 选取 一 个 且 仅 能 选取 一 个 函数 ， 
使 之 在 点 a。 上 等 于 零 ,而 在 半 开 区 间 (c,/] 上 处 处 右 连续 . 在 [a,b] 上 一 切 有 界 变 差 
了 明 数 的 空间 中 , 满足 这 些 条 件 的 函数 构成 一 个 闭 线 性 子 空间 ,我们 用 符号 了 [ae ,1] 
来 表示 . 最 后 我 们 指出 ,对 于 Clc,!] 上 的 任何 泛 函 下 ,由 等 式 (17) 所 定义 的 函数 
@(zr) 正 是 了 Y [a,b] 里 的 函数 . 因为 对 于 这 样 的 B(7) 曾经 证 明了 等 式 | 下 | = 
Vs[ $1] ,所 以 定理 4 可 以 用 下 面 的 形式 给 出 . 

定理 4” 在 空间 (C[a,6b5])“ 和 VV[a,b] 之 间 存 在 由 等 式 


FO) = [fx) dB(s) 


所 建立 的 同 构 ( 即 一 对 一 、 线 性 和 等 距 ) 对 应 关系 . 

线性 泛 函 由 V"[a,5b] 中 函数 的 这 种 表示 , 称 为 标准 表示 

从 这 个 定理 很 容易 得 到 如 下 连续 函数 和 连续 可 微 函 数 空间 C!'[a,5b] 上 ,线性 泛 
函 的 标准 表示 定理 ,该 定理 在 变 分 问题 里 起 着 重要 的 作用 . 。 

定理 5 空间 C'[a,65] 中 的 每 个 线性 泛 函 ,可 以 用 一 种 且 仅 有 一 种 方法 表示 成 
下 面 的 形式 


$ 6. 斯 蒂 尔 切 斯 (Stieltjes ) 积分 “293 ， 


PO) = ofla) + [f°(4)dB(#), (21) 


其 中 a 是 数 ,而 BE V"[a,6]. 

证 明 考虑 C!'[a,5] 中 满足 条 件 f(a) =0 的 函数 所 构成 的 子 空间 C'[a,8b] ,以 
及 将 这 个 子 空间 变 为 全 空间 C[a,5] 的 算 子 4=d/dx. 设 是 C'[a,b] 上 的 线性 泛 
函 . 我 们 首先 仅 在 子 空间 C'[a,65] 上 来 讨论 它 . 现在 可 以 把 拼 三 组 引 理 (第 四 章 $5 
第 4 段 ) 应 用 到 算 子 4:C'[a,b] 一 C[a,b] 和 泛 函 FC'[a,5b] 一 R. 根据 这 个 引 理 ,可 
以 找到 这 样 的 线性 变换 : 


y:Cla,b| 一 及 ， 
使 得 对 于 每 个 函数 g E C [a,b] ,都 有 
Fl(g) = wy(Ag). (22) 


每 个 函数 E C'[a,b] 可 以 表示 成 下 面 的 形式 
He) = fa) +e(%), g EC'[a,d], 
因此 
FO) = F(a)) + Flg). (23) 
根据 里 斯 定理 ,等 式 (22) 和 算 子 4 的 定义 ,有 
F(g) = w(Ae) = | g'(%)dB(s), 
或 
F(e) = [f(aB(), 24) 


因为 1'(x) =g'(x). 设 a 是 泛 函 下 在 恒 等 于 1 的 函数 上 的 值 . 于 是 从 式 (23) 和 式 
(24) 最 后 就 得 到 表示 式 (21). 
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可 秀 数 空间 ,首先 是 所 有 可 和 函数 的 空间 二 和 平方 可 和 函数 空间 L ,是 最 重 
要 的 赋 范 空间 类 . 现在 我 们 来 研究 这 些 空间 的 基本 性 质 . 本 章 内 容 , 一 方面 依赖 于 第 
二 至 第 四 章 所 叙述 的 度量 空间 与 线性 赋 范 空 s 间 的 一 般 性 厦 ， 为 一 方面 又 依赖 于 第 五 
章 引 入 的 勒 贝 格 积分 的 概念 . 


$1， 空 间 忆 ， 


1. 空间 工 , 的 定义 与 基本 性 质 设 X 是 一 个 测度 为 的 空间 ,并 且 这 个 空间 X 
本 身 的 测度 可 能 是 有 限 的 或 是 无 限 的 . 我 们 假定 测度 人 是 完全 的 ( 即 任何 测度 为 零 
的 集 的 任 一 子 集 可 测 ). 考虑 所 有 在 了 上 为 可 和 的 函数 的 总 体 . 由 于 可 和 函数 的 线 
性 组 合 可 和 ,这 个 总 体 连同 通常 的 函数 加 法 运算 及 函数 乘 以 数 的 运算 ,就 形成 一 个 
线性 空间 . 我 们 以 L(X,y) 表示 这 个 空间 ,或 者 简 记 为 Li. 在 万 中 定义 范 数 如 下 人 : 
I = | If) 1du (1) 
显然 ,这 时 有 
[ofl = le， 


QD ”此 处 与 今后 ,符号 | 将 表示 在 整个 空间 X 上 的 积分 . 
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f+pl < A + fl. 
然而 ,为 了 满足 范 数 的 最 后 一 个 性 质 , 即 
fl > 0， 如 采 f 关 0， 


必须 对 于 上 互相 等 价 的 函数 不 加 区 别 , 即 认为 它们 是 空间 工 的 同一 元 素 . 特别 ， 
中 的 零 元 素 是 所 有 几乎 处 处 为 零 的 函数 的 总 体 . 这 时 (1) 式 具有 范 数 的 所 有 性 
质 . 于 是 我 们 便 有 如 下 定义 : 

定义 1 以 彼此 等 价 的 可 和 函数 类 为 元 素 的 赋 范 空间 称 为 空间 工 ;在 L 中 ,元 
素 的 加 法 与 元 素 乘 以 数 象 普通 的 函数 的 加 法 和 数 乘 那样 定义 了, 范 数 由 公式 


A = | 1A) lap 
给 出 . 在 万 中 如 同 在 所 有 赋 范 空间 中 一 样 ,由 公式 


plf,8) = |f-gl 

来 引入 距离 . 可 和 函数 序列 在 这 个 距离 意义 下 的 收敛 性 称 为 平均 收敛 . 可 以 假定 空 
间 工 由 复 函 数组 成 ( 复 Li ) ,或 认为 仅 由 实 函 数组 成 ( 实 五 ). 本 节 的 内 容 包括 了 这 
两 种 情形 . 

下 述 事 实 对 许多 分 析 问 题 极 为 重要 . 

定理 1 空间 L 是 完备 的 . 

证 明 设 { 思 是 瑟 中 的 基本 列 , 即 当 m,m 一 o 时 

|f, 一 太 让 一 0. 

那么 可 以 找到 下 标的 递增 序列 {nn 1 ,使 得 


[fy fa = {fC%) -As) [dp < 1 


由 此 不 等 式 和 列 维 定理 推出 :级 数 
fol+t | 六- 所 |+… 

在 对 上 几乎 处 处 收敛 . 于 是 级 数 
万 +( 太 -万 ) + 

在 站 上 几乎 处 处 收敛 于 某 个 函数 
Hz) = lim fs(%). 

这 样 一 来 ,L 中 的 基本 列 含有 几乎 处 处 收敛 的 子 序列 . 
@ 要 确切 地 :在 五 中 的 每 个 元 素 ,是 彼此 等 价 的 可 和 函数 类 ;为 将 两 个 这 样 的 类 相 加 ,必须 在 两 类 中 各 


取 一 代表 且 把 包含 所 选 代表 之 和 的 类 解释 为 和 . 显然 ,此 和 不 依赖 于 代表 的 选取 . 对 于 万 中 元 素 乘 以 数 的 运算 
也 类 似 . 
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现在 证 明子 序列 |f,|} 平均 收敛 于 同一 函数 f. 由 于 序列 11 是 基本 序列 ,对 于 任 
意 固定 的 a>0 和 所 有 充分 大 的 上 与 1, 有 


JAD -f(x) ld < 
根据 法 图 ( Fatou) 定理 , 当 三 *o 时 在 这 个 不 等 式 里 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 . 于 是 ,有 
As -fx) | dn se， 


由 此 得 出 fe 工 Ei yf 但 是 根据 基本 序列 含有 收敛 于 某 一 极限 的 子 序列 ,可 以 推 
出 这 个 基本 列 也 收敛 于 同一 极限 . 定理 得 证 

2. Zi; 中 处 处 稠密 的 集合 ”对 任意 在 世上 可 和 的 函数 几 及 任意 的 。 >0, 存 在 这 
样 一 个 简单 可 和 函数 p(x%) ,使 得 


[If() -p(x) | < 


其 次 ， 由 于 对 在 集 局 ,五 ,… 上 取 值 分 别 为 ,7 ,… 的 简单 可 和 函数 ,其 积分 定义 为 
级 数 


2 Yn E,) 


的 和 (在 此 级 数 绝对 收敛 的 条 件 下 ) ,显然 ,可 以 把 任何 简单 可 和 函数 表 成 仅 具 有 有 
限 个 数值 的 简单 函数 序列 (在 平均 意义 下 的 ) 极 限 . 于 是 , 仅 具 有 有 限 个 数值 的 函数 
( 即 是 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 ) 在 空间 L 中 处 处 稠密 . 

设 RR 是 一 度量 空间 ,在 其 中 引入 满足 如 下 条 件 的 测度 ( 即 在 欧 几 里 得 空间 或 在 
许多 其 他 实际 上 有 价值 的 情形 下 , 勒 贝 格 测度 满足 的 条 件 ) :在 RR 中 的 一 切 开 集 与 一 
切 闭 集 均 可 测 , 且 对 任何 可 测 集 MCR 及 任意 s >0 ,存在 出 这 样 的 开 集 GDM ,使 得 

u(G/M) < &. (2) 
于 是 下 述 定理 为 真 : 

定理 2 所 有 连续 消 数 的 集合 在 L1(R,n) 中 处 处 稠密 . 

证 明 根据 前 面 所 说 的 只 需 证 明 , 任 何 只 具有 有 限 个 数值 的 简单 函数 ,是 连续 
函数 序列 在 平均 收敛 意义 下 的 极限 . 其 次 ,因为 任何 具有 有 限 个 数值 的 可 和 简单 函 
数 ,是 有 限 测度 可 测 集 的 特征 函数 xw (x) 的 线性 组 合 ,那么 只 需 对 特征 本 数 进 行 证 
明 . 设 W 是 度量 空间 尺 中 的 可 测 集 , 且 j(M) < %. 于 是 从 条 件 (2) 立 即 推 得 ,对 于 任 
意 s >0 可 以 找到 闭 集 Fi 和 开 集 Gy ,使 得 

Fr 和 CHMHCGO 且 HAGy) -AR) < ae 


中 参看 第 五 章 84 第 7 段 中 的 习题 . 


81. 空 间 Li 。 297 ， 


定义 函数 p。(x) 如 下 9: 
p(x%,R/Gu) 

Pe(%) = GRIGH) + ple Py) 
此 函数 当 x E R/Gy 时 为 零 , 当 x E Fy 时 等 于 1. 由 于 函数 p(x,Fy) 及 p(x,R/Gy) 
连续 且 两 个 函数 的 和 恒 不 为 零 , 可 见 函数 p,(%) 是 连续 的 . 函数 Ixx -po | 在 Gy/Fy 
上 不 超过 1 ,在 集 Gy/Fy 外 为 零 . 因此 


| lx C%) - ps(%) | du < 2， 


由 此 就 推 得 定理 的 论断 . 

显然 ,空间 L(X,n) 还 依赖 于 空间 XX 的 选择 及 在 此 空间 中 测度 j 的 选择 . 例如 ， 
如 采 测 度 凡 集中 于 有 限 个 点 ,那么 L(X,n) 实 际 是 有 限 维 的 空间 . 无 穷 维 的 ,但 含有 
处 处 稠密 的 可 数 子 集 的 空间 万 在 分 析 中 起 着 重要 的 作用 . 为 了 刻画 这 样 的 空间 L， 
还 要 引入 一 个 本 质 上 属于 一 般 测 度 论 的 概念 . 

定义 2 测度 人 称 为 具有 可 数 基 的 测度 ， 如 果 存 在 空间 XX 的 可 测 子 集 的 这 样 的 
可 数组 .名 = {4,} (n=1,2,…)( 测 度 久 的 可 数 基 ) ,使 得 对 任何 可 测 的 MCX 与 任意 
的 &>0, 总 可 找到 这 样 的 A; E .有 ,有 

u(MAA,) < 2. 


特别 ,如 采 测 度 可 以 表 为 定义 在 某 个 可 数 半 环 马上 的 测度 m 的 勒 贝 格 扩张 ， 
则 测度 jy 有 可 数 基 . 事实 上 ,在 这 种 情况 下 环 咒 ( 吾 ) (显然 , 它 是 可 数 的 ) 乃 是 所 求 
的 基 . 由 此 可 以 看 出 ,例如 ,区 间 上 的 勒 贝 格 测度 具有 可 数 基 , 因 为 对 于 勒 贝 格 测度 
可 取 以 有 理 数 为 端点 的 半 开 区 间 的 总 体 作 为 所 求 的 半 环 . 

具有 可 数 基 的 两 个 测度 ji 与 pv 的 积 人 = 上 AQ@m 同样 具有 可 数 基 , 因为 很 容易 
验证 ,测度 jy 的 基 中 的 元 与 测度 A 的 基 中 的 元 之 积 的 有 限 和 ,形成 测度 j= @p 
的 基 . 所 以 平面 上 (同样 ,在 n 维 空间 中 ) 的 勒 贝 格 测度 有 可 数 基 

设 


41 42 ,A ， ”” (3) 
是 测度 j 的 可 数 基 . 易 见 ,经 扩充 集 组 (3) ,可 以 形成 这 个 测度 的 一 个 新 可 数 基 
A) ,A, 4 (4) 


这 个 新 可 数 基 对 减法 、 取 有 限 和 与 有 限 交 这 些 运算 是 封闭 的 , 即 是 一 个 环 . 

定理 3 如 末 测 度 hw 有 可 数 基 , 那 么 在 L1(X,n) 中 存在 可 数 的 处 处 稠密 的 函 
数 集 . 

证 明 我 们 证 明 , 有 限 和 


Q@ p(x,4) 表 示 点 * 到 集 4 的 距离. 
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n 


DA (5) 


在 L(X,p) 中 形成 一 可 数 的 .处 处 稠密 的 集合 ,其 中 c, 是 有 理 数 ,而 f; 是 测度 /之 
可 数 基 的 元 的 特征 函数 

这 个 集 的 可 数 性 是 显然 的 ,我 们 证 明 这 个 集 在 石 (X,w) 中 处 处 稠密 . 如 我 们 已 
经 指出 的 , 仅 具有 有 限 个 数值 的 阶梯 函数 所 成 的 集 在 L, 中 处 处 稠密 . 因为 任意 这 样 
的 函数 ,可 以 用 同类 型 的 但 只 取 有 理 值 的 函数 来 任意 准确 地 逼近 ,所 以 只 需 证 明 
在 集 


局 ,PP UU E=X, izjHE,NE= 2) 
i=1 


上 分 别 取 值 为 
yi yy 《所 有 Y; 是 有 理 数 ) 
的 任意 阶梯 函数 ,可 以 在 工 度量 的 意义 下 用 形 如 (5 ) 的 函数 任意 准确 地 到 近 . 根据 
”所 作 的 说 明 ,不 失 普 遍 性 可 以 假设 测度 j 的 基 是 环 . 
根据 测度 jy 的 可 数 基 的 定义 ,对 任意 a >0 ,在 基 中 存在 这 样 的 集 4 ,4，,…,4 ， 
使 得 
LL(E:AA,) < 2. 
今 
A = A/ UA (k=1,2,,n); 
定义 三 , 令 
yx, 当 多 二 A',， 
f(x) = n 
0, 当 x ER/U 4 
易 见 ,对 充分 小 的 = ,测度 
nlx: f(x) ¥f "(x)| 
任意 小 . 因此 对 充分 小 的 e ,积分 


Ka -f° (x) | op < (max | ys | plx: fx) #7° (%)| 


任意 小 . 

根据 我 们 对 测度 w 的 基 所 作 的 假定 ,函数 广 是 形 如 (5) 的 函数 . 

定理 证 毕 . 

对 于 式 是 数 直线 上 的 区 间 , 是 勒 贝 格 测度 这 种 特殊 的 情形 ,例如 可 更 简单 地 
取 所 有 的 具有 有 理 系数 的 多 项 式 的 集合 ,作为 L 中 可 数 的 、 处 处 稠密 的 集合 . 这 个 


$2. 空 间 7 . 799 。 


集合 在 连续 函数 集合 中 处 处 稠密 (甚至 是 在 一 致 收敛 的 意义 下 ) ,而 连续 函数 的 集合 
在 L1(X,n) 中 形成 处 处 稠密 的 集合 . 


82. 空间 工 


工 定义 与 基本 性 质 ”如 我 们 所 见 , 空 间 Li 是 完备 的 赋 范 ( 即 巴 拿 赫 ) 线性 空 
间 . 但 它 不 是 欧 几 里 得 空间 ,因为 定义 在 此 空间 上 的 范 数 不 能 借助 任何 内 积 给 出 . 由 
第 三 章 $4 第 8 段 所 建立 的 平行 四 边 形 定理 可 推出 这 点 . 例如 对 于 在 闭 区 间 [0,27] 
可 积 的 函数 /二 1,g = sin x ,关系 式 

lf+gl + lf-gl =2(1fl1 + lgl’) 

在 工 中 不 成 立 . 

取 平 方 可 积 的 函数 的 总 和 ,可 以 建立 不 仅 是 赋 范 的 ,而 且 是 欧 几 里 得 的 泛 函 空 
间 . 我 们 引入 相应 的 定义 . 首先 考虑 在 某 个 给 定 了 测度 的 空间 XX 上 定义 的 实 函 数 
假定 所 有 这 些 函 数 是 可 测 的 且 在 上 几乎 处 处 有 定义 . 彼此 等 价 的 函数 不 加 
区 别 . 

定义 1 函数 f 称 为 在 X 上 平方 可 积 的 函数 ,如 果 积 分 


|f? (x) 


存在 (有 限 ). 所 有 这 样 的 函数 的 总 和 用 L,(X,u) 表示 ,或 者 简 记 为 
我 们 来 确立 平方 可 积 函 数 的 基本 性 质 
(1) 两 个 平方 可 积 的 函数 之 积 是 可 积 函 数 . 
这 可 由 不 等 式 


Ke)g(z) | < 3[f° (x) + 村 (9)] 


及 勒 贝 格 积分 的 性 质 直 接 推 出 . 

推论 ”任何 在 具有 有 限 测度 的 空间 中 平方 可 积 的 函数 /是 可 积 的. 

事实 上 ,只 要 置 g(x)=1 并 应 用 性 质 1 即 可 . 

(2) 两 个 瑟 中 函数 之 和 同样 属于 工 ,. 

实际 上 ， 

(f(x) + g(x)) Sf (x) +2|f(x)g(x) | +8 (x). 

由 于 性 质 1 ,右边 的 三 项 中 每 一 项 都 是 可 积 的 . 

(3) 如 果 f EL ,a 是 任意 的 一 个 数 , 那 么 af E LL. 

实际 上 ,如 果 f EL ,那么 


[oft) Td = oe f(x) dy < me 
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性 质 2 与 性 质 3 表明 ,L, 中 函数 的 线性 组 合 仍 属于 瑟 ; 同 时 ,显然 疡 中 函数 的 加 法 
以 及 把 这 样 的 函数 乘 以 数 的 运算 满足 线性 空间 定义 中 所 列举 的 一 切 条 件 ( 第 三 章 
$ 1). 于 是 平方 可 积 函 数 的 总 和 产 是 线性 空间 . 

现在 ,在 L 中 定义 内 积 为 


Cg) = [f(x) g(r) dy 


很 明显 ,内 积 定 义 (参看 第 三 章 $4) 中 的 所 有 条 件 都 满足 , 即 

1) (f,g) = (g,f), 

2) (fi+f,8) = (fi,8) + (f,8), 

3) (af,g) =al(f,g), 

4) (f,f) >0, 如 有 果 f 尖 0. 
特别 地 ,条 件 4) 是 由 彼此 等 价 的 函数 不 加 区 别 这 件 事 来 保证 的 (于 是 ,可 取 在 上 
等 价 于 f=0 的 所 有 函数 的 总 和 作为 零 元素 ). 

这 样 ,对 于 平方 可 积 的 函数 ,引入 加 法 和 数 乘 运算 以 及 引入 内 积 以 后 ,我 们 便 得 
到 下 面 最 终 的 定义 . 

定义 2 由 彼此 等 价 的 平方 可 积 函 数 类 所 组 成 的 线性 空间 是 欧 几 里 得 空间 ,其 
中 内 积 由 公式 


(18) = Nx) g(x) dp 
定义 
在 万 ,如 同 在 一 切 殉 几 里 得 空间 中 一 样 , 成 立 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 和 
三 角形 不 等 式 ,在 这 里 这 两 个 不 等 式 的 形式 为 


(fA als) dy) < °Cx) op f(s) 


VV) + ebx)) dn < VC) dp + fas) dp 


特别 , 当 j(X) <% 及 g(x) 二 1 时 , 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 变 为 如 下 有 用 的 估 
计 式 : 


(fw am) <n) °C) op (1) 


| 
A = VHD = N(x) 


定义 ,而 函数 与 g 之 间 的 距离 由 公式 


LL 中 的 范 数 由 公式 
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plfs8) = |f -gl = NV) -eg(z)) dy 


je) -g(x)) dy = -el 


也 称 为 函数 /与 8 彼此 之 间 的 均 方差 . 

在 空间 L 度量 意义 下 函数 序列 的 收敛 称 为 均 方 收敛 . 如 果 不 致 于 把 这 种 收敛 
与 上 一 他 所 征 义 的 疡 中 的 收敛 混淆 时 ,我们 在 这 里 也 将 应 用 更 简单 的 术语 “平均 
收敛 

定理 1 当 Jj(X) <% 时 ,空间 L(X,u) 是 完备 的 . 

证 明 设 if! 是 工 中 的 基本 列 , 即 

当 n,m > % 时 , ||f, -fl 一 0， 
那么 ,由 估计 式 (1) 得 


WAC -fn(%) | du 大 (11 fx) ) dp 


< elu(X)1”, (2) 

即 序列 11 在 空间 工 的 度量 下 也 是 基本 列 . 重复 证 明 空间 L 完备 性 时 所 进行 的 论 

证 ,从 | 万 } 中 选取 子 列 |f,| ,使 得 该 子 列 几乎 处 处 收敛 到 某 一 函数 对 子 序列 中 的 
各 项 , 当 上 与 1 充分 大 时 ,不 等 式 


[G(x) -f(x)) dy < es 
为 真 . 应 用 法 图 定理 , 当 />w 时 ,可 以 在 不 等 式 中 取 极 限 . 我 们 得 到 
[CC%) -Rs))?qu < e， 
由 此 推 得 f EL 及 太一 大 为 了 完成 余下 的 证 明 ,如 在 $1 定理 1 中 一 样 ,只 要 利用 下 
面 的 事实 :如 果 基 本 列 包含 收敛 子 列 ,那么 这 个 基本 列 本 身 也 收敛 于 同一 极限 
2. 无 穷 测度 的 情形 我 们 仅仅 研究 了 定义 在 测度 有 限 的 某 个 空间 X 上 的 平方 
可 积 函 数 . 这 时 ,条 件 (X) < % 的 应 用 是 十 分 重要 的 . 即 在 第 一 步 证 明 平 方 可 和 函 


数 是 可 和 的 ,首先 应 用 了 这 一 条 件 , 其 后 ,在 导出 借以 证 明 空间 L 的 完备 性 时 所 用 
的 不 等 式 (2) 时 ,又 用 了 这 一 条 件 . 如 果 在 测度 为 无 穷 的 集合 (例如 ,在 具有 勒 贝 格 


测度 的 全 直线 ) 上 研究 函数 ,那么 并 非 任何 [的 函数 都 属于 L. 例如 ,函数 一 一 一 
V1l+x 
在 全 数 轴 上 是 不 可 积 的 ,但 它 的 平方 却 可 积 . 其 次 , 当 w(X) < m 时 ,不 等 式 (1) 成 


立 , 这 意味 着 ,由 函数 序列 在 疡 中 收敛 可 推出 它 在 五 中 收敛 . 而 当 j(X) = %w 时 ,这 
也 不 成 立 : 例 如 在 数 轴 上 的 函数 序列 
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Ia， 当 |x| 三 m， 
0 ， 当 |x| > 了 ， 
在 直线 上 的 平方 可 和 函数 空间 疡 ( - % ,% ) 中 收敛 到 零 , 但 是 在 六 ( - om ,o ) 中 却 
不 收敛 于 任何 极限 . 然而 , 当 j(X) = % 时 ,空间 L 完备 的 定理 仍然 正确 由 

我 们 来 证 明 这 个 论断 . 如 同 在 第 五 章 85 第 6 段 我 们 引入 对 测度 无 穷 的 集合 的 
积分 概念 时 所 作 的 那样 ,假定 整个 空间 X 可 表 为 测度 有 限 的 集合 的 可 数 和 . 设 

X=U Xk) <w,nymHX NY, = 8 
n=1 


pn(X) = | 


是 这 样 的 表示 ; 设 |f| 是 L,(X,n) 中 的 基本 列 . 于 是 ,对 任意 >0 存在 这 样 的 入 ,使 
得 对 所 有 的 ,Ll 三 NN， 


[fiCs) -f(x) dy < e 


引入 记号 
xX)， 当 x EX,， 
p'™ (x) = 人 
0 ， 对 其 余 的 x. 


根据 勒 贝 格 积分 的 o 可 加 性 ,有 
Jo -tO Pa = Df Po -AptD] < 
对 每 一 个 有 限 的 MM 更 加 成 立 
> | UPGD -fms) Td < (3) 
在 每 个 ,上 平方 可 积 的 丙 数 的 总 和 是 完备 空间 . 轩 
f "(4) = lim f(a) 


(这 里 的 收敛 性 应 理解 为 在 空间 瑟 ( 艺 ,pn) 的 收敛 性 ) ,我 们 可 以 在 不 等 式 (3) 中 当 
/一 oo 时 取 极 限 ,得 


2 上 LE) -f(x)] dh se. 
因为 这 个 不 等 式 对 任何 MM 都 成 立 ,那么 在 此 不 等 式 中 可 以 令 Mw 取 极限 . 于 是 有 
> | UG) -fID < 


奇 对 于 x EX,, 今 


@ 在 8$1 中 所 作 的 空间 靖 完备 性 的 证 明 ,显然 不 依赖 于 空间 和 的 测度 有 限 的 假定 . 
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f(x) = 太 ”(z)， 
则 我 们 可 以 把 上 述 不 等 式 改写 成 


[Co) -f(x)]’du 三 2. 


由 此 推出 / E L(X,p) 及 序列 {f| 收敛 于 了 
习题 定义 L(X,y) 为 彼此 等 价 的 函数 类 的 总 和 ,其 中 每 个 函数 /满足 | fx) | "dw < %， 


而 1 <p < .证 明 工 (Xp) 是 关于 范 数 上 /1 = (| (x) | "qn)” 的 巴 拿 赫 空间 


3. 在 乙 中 处 处 稠密 的 集合 . 同 构 定理 ”这 样 ,平方 可 积 函 数 空间 L,(X,n) 是 完 
备 的 欧 几 里 得 空间 . 除了 退化 的 情形 外 ,这 个 空间 的 维 数 是 无 穷 的 . 从 各 种 应 用 的 观 
点 ,在 分 析 中 重要 的 是 阐明 什 么 时 候 空 间 环 (X,w) 是 可 分 的 , 即 含有 可 数 的 处 处 笛 
密 的 集合 . 在 $ 1 我 们 证 明了 ,对 于 空间 L(X,y) ,由 测度 的 可 数 基 的 存在 性 可 推 
出 可 分 性 . 不 难 验 证 ,这 个 条 件 也 保证 [,(X,) 的 可 分 性 . 事实 上 ,L,(X,n) 中 的 每 
个 函数 可 以 以 任意 的 准确 度 用 这 样 一 些 函数 逼近 :其 中 每 个 函数 都 在 某 个 测度 有 限 
的 集合 外 为 零 @. 其 次 ,在 证 明 §1 定理 3 时 所 作 的 论证 表明 ,在 这 样 一 些 函 数 的 集 
合 中 可 以 选 出 可 数 的 、 处 处 稠密 的 集合 . 

于 是 ,如 果 测 度 jw 有 可 数 基 , 那 么 空间 L,(X,n) 是 完备 的 可 分 欧 几 里 得 空间 . 换 
名 话说 ,放下 L,(X,u) 有 有 限 维 数 的 情况 不 提 , 我 们 得 到 如 下 结果 :如 果 测 度 yw 有 可 
数 基 ,那么 L,(X,u) 是 可 分 希 尔 伯 特 空间 . 

根据 希 尔 伯 特 空间 关于 同 构 的 定理 ,这 意味 着 所 有 这 样 的 [,(X,n) 彼 此 同 构 . 
特别 ,每 一 个 这 样 的 L( 针 ,y) 与 空间 1 同 构 ,这 里 空间 4 是 平方 和 收敛 的 数列 空间 . 
当下 可 数 时 六 可 看 作 [,(, 凡 ) ,而 凡 定义 在 的 所 有 子 集 上 , 且 对 每 个 点 jw 等 于 1 
下 面 我 们 将 仅仅 考虑 与 具有 可 数 基 的 测度 相对 应 的 [,(X,). 当 不 致 发 生 误解 时 ， 
每 一 个 这 样 的 空间 都 简 记 为 L. 

如 同 我 们 已 解释 过 的 ,由 于 空间 L 是 希 尔 伯 特 空间 的 实现 第 三 章 $ 4 中 所 确立 
的 抽象 希 尔 伯 特 空间 的 所 有 概念 与 事实 都 可 移植 到 L, 中 来 . 

特别 ,根据 里 斯 定理 , 希 尔 伯 特 空间 厂 中 的 所 有 线性 泛 函 都 可 表示 为 内 积 的 
形式 : 

F(h) = (h,a), 

其 中 a 是 五 中 的 一 个 固定 向 量 . 所 以 L 中 所 有 的 线性 泛 函 具有 如 下 形式 


F(f) = [f(x)g(s) dy, 
其 中 & 是 X 中 国定 的 平方 可 积 函数 


中 ”如果 j(X) < % ,那么 这 步 可 以 省 去 . 
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4. 复 空间 L， 我 们 刚刚 研究 过 实 空间 到. 所 叙述 的 结果 很 容易 推 到 复 空间 的 
情形 . 假设 /是 定义 在 某 具 有 给 定 测 度 的 空间 下 中 的 复 函 数 , 如 采 积 分 


| ae) lg 
有 限 , 则 称 ,为 平方 可 积 函数 . 用 通常 的 方式 定义 了 这 些 函 数 的 加 法 与 数 乘 ,并 用 


公 王 
(8g) = | f(x) gl%) dn 


引入 内 积 ,我 们 得 到 欧 几 里 得 空间 ,此 空间 被 称 为 复 空 间 L. (这 时 ,如 同 实 空间 的 情 
形 ,我 们 认为 彼此 等 价 的 函数 是 空间 的 同一 个 元 素 . ) 这 个 空间 是 完备 的 ,而 如 果 测 
度 允 有 可 数 基 ,那么 它 也 是 可 分 的 . 这 样 一 来 (除去 有 限 维 的 情形 ) 我 们 得 到 , 与 具有 
可 数 基 的 测度 相对 应 的 复 空间 L, 是 复 可 分 希 尔 伯 特 空间 . 所 有 这 样 的 空间 彼此 同 
构 , 第 三 章 $4 中 所 叙述 的 结果 对 于 这 些 空间 都 正确 . 

5. 均 方 收敛 及 它 与 其 他 类 型 的 泛 函 序列 收敛 性 的 联系 ”在 空间 书 中 引入 范 
数 ,从 而 对 平方 可 积 函数 我 们 定义 了 下 面 的 收敛 概念 :如 果 


lim |LA(x) -Kxz)]?gu = 0， 
则 


万 一 上 


我 们 把 这 样 的 收敛 称 为 均 方 收敛 . 我 们 来 看 ,这 样 的 收敛 性 是 怎样 与 其 他 类 型 泛 函 
序列 的 收敛 性 相 联系 的 . 首先 假定 空间 -“ 承 载 子 ”X 的 测度 是 有 限 的 . 

(1) 如 果 L,(X,p) 中 的 函数 序列 {| 在 L(X,n) 的 度量 下 收敛 ,那么 这 个 序列 
在 疡 (YA) 度 量 下 也 收敛 . 

事实 上 ,根据 不 等 式 (2) 有 


[fC%) -fx) lap < [uC {U(x) -Ke))2du] 2， 


由 此 可 推出 我 们 的 论断 . 
(2) 如 末 序 列 i 太 | 一致 收 敛 ,那么 它 均 方 收 伍 . 
事实 上 ,对 于 每 个 e >0, 对 所 有 充分 大 的 有 


If.(x) -f(x)| < e， 
因此 


[fx) -fx) J op < ep(%), 
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由 此 可 推出 我 们 的 论断 . 

《3) 如 果 可 和 函数 序列 {| 平均 收敛 , 则 它 在 关上 依 测度 也 收敛 . 

这 个 论断 可 从 契 贝 谢 夫 (ge6srmrep) 个 等 式 (参看 第 五 章 $5 第 4 段 ) 立 即 推 出 . 

由 此 及 第 五 章 $4 定理 8 推出 : 

(4) 如 果 序 列 {f|} 平 均 收敛 ,那么 从 这 个 序列 中 可 选 出 几乎 处 处 收 钱 的 子 序列 
(fl}. 

我 们 指出 ,在 证 明 关 于 空间 6 的 完备 性 定理 时 ,我 们 已 经 建立 了 这 一 事实 ,但 
当时 并 未 凭借 第 五 章 $4 的 定理 8. 

不 难 验 证 ,从 某 个 序列 的 平均 收 合 性 (甚至 于 是 均 方 收敛 ) ,一 般 说 来 不 能 推出 
它 几 乎 处 处 收敛 . 实际 上 ,在 第 五 章 $4 第 6 段 所 构造 的 序列 {| 平均 (甚至 于 均 
方 ) 收 敛 于 f=0, 而 同时 ,但 是 如 我 们 所 见 ,这 时 它 在 每 一 个 点 上 都 不 收敛 于 零 . 反 
之 ,序列 {| 可 能 几乎 处 处 (甚至 于 处 处 ) 收敛 而 同时 却 不 平均 收敛 . 例如 我 们 考虑 
财 区 间 [0,1j 上 的 函数 序列 
n, 当 xE(0,1nr]， 
0， 对 其 余 的 x. 
显然 ,对 所 有 x E10,1],f.(x) 一 0. 但 是 ,这 时 对 任何 nn, 却 有 


f.(x) = | 


[ fx) dx =1. 
在 1(X) < o 时 各 种 类 型 的 收敛 之 间 的 联系 ,可 用 下 面 的 图 解 表示 : 


均 方 收敛 ( 疡 ) 几乎 处 处 收 化 
平均 收敛 ( 工 ) 依 测度 收敛 


其 中 向 上 的 箭头 表示 ,可 以 从 依 测度 收敛 的 序列 中 抽取 几乎 处 处 收 伍 的 子 
序列 . 

在 i(X) = % 的 情形 (例如 对 于 在 具有 勒 贝 格 测 度 的 数 轴 上 的 函数 ) ,前 面 所 建 
立 的 联系 已 经 不 成 立 了 . 例如 序列 


1/Yn， 当 |x|=<n, 


0 ， 当 |x|>n 


f.(x) = | 
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在 整个 数 轴 上 一 致 收敛 于 函数 . 主 0 ,然而 这 个 序列 既 不 平均 收敛 ,也 不 均 方 收敛 . 其 
次 , 当 A(X) = % 时 ,如 我 们 已 经 指出 过 的 ,由 均 方 收敛 ( 即 在 疡 中 的 收敛 ) 不 能 得 出 
同一 序列 平均 收敛 ( 即 在 工 中 收敛 ). 

此 外 我 们 指出 ,无论 是 当 j(X) < o ,尤其 是 w(X) = % ,一 般 说 来 从 平均 收敛 不 
能 推出 均 方 收敛 . 


$ 3. 工 ,中 的 正 交 函 数 系 . 按 正 交 系 展开 的 级 数 


在 第 三 章 $ 4 中 对 欧 几 里 得 空间 所 建立 的 一 般 定理 告诉 我 们 ,在 L 中 存在 完备 
正 交 (特别 ,标准 正 交 ) 函数 系 . 例如 ,把 在 那里 所 叙述 的 正 交 化 方法 应 用 到 某 个 完 
系 , 便 可 以 得 到 完备 正 交 系 . 如 果 在 L, 中选 好 某 个 完备 正 交 系 |p, | ,那么 仍然 按照 
第 三 章 $ 4 相应 的 一 般 结果 ,每 个 元 E 环 可 以 表 为 级 数 和 


f= 之 cogr 
此 级 数 即 函数 /关于 正 交 系 |g。} 的 伟 里 叶 级 数 ,其 中 系数 c, 是 函数 /关于 系 p, 的 伟 
里 叶 系 数 ,决定 于 公式 
= fp (Col? = [p(w) a) 


在 本 节 我 们 研究 在 空间 L 中 最 重要 的 正 交 系 的 例子 及 与 此 相应 的 展开 . 
1. 三 角 函 数 系 . 傅 里 叶 三 角 级 数 ”考虑 在 闭 区 间 [ -7,m] 上 具有 通常 勒 贝 格 
测度 的 平方 可 积 函 数 的 空间 L[ - 7,7r]. 在 这 个 函数 空间 中 函数 


1 ,cosnx,sinnx (n=1,2,.…) (1) 


组 成 一 个 完备 正 交 系 , 称 为 三 角 函 数 系 . 其 正 交 性 易于 通过 直接 计算 进行 验证 , 例 
如 , 当 n 关 m 时 


| ce nx cos mxdx = 2 | [oos > 一 Y 二 cos 工 > | dx =0 


等 等 . 系 (1) 的 完备 性 可 从 关于 用 三 角 多 项 式 通 近 任意 连续 的 周期 函数 的 魏 斯 特 拉 
斯 定理 推出 由 系 (1) 不 是 标准 的 . 相应 的 标准 系 是 由 函数 
1 COS nx sin nx 
V27 VT Vn 
组 成 的 . 设 / 是 L[ -7,7] 中 的 函数 ; 它 的 关于 函数 1 ,cos nx sin nx 的 傅 里 叶 系 数 通 


(n 二 1 ,2,.…) 


中 在 第 八 章 $2 我 们 将 证 明 费 耶 定理 (这 个 定理 是 魏 斯 特 拉 斯 定理 的 加 强 ). 从 而 给 出 三 角 函 数 系 完备 
性 的 证 明 ( 当然 ,这 个 证 明 不 依靠 这 里 所 叙述 的 事实 ). 
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常 表 为 go/2,a, 和 b,. 于 是 按照 传 里 叶 系 数 的 一 般 公 式 ,我 们 有 


Uo 


= 站) 即 mw= 二 三 Ad 


a, = 一 | f(x)cos nxdx,b, = 一 | f(x)sin nxdx. 
71 -7 TT J -7 


对 应 的 仿 里 叶 级 数 具 有 如 下 形式 : 
> + Dancos nx + bsin nx 

且 对 任意 函数 ,六 E L, ,上 述 级 数 正 是 均 方 收敛 于 f 如 果 

S (x) = 好 + Sancos kx + b,sin kx 
是 依 里 叶 级 数 的 部 分 和 ,那么 f 的 均 方差 5, 可 由 公式 

MD -SO = Po 人 (全 + 六 全 + 克 

求 得 . 对 给 定 的 ”, 在 所 有 的 三 角 多 项 式 

7 (n) = 好 + > quco: kx + B,sin kx 


当中 , 传 里 叶 级 数 的 部 分 和 5, 给 出 函数 故 在 工 的 度量 下 ) 的 最 佳 通 近 . 关于 三 角 范 
数 系 的 贝 塞 耳 不 等 式 具 有 如 下 形式 : 


和 + > +b? < = f° (x)d, 
但 是 由 于 三 角 肾 数 系 是 完备 的 ,事实 上 对 工 中 的 任意 孔 数 成 立 帕 塞 岂 尔 等 式 

和 + Se +b? = = f°(x) dx 
对 任意 函数 ,FE 天 ,其 傅 里 时 系数 的 平方 构成 一 个 收敛 级 数 . 反之 ,如 果 数 ao ,a, ,2b， 
(n =1,2,…) 使 得 级 数 并 + 大 收 剑 ,那么 级 数 


Ooc 
a 

0 . 
一 十 > a,cos nx 十 Sin nx 


2 

同样 (在 二 中 ) 收 敛 , 而 其 和 就 是 以 ao ,a, ,6; 为 依 里 叶 系 数 的 函数 . 
所 有 这 些 ( 由 第 三 章 $4 的 一 般 结果 直接 推出 的 ) 论断 很 容易 转移 到 给 定 在 任 
意 长 的 区 间 ( 比如 说 | -2 中 ) 上 的 函数 上 去 . 如 果 f 是 [| -中 上 的 平方 可 和 函数 , 那 
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么 代 换 x =7t/l, 即 1= 《rr 把 f(1) 变 为 [ -7,7] 上 的 函数 (x) -A(2} 
因此 ， 


_1r Pt ，-_ 
an = 7 | fieos ) di,n = 0,1, 


+ | fsin Pdi,n = 1.2，… 
对 给 定 在 长 为 21 的 区 间 上 的 函数 ,其 健 里 叶 级 数 为 


in nmi 
一 十 a, cos 一 
> 


注 1 闫 加 数 学 家 香里 叶 有 人 的 数学 物理 方面 的 工作 首先 在 热传导 理论 中 
应 用 了 三 角 级 数 . 其 实 , 关 于 a, 与 5, 的 公式 已 为 欧 拉 所 发 现 . 后 来 ,在 黎 曼 、 狄 利克 雷 
及 其 他 人 的 工作 中 ,三 角 级 数 的 理论 得 到 了 发 展 . 最 初 , 术 语 “ 傅 里 叶 级 数 "“ 传 里 
叶 系数 “等 等 正 是 与 三 角 函 数 系 相 联系 ,后 来 ,相当 迟 才 开始 在 第 三 章 $ 4 所 叙述 的 
一 般 意义 下 使 用 这 些 术 语 ( 即 适 用 于 任意 欧 几 里 得 空间 中 的 任意 正 交 系 ). 

注 2 从 三 角 函 数 系 的 完备 性 与 第 三 章 $4 的 一 般 定理 得 知 ,对 于 任意 f € 疡 ， 
其 傅 里 叶 级 数 


Ooc 
a 
0 . 
7 + > Q,CoOS nx + b,sin nx 
n=1 


平均 收敛 于 所 给 函数 /然而 ,从 分 析 的 具体 问题 的 观点 来 看 ,更 重要 的 是 建立 这 个 
级 数 在 另外 的 意义 下 收敛 的 条 件 ( 比如 说 在 每 点 收敛 或 一 致 收敛 的 条 件 ). 在 下 一 章 
我 们 研究 这 一 范围 的 问题 . 
2. 在 闭 区 间 [0,zr] 上 的 三 角 函 数 系 “函数 
1 ,cos x ,cos 2X ,…。 (2) 

与 

sin x ,Sin 2x,. (3) 
合 起 来 组 成 闭 区 间 [ -7,mr] 上 的 完备 正 交 系 . 我 们 证 明 这 两 个 系 (2) 与 (3) 中 每 一 
个 在 闭 区 间 [0,m7] 上 都 是 正 交 完备 的 . 正 交 性 可 直接 计算 来 验证 . 我 们 来 证 明 系 (2) 
的 完备 性 . 设 f 是 在 [0,m] 上 平方 可 积 的 函数 . 在 半 开 区 间 [ -7,0) 上 用 公式 

f/f(-x) = f(x) 
补充 定义 函数 f, 且 把 它 按 系 


l,cosnx,sinnx (n=1,2,.…) 


展 成 傅 里 时 级 数 . 由 于 现 已 定义 在 [ -~,] 上 的 函数 /是 偶 函 数 , 它 关 于 正弦 的 所 
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有 系数 为 堆 这 显然 立即 可 由 系数 公式 看 出 :对 偶 函数 /, 当 n>1 时 
| A)sin nxdx = f(sin nxdx + | As)sin nxdx 


= 一 | fx)sin nxdx + | Ax)sin nxdx 

=0. 
换 句 话说 ,可 以 用 系 (2) 的 元 素 的 线性 组 合 , 以 任意 精确 度 , 在 [ -7,7]( 从 而 在 [0， 
Tj ) 上 均 方 逼近 这 个 函数 . 由 此 得 出 函数 系 (2) 的 完备 性 . 类 似 地 ,可 以 证 明 系 (3) 
在 [0,7] 上 的 完备 性 ,这 只 要 先 把 给 定 在 [0,7] 上 的 函数 f 按 公式 

f(\-x) =-f\x) 


奇 延 拓 到 半 开 区 间 [ -7,0) 上 . 这 样 延 拓 后 所 得 到 函数 是 在 ( -7,m7] 上 的 奇 函数 ， 
且 在 此 闭 区 间 上 只 按 正弦 展开 . 
3. 复 形式 的 健 里 时 级 数 ” 如 果 应 用 欧 拉 公 式 


cos nx = te 及 sinnx = -©_ 
27 
可 以 把 三 角 级 数 紧凑 地 写 出 来 . 把 上 述 表达 式 代 入 传 里 叶 级 数 ,得 
0 二 ya cos nx + b,sin nx 
2 n=1 " " 
_ Uo < +e e 一 ea 
二 7 十 > (0, 一 ID ) 
_ ao ~ a, ~ ib, ,, a, + ib, 
二 7 十 之 7 e 十 e 
= > ce 
其 中 co =a0/2, 当 n>=1 
a, — ib, 
ce = 
" 2 
(4) 
Q 十 710 
2 
表达 式 
> ce™ 


称 为 复 形式 的 侍 里 叶 三 角 级 数 . 这 个 级 数 的 系数 c, 是 借助 公式 (4) 由 a, 与 5 来 表示 
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的 ;然而 ,对 于 它们 也 很 容易 写 出 直接 的 公式 . 事实 上 ,直接 计算 表明 
「 oie - jm _ | 0 当 1 天 m, 
-7 27 当 n=m. 


所 以 ,将 等 式 
f(x) = Dae” (5) 
乘 以 e-™(m =0, +1, +2,…) 并 积分 之 ,得 
| A ea - 27c ， 
即 
on = 72 fr)e ds (m=0,+1,+2,). (6) 


对 在 闭 区 间 [ -7,m] 上 平方 可 积 的 复 函 数 , 展 开 式 (5) 仍 然 有 效 . 换言之 ,函数 
e™ 在 闭 区 间 [ -7,m] 上 模 平 方 可 积 的 复 函数 空间 L,[ - 77,7] 中 构成 一 组 基 . 这 时 ， 
表达 式 (6) 正 是 在 这 个 复 空 间 中 /与 e™“ 的 内 积 . 


以 函数 e 代 替 e”, 可 以 把 上 面 说 的 移植 到 定义 在 任意 长 21 的 闭 区 间 上 的 复 
函数 空间 L,[ -1 由 中 去 . 
4. 勒 让 德 ( Legendre) 多 项 式 ”函数 
1 ,xx ,*: (7 ) 
的 线性 组 合 就 是 所 有 多 项 式 的 总 合 . 因此 , 系 (7) 在 任意 闭 区 间 上 函数 的 空间 中 
是 完备 的 2. 将 系 (7) 在 闭 区 间 [ -1,1] 上 按 内 积 
(fs8) = | fr) 
正 交 化 ,我 们 得 到 完备 正 交 系 
Qo(x) ,01(x) ,Q(x) ，… 
其 中 0, 是 n 次 多 项 式 . 我 们 来 证 明 ,每 个 多 项 式 0, 如 不 计 常数 因子 与 多 项 式 


_ d x2 _ 1\n 
R(x) = 了 (WE -1) 
是 相同 的 . 事实 上 ,一 则 系 {E,| 是 正 交 的 . 设 nm, 因 为 对 k=0,1,…,n--1, 有 
d” 2 n /2 n 一 
J -1) | 一 (x 1 ) 1 = 0. 


中 多 项 式 系 在 任意 闭 区 间 [a,5b] 上 平方 可 积 函 数 的 空间 [,[a,b] 中 的 完备 性 ， 可 由 魏 斯 特 拉 斯 定理 失 
出 . 这 个 定理 是 说 在 闭 区 间 上 的 任意 连续 函数 可 用 多 项 式 一 致 吉 近 . 参看 第 八 章 $2 第 2 段 . 
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那么 ,由 分 部 积分 ,得 
[RCR (x) de = -| 2 


人 (2 -1D" 二 (x —1)"dx 


一 。。。 (8 ) 
-CD)° [ED"]2-Du 


如 有 果 m <n, 那 么 上 式 中 最 末 一 个 积分 号 下 恒 为 零 ,由 此 得 出 系 {R,| 的 正 交 性 . 

青 则 ,显然 多 项 式 R, 是 nn 次 的 , 即 每 一 个 R, 属 于 由 系 (7) 前 n+1 个 元 所 生成 的 
子 空间 . 于 是 系 {R,| 与 系 {0,| 都 具有 下 述 性 质 : 

1) 正 交 性 ， 

2) 系 的 第 n 个 元 属于 由 元 1,x,… ,x” 生成 的 子 空间 . 

但 是 ,如 不 计数 值 因子 , 则 系 的 每 “个 元 由 这 两 条 性 质 唯一 确定 (第 三 章 8$4 定 
理 1). 

现在 来 求 R,(%) 的 规范 因子 . 在 n=m 的 情形 下 ,等 式 (8) 给 出 


| R(x) = (- "| | (oe -1)"|(x -1)"dx 


(nl! ) 2 @ 


一 (2n) 1 (1 -rd 2n+l 


换言之 ,多 项 式 ,的 范 数 等 于 n! 2"/ 元 二 二 . 于 是 多 项 式 系 


1 27 十 1 
DA 7 ER »(%) 
不 仅 是 正 交 的 ,而 且 是 标准 的 . 
通常 研究 的 人 由 人 


P(x) = (x -1)° 


1 二 
确定 的 多 项 式 . 这 些 多 项 式 称 为 勒 让 德 多 项 式 , 而 这 个 公式 称 为 罗 德 里 格 斯 
(Rodrigues) 公式 . 由 所 进行 的 计算 得 : 


) 0 ， 当 n zm, 

| PC)Pa(x)dx = | » 

| . RB] 一 , 
mr1l rm 


我 们 列 出 前 五 个 明显 的 勒 让 德 多 项 式 ， 


@ 最 后 的 这 个 积分 ,应 用 递 推 公式 或 把 它 归结 为 B - 函数 ,可 以 用 初等 方法 计算 出 来. 
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Po (x) = 
P(x) 一 X， 
3 1 
P, (x%) 一 pA 2， 
P(x) = 2 -3 
P,(x) = 35 x4 了 3 
4 8 4 8 


函数 在 闭 区 间 [ -1,1] 上 的 勒 让 德 多 项 式 的 展开 具有 如 下 形式 : 


f(x) = DA 


其 中 


c= 人 | f(x) P(x) dx. 


5. 乘积 正 交 系 . 多 重 傅 里 叶 级 数 ” 设 在 集合 六 ' 与 XY" 上 分 别 定义 了 测度 j' 与 ". 
相应 的 平方 可 积 函 数 空间 用 L', 与 1”, 表示. 在 乘积 
X=XxY 
中 考虑 测度 
= 人 BW, 
且 用 己 表 示 与 该 测度 相对 应 的 平方 可 积 函 数 空间 . L, 中 的 函数 写成 两 个 变量 的 
消 数 . 
定理 1 如 果 | yg) 与 1y,| 分 别 是 与 中 的 完备 正 交 系 , 则 所 有 乘积 
fr X,Y) = pn(X) YY) 
的 系 是 L, 中 的 完备 正 交 系 . 
证 明 根据 富 比 尼 定 理 ( 注 ) 
| | (xy 和 = [A (oj = 1. 
如 果 m 寺 mi , 则 根据 同一 定理 ,有 


| faa C57) fan (x7) dp 


= wl) (| pals) pm) dp’ jg = 0， 
因为 两 个 变量 的 函数 /(%,y)fm(%,7) 在 X=X' xX" 可 和 . 
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如 果 m=m, ,而 n 关 nn , 则 
| fa Crs9) frm x3) 


-| 全 人 (fp Nd) = 
我 们 来 证 明 系 | | 的 完备 性 . 我 们 假定 ,在 [中 存在 与 所 有 函数 /, 正 交 的 函数 
f 令 
F.(y) = | flx,7) pax) dp 


易 见 ,函数 F,(y) 平 方 可 积 . 所 以 FF (y)y,(y) 对 任何 n 可 积 . 再 次 应 实用 富 比 尼 定 理 ， 
我 们 得 到 


| Fa Yay dp = | flrs9) fax,y) dp = 0 


根据 系 iu ,| 的 完备 性 ,由 此 推出 ,对 于 几乎 所 有 y 
F.(y) = 0. 
此 时 ,对 所 有 m, 对 几乎 每 一 个 y 成 立 等 式 


| fsr) pn) dy = 0 


根据 系 |p。} 的 完备 性 ,由 此 得 出 ,几乎 对 每 一 个 y, 使 
f(x,y) 天 0 
的 点 x 的 集合 具有 零 测 度 . 根据 富 比 尼 定 理 这 意味 着 ,在 六 下， 函数 包 x,y) 几乎 处 处 
为 零 . 
我 们 把 这 个 定理 应 用 于 某 个 具体 的 正 交 系 . 在 两 个 变量 的 平方 可 积 的 函数 ， 
f(x,y) (-7T<x,,y < 7) 

的 空间 中 , 系 

1,cos mx ,sin mx (m = 1,2,.…) 
村 . 

l,cosny,sinny (n= 1,2,..) 
的 元 素 的 两 两 乘积 , 即 函数 

] , cos mx ,sin Mm%X ,COS ny,sin ny,cos mxsin ny, 


COs mxXCoOs ny ,Sin mxsin ny,sin mxcos ny 


组 成 一 个 完备 正 交 系 . 相应 的 傅 里 叶 级 数 就 显得 有 些 烦 琐 了 ， 所 以 这 里 应 用 指数 
函数 
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ee™ = eatm) (n,m =0,+1,+2,.…) 


更 为 方便 . 与 这 个 基 相 对 应 的 傅 里 时 级 数 为 
Ax) = 了 cue ， 
其 中 
c = 7 三 {Asp) em dxdy 
勒 让 德 多 项 式 由 定义 在 正方 形 


-l=<x,y1 


上 的 了 清 数 空 本 站 给 出， 该 多 项 式 


_ /m+1)(2n+1) dd “二 
Qt) = 1)" a 1) 


组 成 完备 正 交 系 . 所 有 上 述 结 果 都 可 以 以 显然 的 方式 推 到 多 元 函数 . 特别 ,对 天 个 目 
变量 的 函数 , 傅 里 叶 三 角 级 数 具 有 如 下 形式 


oo 
f(x ,°° ,Xi ) 一 > Ce ， 
PH 7 二 一 09 
其 中 


1 [ -i(nlx1+*" +npxk) 
Ci..n, = “ X1,"** ,XE)e dx1**…dx,. 
nl 天 (277)* / 1 9 》 4 ) 1 k 


6. 关于 给 定 权 正 交 的 多 项 式 ” 对 应 于 闭 区 间 [ -1,1] 上 通常 的 勒 贝 格 测度 的 
内 积 

OHOL 
将 函数 

1 XXX (9) 
正 交 化 ,我 们 便 得 到 勒 让 德 多 项 式 . 如 果 在 这 个 闭 区 间 上 给 定 任何 一 个 别 的 测度 4， 
使 得 在 相应 的 具有 内 积 | f(x)g(x) du 的 空间 [上 ,西数 (9) 是 线性 无 关 的 ,那么 


对 (9) 式 应 用 正 交 化 过 程 以 后 ,我 们 得 到 某 个 多 项 式 系 | 0,1 ,一 般 说 来 它 依赖 于 测 
度 / 的 选择 . 我 们 假设 测度 对 于 闭 区 间 [ -1,1] 的 勒 贝 格 可 测 子 集 由 下 面 的 公式 
定义 : 


u(E) = | gx) qr, (10) 


$ 3. 工 ,中 的 正 交 函数 系 . 按 正 交 系 展开 的 级 数 .315 . 


其 中 g 是 固定 的 非 负 可 和 函数 . 正 交 性 条 件 


1， 当 m =n, 
(0,,0,) = 二 
0， 当 m 关 nn 
在 这 种 情况 下 记 为 
1 1， 当 m = 也 ， 
RAGLAGHOL = | (11) 
-! 0， 当 mn. 


确定 测度 (10) 的 函数 g 称 为 权 或 权 函 数 . 于 是 ,关于 满足 条 件 (11) 的 诸多 项 式 , 说 
它们 是 关于 权 g 正 交 的 . 选择 不 同 的 权 便 得 到 不 同 的 多 项 式 系 . 特别 , 置 

1 
Vl -wx’ | 
我 们 得 到 这 样 的 多 项 式 , 它 与 所 谓 的 契 贝 谢 夫 多 项 式 只 差 一 常数 因子 . 契 贝 谢 夫 多 
项 式 由 公式 


g(x%) = 


T(x) = cos narccosx (n = 1,2,.…) 
确定 , 它 在 各 种 插值 问题 中 起 重要 作用 . 
这 些 多 项 式 对 于 权 1/ V1 -的 正 交 性 易于 验证 . 事实 上 , 令 
x = cos 0,dx = - sin 0d0, V1 -x = sin 9, 


我 们 得 到 
| 77 SF 
1 了 了 7 一 当 m 二 几 ， 
| ee = | cos m0cos ngd0 = /2 
-1 1 __ 0 
0， 当 m 关 nn. 


7. 空间 LL( -% ,o ) 与 5,(0,% ) 中 的 正 交 基 前 面 我 们 研究 了 在 闭 区 间 上 ， 
即 有 限 测度 集合 上 的 正 交 系 . 现在 来 研究 无 穷 测 度 , 即 在 整个 数 轴 上 平方 可 积 函 数 
的 空间 己 ( - % ,% ) 的 情形 . 在 此 空间 中 既 不 能 由 多 项 式 也 不 能 由 三 角 函 数 来 构造 
其 正 交 函 数 系 ,因为 它们 都 不 属于 这 个 空间 . 构造 L,( - o ,o ) 中 基 的 “材料 ”自然 
应 从 在 无 穷 远 处 减少 充分 快 的 函数 当中 去 寻求 . 特别 ,将 序列 

x"e™’ (n=0,1,2,.…) 


正 交 化 后 ,可 以 得 到 这 样 的 基 . 事实 上 ,任何 形 如 P(x)e-*” 的 函数 显然 属于 
己 ( -oo ), 其 中 已 是 多 项 式 ,而 下 面 的 系 (12 ) 的 完备 性 将 在 第 八 章 84 第 3 段 
证 明 . 
对 函数 x"e-”“ 应 用 正 交 化 过 程 ,我 们 得 到 形 如 
pa(%) = H,(x)e™”®? (n=0,1,2,.…) (12) 
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的 函数 系 ,其 中 H, 是 n 次 多 项 式 . 这 些 多 项 式 称 为 埃 尔 米 特 多 项 式 , 郴 数 p, 本 身 称 
为 埃 尔 米 特 函数 . 不 难 证 明 埃 尔 米 特 多 项 式 与 多 项 式 


， T_T ne dre 
H,. (x) = (-1) jr 
只 相差 一 常数 因子 . 事实 上 ,多 项 式 H’ 显然 是 n 次 的 ,而 正 交 性 关系 
[a (x)H’ (x)e™dx =0 (mm 天 站 


易于 从 分 部 积分 得 出 . 根据 正 交 化 定理 , 如 不 计 常 数 因 子 仅 存在 一 个 形 如 
P,(x)e““ 的 正 交 函数 系 ,其 中 P, 是 n 次 多 项 式 . 
所 得 结果 可 作 这 样 的 解释 . 考虑 直线 上 具有 密度 。-” 的 测度 , 即 
du = e™ dx, 


这 是 有 限 测度 . 在 依 此 测度 平方 可 积 函数 的 空间 中 ,内 积 具 有 如 下 形式 ; 
(sg) = | Kaz)g(s)e dx, 


而 埃 尔 米 特 多 项 式 在 这 个 空间 中 组 成 正 交 系 . 
最 后 ,我 们 研究 在 半 直 线 上 平方 可 积 函数 的 空间 L[,(0,% ). 在 这 个 空间 中 取 函 
数 系 : 
xe” (n=1,2,.…) 
并 对 它 应 用 正 交 化 过 程 以 后 ,我 们 得 到 函数 系 
L(x)e™, 
这 是 所 谓 的 拉 盖 尔 (Laguerre) 函数 
相应 的 多 项 式 心 称 为 拉 盖 尔 多 项 式 . 拉 盖 尔 多 项 式 可 看 作 按 测度 
du =e dx 
在 半 直 线 (0,w ) 上 平方 可 积 函数 空间 中 的 正 交 基 . 在 第 八 章 $4 第 3 段 我 们 将 证 明 
立 盖 尔 函数 系 在 L[,(0,% ) 中 完备 
8， 关 于 离散 权 的 正 交 多 项 式 . 设 正 数 pm ,Pi ,…,p, 是 赋予 实 直 线 上 n+1 个 不 
同 点 Xo ML ,Xi 的 “ 权 ” , 而 测度 妈 由 公式 
: nu(E) = .7 


定义 , 即 j(E) 等 于 含 在 E 中 的 点 % 的 权 之 和 . 在 这 里 ,直线 上 的 任意 集合 与 函数 , 按 
这 个 “退化 的 "测度 是 可 测 的 ,同时 任何 不 包含 点 x,(k=0,1,…,n) 的 任意 集合 E 具 
有 等 测度 . 因而 在 整个 实 直线 上 对 函数 /的 积分 等 于 


$ 3. 工 ,中 的 正 交 函数 系 . 按 正 交 系 展开 的 级 数 .317 . 


[fo = Fp, fm), 
而 内 积 则 由 公式 


(fg) = > flxi) glx) 
给 出 . 显然 ,如 果 在 所 有 的 点 #0,%,,… ,x 上 
fx) 一 gx ) 


时 , 且 仅 在 这 种 情况 下 ,函数 /与 g 按 测度 j 等 价 . 
对 于 这 种 退化 情形 ,在 己 中 距离 下 的 最 佳 逼 近 问 题 ,归结 为 确定 一 和 数 


Copo + CID1 + “°° + Cnpm， 


使 表达 式 


ZoP {fCxi) 一 > cipi (xi ) } 


取 极 小 值 , 即 归 结 为 “ 按 最 小 二 乘法 插值 ”的 问题 . 
由 于 用 给 定 阶 的 多 项 式 按 最 小 二 乘法 插值 的 问题 , 契 贝 谢 夫 发 展 了 正 交 多 项 式 
的 理论 . 为 了 叙述 契 贝 谢 夫 有 关 的 结果 ,我 们 指出 , 系 
1 XXX (13) 
在 我 们 所 说 测度 jy 下 线性 无 关 , 因 为 内 积 (x ,x:’) 用 公式 


n 
(x ,X’ ) 一 > pax 
k=0 


表示 , 且 系 (13 ) 的 格拉 姆 (Gram) 行 列 式 是 (并 是 对 大 从 0 到 刀 求 和 ) 


之 有 PK Dprxt 机 2.DeXh 
Spixe Spex | Epixe  … Epixe” 


2 Pex” Pixt Sprx”*” 机 Spi 


po Vp 7 pr 


PoXo PiX!1 机 人 PnXn 


n n n 
PoXo PiX! “°° VPnXn 
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1 1 1 | 
Xo Xi bs 

~ PoP! “Pr 本 天 0 
Xe Xr ex? 


反之 , 当 r>n 时 ,x 与 函数 系 (13) 线 性 相关 ,因为 在 此 情形 下 ,L 的 维 数 为 n+1， 所 
以 由 正 交 化 过 程 得 正 交 多 项 式 的 有 限 系 


P, ,PP , ,P 
这 些 多 项 式 在 这 样 的 意义 下 正 交 标准 化 ， 


ns 


DpiP(s)P,(m) =6,, 

且 每 个 函数 /可 展 成 有 限 项 的 级 数 
f~ Sop, 

其 中 

co = DpP. (si) fr). 
在 点 忆 ;成立 如 下 等 式 ; 

f(x,) = 六 Pa) (k=0,1,.…,n). 

即 级 数 的 完全 和 是 拉 格 朗 日 简单 插值 多 项 式 . 非 完全 和 


OQ, = > op, (m<n) 
是 在 x 点 以 最 佳 方 法 逼近 f 的 m 次 多 项 式 ,这 里 的 最 佳 方法 的 意义 是 :表达 式 


六 mm) -se 


对 0, 比 对 任何 其 他 同 为 m 次 的 多 项 式 都 小 . 
9. 哈 尔 ( Haar) 系 与 拉 德 马赫 - 沃 尔 什 ( Rademacher -Walsh) 系 哈 尔 曾 构造 如 下 的 在 闭 
区 间 [0,1]j] 上 函数 的 完备 系 . 这 个 系 由 本数 
oo = 
与 系列 
ool 
P11 ,P12，, 


$ 3. 郊 中 的 正 交 函数 系 . 按 正 交 系 展 开 的 级 数 . 319 . 


P21 ，%22 ，%23 ,PA ， 


组 成 (第 nn 个 系列 包含 2" 个 函数 ) ,其 中 
+1, 0O<x < 1/2, 
Po 一 | 
-1], 1/2<x<l1, 


"2, 0<x<1/4, 0， 0<x <172， 
pu = -V2 lA <x<1/2, =1 厅 12 <x < 3/4, 
一 般 , 令 
一 工 I 一 1 1 
2 < % < 十 ， 
> 27 % 2 Fn+l 
—1 1 i 
= -27, 一 -+ <x<—, 
9 > 27 力 n+] % pA 
一 1 :7 
0 二 
， | 27 27 


(n=0,1,2,…;i = 1,2,.…,2") 
(在 间断 点 ,函数 值 可 取 任 意 值 ). 易 见 ,所 构造 的 系 是 标准 正 交 的 . 我 们 来 证 明 这 个 系 的 完备 性 . 
将 闭 区 间 [0,1] 分 成 2” 个 相等 的 区 间 A;, 考 虑 在 每 个 区 间 A; 上 保持 常 值 的 函数 的 集合 
M1 显然 ,MM ,1 是 2" 维 的 线性 子 空间 . 此 外 ,这 个 系 中 直到 第 n 个 系列 所 有 的 函数 都 包含 在 
MM ,1 当中 . 因为 根据 我 们 讨论 的 系 的 标准 正 交 性 ,这 些 函 数 是 线性 无 关 的 . 又 因 其 个 数 为 


1 + 2 一 2"+1 
于 是 函数 go 与 上 =0,1,…,n 的 诸 系 列 的 函数 mw 在 M,,! 中 组 成 线性 无 关 向 量 的 一 个 完备 系 . 由 此 
考虑 到 任意 连续 函数 可 用 M, ,i (n 充分 大 ) 中 的 函数 任意 准确 地 逼近 . 我 们 证 明了 这 个 系 的 完 
备 性 . 
我 们 再 研究 闭 区 间 [0,11] 上 男 一 个 标准 正 交 函数 系 的 例子 ,这 个 例子 是 属于 拉 德 马赫 的 . 置 
pn = (-1) 
换 句 话说 , 函数 p, 是 由 下 述 方法 得 到 的 :把 闭 区 间 [0,1] 分 成 2” 个 相等 的 部 分 A;, 同 时 在 区 间 
A,(i=1,2,…,2”) 上 函数 p, 轮流 取 值 +1 与 -1. 
系 
Po ;P19 "Pn, (14) 
的 标准 正 交 性 是 显然 的 . 这 个 系 不 完备 . 例如 ,从 函数 
1， 如 0 <x <1/4 或 3/4 <x <1， 


P12 一 YIY2 = | 
-1, 1/4 <x < 3/4 
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与 系 (14) 的 所 有 函数 正 交 即 可 推出 这 一 点 . 然而 在 (14) 中 添加 形 如 
Primmp = PmPrm Pn (O<m <m, < <m) (15) 
的 函数 以 后 ,可 将 其 扩充 成 完备 标准 正 交 系 . 


这 样 扩充 的 函数 系 称 为 拉 德 马赫 - 沃 尔 什 系 , 它 显然 仍 是 标准 正 交 的 . 此 外 ,这 个 函数 系 已 
是 完备 的 . 这 一 点 的 证 明 与 哈 尔 函 数 系 完备 性 的 证 明 类 似 . 
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$1. 侍 里 叶 级 数 收 敛 的 条 件 


1. 侍 里 叶 级 数 在 一 点 收敛 的 充分 条 件 ”我 们 仍 研 究 在 闭 区 间 [ -7,m7] 上 平方 
可 和 函数 空间 L,[ -7,7]. 如 同 在 第 七 章 已 经 证 明 过 的 ,这 个 空间 是 完备 的 无 穷 维 
欧 几 里 得 空间 , 即 希 尔 介 特 空间 . 诸 函 数 


l,cosnx,sinnx (n=1,2,.…) (1) 
在 这 个 空间 中 构成 完备 正 交 系 , 所 以 对 于 每 一 个 函数 /E L| -7,7], 傅 里 叶 级 数 
7 + 之 Q cos nx + b,sin nx (2 ) 
均 方 收敛 于 /， 也 就 是 在 空间 L,[ -7,7] 的 度量 下 收敛 于 f, 其 中 
Qa, = 一 | f(x)cos nxdx,b, = 一 | f(x)sin nxdx. (3) 
TT 」 -7 TT 」 -7 


然而 ,由 于 傅 里 叶 级 数 在 数学 物理 问题 及 其 他 问题 中 的 应 用 ,确定 保证 傅 里 叶 级 数 
不 仅仅 是 平均 收 伍 于 户 而 且 在 已 知 点 ` 处 处 收敛 或 者 甚至 是 一 致 收敛 于 /的 条 件 是 
重要 的 . 我 们 现在 就 来 建立 三 角 级 数 在 已 知 点 收敛 的 充分 条 件 . 我 们 先 作 某 些 初步 
的 讨论 . 

代替 给 定 在 闭 区 间 [ - r,z] 上 的 函数 ,我 们 可 以 谈论 整个 实 轴 上 以 27 为 周期 
的 周期 函数 ,因为 每 一 个 给 定 在 闭 区 间 上 的 函数 都 可 以 作 周 期 延 拓 0. 其 次 ,构成 三 


中 ”如果 必要 ,以 等 价 的 函数 代替 所 zx) 以 后 ,我 们 可 以 认为 有 -7) =f 7). 
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角 消 数 系 的 函数 是 有 界 的 ,所 以 按 这 个 函数 系 确定 健 里 叶 系 数 的 公式 (3) 对 任意 可 
和 函数 有 意义 0( 而 不 仅 是 对 平方 可 和 函数 有 意义 ). 于 是 ,与 每 个 函数 / € L[ -7,7] 
相对 应 的 ,是 其 傅 里 叶 系数 的 全 体 和 它 的 傅 里 叶 级 数 


f(x) ~ 2 + > Q,CoS nx + D sin nx. 
现在 转向 这 个 级 数 在 已 知 点 x 收敛 于 函数 了 在 这 点 的 值 的 问题 . 令 
S,(x) = > + > acos kx + b,sin kx. (4) 


在 (4) 式 中 以 积分 表达 式 (3) 代 换 系 数 a 与 bi 以 后 ,我 们 首先 变换 S, (x). 积分 变量 
用 :表示 ,我 们 得 到 


S,(%) -一 | 三 ) 伍 + > cos kxcos kt + Sin kxsin kt di 
kA k=1 


= 二 AD 位 + > oo k(t 一 x) dt. 


利用 熟知 的 公式 @ 
. 2n+l 
] Sm 7 7 
7 tCosutcosdut+. +cosnu = (5) 
， 2sin 之 
2 
则 有 
] sin T(t — XxX) | 
S,(x) = 一 | 7 di. (6) 
TT J -7 . tC—X 
2sin 


这 个 表达 式 S.(x) 及 它 的 各 种 变形 称 为 狄 利克 雷 积 分 . . 

令 t-x=z, 作 代 换 . 由 于 在 (6) 式 中 积分 号 下 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 ,该 函 
数 在 任何 长 为 2r 的 区 间 上 的 积分 有 同样 的 值 . 所 以 , 当 对 z 取 积分 时 ,我 们 可 以 保 
留 原来 的 积分 限 -7 与 7. 我 们 得 到 


@ ”当然 ,这 时 对 任意 可 和 函数 ,关于 级 数 (2) 的 收敛 性 我 们 不 作 任 何 判 断 
@， 为 了 得 到 这 个 公式 ,只 需 将 下 列 等 式 求 和 ， 


. 1 1 . 天 
sin ——— =—— ， 2sin —, 


2 2 2 


. Bu .uu . 开 
sm -sn =cosu' 2sin™—, 


2 2 


2n+1 . 2n-1 . 开 
& = Cc0s Nu * 2s1n —. 


2 2 2 


$1， 依 里 叶 级 数 收敛 的 条 件 .323 . 


.27+1 
1 也 Sn 
S,(x) = 一 | flx + 2z) dz. 
Tx . 7 
2s1in 一 - 
2 
国 数 
sin 纪 二 | 
Dp,(z) = 二 一 
2 万 Z 


称 为 狄 利克 雷 核 . 从 等 式 (5 ) 立 即 可 见 , 对 任何 n 
「 D(z)dz = 1. 


利用 这 个 等 式 ,我 们 把 差 5,(x) -所 x) 写 成 如 下 形式 : 


2n+l1 
2 


sin 4 


S(z) -flx) = 32] [fx + 2) -f(x)] dz (7) 


sin — 


2 


于 是 ,我 们 把 5S, (x) 收 敛 于 包 x) 的 问题 归结 为 积分 (7) 趋 于 零 的 问题 . 这 个 积分 的 研 
究 依 靠 如 下 引 理 . 
引 理 1 如 有 果 函 数 p 在 闭 区 间 [a,b5] 上 可 和 , 则 


lim | pC) sinprds = 0. 
证 明 如 果 9 是 连续 可 微 函 数 ,那么 借助 于 分 部 积分 , 当 p 一 %w 时 ,有 


b b b 
| ¢(*)sin pxdx = 9(*) Ee + | 9'(*) dx 一 0 (8) 


现在 设 op 是 [a,b] 上 任意 可 和 的 函数 . 由 于 连续 可 微 函 数 在 Li[a,5] 内 处 处 稠密 ,对 
于 任意 >0, 可 找到 这 样 的 连续 函数 g, ,使 得 


| ieGo -wo dx < 各 (9) 
其 次 ,有 


, 
| p(X)sin pxdx | 


+ 


< ftp) — p(x) |sin pxdx [ pe) sin prds . 


由 于 (9) 式 ,右边 第 一 项 小 于 e/2; 而 根据 (8) 式 , 当 p 一 % 时 第 二 项 趋 于 零 . 
引 理 证 毕 . 
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现在 ,我 们 可 容易 地 证 明 下 述 傅 里 叶 级 数 收敛 的 充分 条 件 . 
定理 1 如 果 .j 是 可 和 函数 , 且 对 固定 的 x 与 某 个 6 >0 ,积分 
| f(x +t) -f(x) dz (10) 
-6 t 机 


存在 ,那么 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 5, 在 这 一 点 x 收敛 于 fx). 
证 明 把 积分 (7) 改 写成 如 下 形式 : 


二 | f(x 1 — f(x) 一 一 sin + dz (11) 


2sin 二 
sin 7 


如 果 困 数 
f(x +z) -f(x) 


在 从 -6 到 6 的 范围 内 (对 z) 可 积 ,那么 它 在 整个 闭 区 间 [ -7,7] 上 可 积 (因为 f E 
Ll 一 万 ;万 | ) . 于 是 函数 
f(x +z) -f(x) Z 
Z 2sin(z/2) 

也 可 积 . 所 以 可 把 引 理 1 应 用 于 积分 (11) ,于 是 便 得 知 , 当 "一 o 时 积分 (11) 趋 
于 零 

注 1 积分 (10) 的 收敛 性 称 为 迪 尼 (Dini) 条 件 . 特别 ,如 果 在 给 定点 *, 函 数 / 连 
续 且 有 有 限 导 数 或 者 至 少 有 左 导 数 和 右 导 数 ,那么 就 满足 迪 尼 条 件 . 

如 果 要 求 下 列 两 积分 


[ fx+z) -f(x 一 0) 1] 与 站 Ad (12) 


收敛 以 代替 迪 尼 条 件 ,那么 定理 1 的 证 明 中 的 论证 仍然 有 效 ,其 中 f(x -0) 与 /(x +0) 分 
别 是 函数 /在 点 x 的 左 极限 与 右 极限 (假定 x 是 / 的 第 一 类 间断 点 ). 事实 上 , 关 


S (x) _ f(x +0) A -0) 


可 表 为 


. 2n+l 
sin ————z 


1 有 2 
元 上 LAx +z) 一人 < 一 0)] 2sin(z/2) 


. 2n+l 
sin ————z 


+ =[ [A +z) -f(x +0))] 0 dc: 


$1. 全 里 叶 级 数 收敛 的 条 件 . 325 . 


在 积分 (12) 存 在 的 条 件 下 , 当 n>% 时 ,这 些 表达 式 趋 于 零 . 由 此 可 推出 傅 里 时 级 数 
“全 局 ”收敛 性 的 充分 条 件 , 即 通常 在 分 析 教 程 中 所 提出 的 充分 条 件 : 

设 f 是 周期 为 27 的 有 界 函 数 , 它 仅仅 有 第 一 类 间断 点 , 且 设 /在 每 一 点 有 左右 
导数 中. 那么 它 的 健 里 叶 级 数 处 处 收敛 ,而 在 连续 点 级 数 和 等 于 f(x) ,在 间断 点 等 于 


7 (f(x+0) +f(% -0)). 
注 2 在 我 们 的 论述 中 起 重要 作用 的 狄 利克 雷 核 D,(z) 是 这 样 一 个 函数 : 它 在 
点 z=0 取 值 仿 + ,对 于 大 的 值 它 快速 ’ 


振动 (图 22). 由 于 这 种 情况 ,对 于 大 的 n， 
在 积分 


| As + 5) D.(s) 


中 的 基本 “贡献 ” 仅 由 点 x 的 一 个 任意 小 ° ” 
的 邻 域 给 出 . 对 于 满足 迪 尼 条 件 的 函数 ， 

当 mn 一 o 时 这 一 “贡献 ” 趋 于 f(x). 可 以 

说 ,在 可 展 成 收敛 的 健 里 叶 级 数 的 函数 

的 集合 上 , 犹 利克 雷 核 D, 在 某 种 意义 上 构 图 22 

成 收敛 于 86 - 函数 的 泛 函 序列 . 

显然 ,在 通常 收敛 的 意义 上 ,序列 1D,|} 不 趋 于 任何 极限 ,所 以 ,研究 积分 (7) ,我 
们 不 能 应 用 任何 关于 在 积分 号 下 取 极 限 的 标准 定理 . 

注 3 保证 傅 里 叶 级 数 收 敛 的 迪 尼 条 件 可 以 用 其 他 条 件 代 替 , 但 是 在 定理 1 中 
简单 地 抛弃 这 一 条 件 是 不 行 的 . 实际 上 ,甚至 在 连续 函数 当中 存在 这 样 的 因数 ,其 傅 
里 叶 级 数 在 某 些 点 发 散 . 在 可 和 函数 当中 存在 这 样 的 函数 ,其 傅 里 时 级 数 处 处 发 散 
( 柯 尔 莫 戈 洛 夫 ). 还 在 1915 年 , 鲁 金 ( Jsma) 便 提出 下 述 问题 :在 疡 中 是 否 存 在 这 
样 的 函数 ,其 傅 里 叶 级 数 在 正 测度 集 上 发 散 ? 如 同 卡 尔 列 松 (KapmecoE ) 所 证 明 的 
(1966 年 ) ,不 存在 这 样 的 函数 . 

从 关于 泛 函 弱 收 敛 的 一 般 定 理 (第 四 章 83 第 3 段 ) 易 于 推出 :存在 这 样 的 连续 
函数 ,其 傅 里 叶 级 数 不 是 在 所 有 的 点 上 都 收敛 . 我 们 首先 指出 , 当 m 一 o 时. 


[15,2) 1d 一 am. (13) 


实际 上 ,分 式 


中 在 第 一 类 间断 点 , 左 `\ 右 导数 分 别 理解 为 
jm A —h) -f(x -0) 及 mf x+h) -f(x+0) 
h— 0+ -hh h—0+ h 
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. 2n+l1 ] 
sin 7 2 
1= 2 
27 si 三 
的 分 子 在 满足 
2n+]l 1 
_ 1 — ... 14 
7 7 (k+ jh 0,1,.…,n (14) 


的 点 z 变 为 1. 用 开 区 间 


(15) 


2 ly < 和 
2 2 3 


围 住 每 一 个 由 条 件 (14) 确 定 的 点 . 任意 一 个 这 样 的 区 间 长 显然 等 于 二 一 一 一 


+ 


3 在 每 


一 个 这 样 的 开 区 间 内 . 我们 在 第 =0,1,…,) 个 开 区 间 


sin 


上 估计 量 sin 三 . 我 们 有 


sin 2 “2 7 a 7) 中 < i 


所 以 ,仅仅 在 由 条 件 (15 ) 确 定 的 区 间 上 , | D,(z) | 的 积分 大 于 和 


lull 1 47 _1li~_l 
27 在 1 2 k+l 3(2n+1) ~ 37 k+l 
2m +1 


这 个 和 当 n 一 % 时 趋 于 %. 由 此 推出 关系 式 (13). 此 关系 式 表 明 , 泛 函 D, 在 连续 函 
数 空间 的 范 数 总 体 上 是 无 界 的 . 于 是 根据 泛 函 弱 收 敛 的 定理 ,这 个 函数 序列 在 连续 
晴 数 空间 中 不 可 能 是 弱 收 敛 的 , 即 存在 这 样 的 连续 函数 ,对 于 它 


lim { D(x)f(x) dx 


不 存在 . 

2. 傅 里 叶 级 数 一 致 收 全 的 条 件 ”我 们 建立 了 某 一 函数 /的 傅 里 叶 级 数 在 每 一 
个 点 收敛 的 充分 条 件 . 满足 这 些 条 件 的 函数 类 是 很 广泛 的 ,甚至 对 用 处 处 收敛 的 三 
角 级 数 的 和 表示 函数 ,连续 性 也 是 完全 不 必要 的 . 如 果 我 们 对 传 里 时 级 数 一 致 收敛 
的 条 件 感 兴趣 ,那么 情况 就 不 同 了 . 显然 ,如 果 函 数 f(x) 即使 只 有 一 个 间断 点 ,那么 
它 的 傅 里 时 级 数 便 不 可 能 一 致 收敛 于 这 个 函数 ,因为 连续 函数 的 一 致 收敛 级 数 的 和 
函数 一 定 连续 . 于 是 函数 的 连续 性 是 其 傅 里 叶 级 数 一 致 收敛 的 必要 ( 当然 不 是 充分 
的 ) 条 件 . 

下 述 定理 给 出 了 简单 的 充分 条 件 . 
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定理 2 如 采 以 27 为 周期 的 函数 /绝对 连续 ,而 其 导数 属于 工 [ -7,7], 那 
么 水 数 的 侍 里 叶 级 数 在 整个 数 轴 上 一 致 收敛 于 
证 明 以 o, 和 加 表示 函数 . 广 的 传 里 叶 系数 ,因为 了 绝对 连续 , 则 可 对 积分 


1r 
= 一 | flx)eos nxdx 
应 用 分 部 积分 公式 . 得 到 
1 7 
a = | f(x)eos nxdx 


f 


1 sin nx|” fr . 四 
= 元 人 xz) 一 7 | 7 (x)sin nxdx = 


同样 ,有 
b, = 一 | f(x)sin nxdx = 一 
TI7 J -nr 7 也 
因此 ， 
la| = [ao |b ' 
—— + (lol+t |b,|)=—» + 工人 (- as ) (16) 
2 n=1i : 2 n=1 n nn 
因为 
lo| 1 lc 1/ , 1 
”<2 +t) < (e+) 


而 根据 贝 塞 耳 不 等 式 (2? +a?) < % ,数值 级 数 (16) 显然 是 函数 /的 傅 里 时 级 


数 的 强 级 数 . 于 是 ,根据 魏 斯 特 拉 斯 判别 法 ,函数 的 传 里 叶 级 数 一 致 ( 且 绝 对 ) 收 
剑 . 余下 要 证 明 的 是 这 个 级 数 和 为 上 设 p 是 函数 /的 传 里 时 级 数 和 , 则 p 与 /有 同样 
的 傅 里 叶 系数 . 由 此 根据 两 个 函数 的 连续 性 我 们 得 到 ,= 9. 

可 以 给 出 与 迪 尼 条 件 类 似 的 传 里 叶 级 数 一 致 收敛 的 其 他 条 件 , 即 

定理 3 ”如 采 在 茶 个 集 ECL -7,m] 上 可 和 函数 /有 界 ， 而 迪 尼 条 件 在 7 EEF— 
致 成 立 , 即 对 任意 s >0, 存 在 这 样 的 6>0, 使 得 对 所 有 x EE 有 


[ ht -A la, < 。， 


那么 函数 的 健 里 叶 级 数 在 EE 上 一 致 收敛 于 这 个 函数 . 

这 个 定理 的 证 明基 于 如 下 引 理 , 它 是 引 理 1( 参 看 第 1 段 ) 的 加 强 . 

引 理 2 如果 8B 是 在 L[ -7,m] 度 量 下 准 紧 的 可 和 函数 集 ,那么 对 任意 的 a > 
0 ,可 找到 这 样 的 W= N(e) ,使 得 


b 
Asin Atdt < 2 
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当 A 宇 N(e) 时 对 所 有 的 f E B 同时 成 立 . 
为 了 证 明 引 理 ,在 B 中 取 有 限 的 a/2 - 网 pi,… ,gs 并 选取 WN, 使 得 当 和 A 宇 N 时 
pC) sin Atdt| < i = 1,2,.…,k. | 
如 果 现 在 f 是 B 中 的 任意 一 个 函数 ,那么 对 某 个 i 


|f-o9;| < ce， 
因而 


b 
+ | =- pi)sin Atdti| < 2. 


8 8 
Joan Nidt |< | op;(t)sin Atdt 


这 样 就 证 明了 引 理 . 
容易 验证 ,由 于 定理 3 中 的 条 件 ,函数 集 


p, (1) _ f(x 十 2 — f(x) 


是 准 紧 的 ,基于 此 可 应 用 上 述 引 理 . 进一步 证 明 的 细节 我 们 留 给 读者 . 

到 目前 为 止 我 们 谈 的 是 给 定 在 闭 区 间 [ -7,m] 上 的 函数 . 显然 ,所 论述 的 一 切 
部 可 自然 地 移植 到 定义 在 任意 长 2/ 的 闭 区 间 上 的 函数 上 去 . 

对 于 多 变量 的 情形 ,同样 可 以 讨论 傅 里 叶 级 数 在 每 一 点 收敛 的 充分 条 件 ,也 可 
以 讨论 伍 里 叶 级 数 一 致 收敛 的 条 件 . 我 们 就 不 停留 在 这 个 问题 上 了 . 


$2. 费 耶 (Fejer ) 定理 


1， 费 耶 定理 ” 设 / 是 数 轴 上 以 27 为 周期 的 连续 函数 . 这 个 函数 由 其 傅 里 叶 
级 数 


ao 二 
7 + > a,cos nx + b,sin nx (1) 
n=1 


唯一 确定 . 实际 上 ,如 果 厂 与 有 是 两 个 具有 相同 的 依 里 叶 系 数 的 连续 函数 ,那么 - 
户 是 几乎 处 处 等 于 零 的 连续 函数 ,从 而 恒 等 于 零 . 然而 ,由 于 连续 函数 的 伟 里 叶 级 数 
一 般 说 来 不 一 定 收敛 ,这 样 的 函数 /不 能 由 直接 求 它 的 传 里 叶 级 数 和 来 得 到 . 下 面 
的 定理 给 出 了 由 一 个 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 得 到 这 个 连续 函数 的 方法 . 这 个 定理 是 
在 1905 年 由 费 耶 证 明 的 . | 

设 


k 
S,(x%) = 2 + > ajcos Jx + bsin jx (2) 
f=1 


是 函数 的 依 里 叶 级 数 的 部 分 和 . 令 
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_ So(%) + S1(x) + «+5,1(%) 


n 


On(%) 


表达 式 o,( 即 和 5 的 算术 平均 值 ) 称 为 函数 的 费 耶 和 . : 
定理 1( 费 耶 ) ”如 果 f 是 以 27 为 周期 的 连续 函数 ,那么 f 的 费 耶 和 的 序列 
|o,| 在 整个 数 轴 上 一 致 收敛 于 了 
证 明 ”利用 上 一 节 所 得 到 的 传 里 叶 级 数 部 分 和 的 积分 表达 式 
.2[+1 


SsS1n 


2 


(3) 


dz. 


Si(x) = | fx+2) 


2sin 二 
Sin 7 


将 这 个 表达 式 代 入 等 式 (3) ,就 得 到 o, (x) 的 下 面 的 表达 式 : 


Fn | > 2 | + Z) dz. 


借助 于 公式 了 
n-l 。 2 
> sin(2k + 1)z = 一 
在 1 sin z 


可 将 上 述 表 达 式 表 成 所 谓 的 费 耶 积 


AC -有 一 je (4) 
Sn 
表达 式 
] sin n 7 
B, (2) -起 -一 | (5) 
sin > 


称 为 费 耶 核 . 公式 (4) 可 以 改写 成 
ou) = | flx + 7) 8,(z) de (6) 
我 们 必须 证 明 , 当 nw 时 上 式 一 致 地 趋 于 f(x). 我 们 预先 指出 费 耶 核 的 如 下 性 质 
中 将 等 式 


2sin(2k +1)z* sinz=cos2kz—cos2(k+1)z 
对 上 天 求 和 很 容易 得 到 这 个 公式 . 
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1) D(z)=0, 
2 ) 「 D(z)dz = 1, 
3) 对 任意 固定 的 6>0, 当 n 一 w 时 ,有 


[Be | $2) = 7.(6) —0. 


其 中 第 一 个 性 质 是 显然 的 ;如 果 令 f(x) =1, 并 考虑 到 这 时 对 任意 n,0,(x) =1, 那 么 


从 (6) 式 便 可 得 出 第 二 个 性 质 ;最 后 ,如 果 8<z<7, 那 么 sin 三 > 学 ,因而 


2 
。 儿 
S17 一 一 


2 


sin 
2 


立刻 由 此 得 出 第 三 个 性 质 . 考虑 到 费 耶 核 的 这 些 性 质 , 便 不 难 证 明定 理 了 . 因为 /是 
周期 连续 函数 , 故 f 在 数 轴 上 有 界 且 一 致 连续 . 换 句 话说 ,存在 这 样 的 常数 W ,使 得 


对 所 有 的 x 有 
[flx)|<M 
且 对 任意 s >0 可 以 找到 这 样 的 6>0, 使 得 当 
[Ix*-x|<6 . 
时 


[Kx -f(x') | < ev2. 
为 了 证 明定 理 我 们 必须 估计 差 


fx) -os(z) = [fx) -fx +2)]D,(s)d, 
它 可 以 表 为 如 下 三 个 积分 的 和 1: 
DIAG 


有 
4 


=| A%) -fs + a) 1B, (2) de 


1 = | Ma) -fx + 2) 1 8s) de 
由 (7) 与 (8) 可 直接 得 出 如 下 估计 ; 
17 | < 2M”n, (6), 
17, | < 2M”, (8), 


(7) 


(8) 
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| 万 | 大 | (dz < 


现在 选取 n 使 其 这 样 大 ,使 得 对 于 n=no 及 对 给 定 的 8, 等 式 
2Mm,(6) < e/4 
成 立 . 于 是 
[f(x) -oz)|<e2+e4+e = 2, 
由 此 根据 e 的 任意 性 便 可 推出 定理 的 论断 . 

我 们 指出 ,在 证 明 中 我 们 仅仅 利用 了 费 耶 核 的 性 质 1) 一 3). 这 便 能 够 得 到 定理 
1 的 各 种 推广 (特别 ,可 参看 本 节 第 3 段 ). 

2. 三 角 函 数 系 的 完备 性 . 魏 斯 特 拉 斯 定理 ”由 费 耶 定理 可 推出 三 角 函 数 系 在 
空间 L[ -7,7] 的 完备 性 . 事实 上 ,根据 这 个 定理 ,任意 连续 函数 是 一 致 收敛 (也 是 
平均 收敛) 的 三 角 多 项 式 序列 o, 的 极限 . 留待 证 明 的 是 连续 函数 在 L 中 处 处 稠密 . 
费 耶 定理 ,可 以 看 作 以 三 角 多 项 式 和 逼近 连续 函数 的 魏 斯 特 拉 斯 定理 的 加 强 : 后 一 定 
理 断 言 ,所 有 的 连续 函数 都 是 某 一 三 角 多 项 式 序列 的 一 致 极限 ,而 费 耶 定理 却 指出 
完全 确定 的 具有 这 一 性 质 的 序列 一 一 费 耶 和 (3 ) 的 序列 . 从 以 三 角 多 项 式 一 臻 逼近 
连续 的 周期 函数 的 魏 斯 特 拉 斯 定理 易于 推出 , 魏 斯 特 拉 斯 第 二 定理 一 “关于 以 代数 
多 项 式 逼 近 在 某 个 闭 区 间 [a,5] 上 的 任意 连续 函数 的 定理 . 事实 上 ,如 果 f(x) 是 这 
样 的 函数 ,那么 令 


即 x= 女 -0 ,a ,我 们 得 到 的 函数 p(1) ,该 函数 给 定 在 [0,7] 上. 置 pg( -1) = 


p(t) 首先 把 这 所 得 函数 延 拓 到 半 闭 区 间 [ -7,0) 上 ,而 后 将 其 按 周期 性 延 拓 到 整 

个 数 轴 上 . 现在 构造 三 角 多 项 式 了 ,使 其 满足 条 件 
[也 (区 - g(t) | < e/2 (对 所 有 的 全 . 
其 次 ,将 所 有 的 三 角 多 项 式 展开 成 在 任意 有 限 区 间 上 一 致 收敛 的 泰勒 级 数 . 设 已 是 
7 的 泰勒 级 数 的 部 分 和 ,使 得 当 0<i:<7 时 
[T(t) -已 (| < ev2. 
于 是 当 0<t<7 时 
[p(t) -P(t)| <&. 


在 P(t) 中 作 逆 代 换 + = 二 2r 以 后 ,我 们 得 到 多 项 式 Q。(x) ,该 多 项 式 满足 如 下 条 


b 
件 : 当 a=<x<2b 时 
[f(x) -Oo(x) | < &. 
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3. 空间 工 中 的 费 耶 定理 ”在 费 耶 定理 中 ,达到 了 定理 的 条 件 与 结论 之 间 的 某 种 对 称 性 . 
由 函数 /属于 连续 函数 的 空间 C[ -7,7j] 得 出 ,与 对 应 的 费 耶 和 在 同一 空间 CL -7,7] 的 度量 下 
收敛 于 f 对 于 其 他 泛 函 空间 可 得 到 类 似 的 定理 ,特别 对 于 空间 LL -7,7] 是 这 样 . 确切 地 说 ,成 立 
如 下 定理 ,自然 地 称 之 为 可 和 函数 的 费 耶 定理 : 

如 果 f 是 闭 区 间 [ -7,m] 上 的 可 和 函数 ,那么 它 的 费 耶 和 依 空间 工 [ -7,7] 的 范 数 收 全 于 孙 
数 了 , 

这 个 论断 的 证 明 可 借助 类 似 于 第 1 段 中 所 阐述 的 论证 而 得 到 . 我 们 在 这 里 就 不 进行 讨论 了 ， 
但 是 指出 由 可 和 函数 的 费 耶 定理 推出 的 如 下 重要 事实 

所 有 的 可 和 函数 由 其 傅 里 叶 系数 唯一 地 (如 将 等 价 函数 视 为 同一 函数 ) 确定 . 

实际 上 , 设 f 与 g 是 两 个 具有 相同 健 里 叶 系 数 的 可 和 函数 ,那么 函数 /-g 的 所 有 传 里 叶 系数 
等 于 0. 因此 f-g 的 所 有 费 耶 和 都 恒 等 于 0. 于 是 在 工 中 这 些 和 的 极限 , 即 函 数 1-g, 几 乎 处 处 
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1. 基本 定理 ”在 $1 中 建立 了 使 周期 函数 可 展 成 收敛 的 傅 里 叶 级 数 的 条 件 , 即 
表 成 简 谐 振动 迄 加 的 条 件 . 我 们 现在 试图 把 这 一 结果 移植 到 非 周期 函数 上 . 我 们 看 
到 ,在 相当 一 般 的 补充 条 件 下 ,这 样 的 表示 是 可 能 的 ,但 是 已 经 不 是 借助 于 级 数 ,而 
是 借助 于 积分 , 即 所 谓 的 全 里 叶 积 分 . 

我 们 从 提示 性 的 考虑 开始 . 设 函 数 / 在 每 一 个 有 限 的 区 间 满 足 保证 把 它 展 成 传 
里 叶 级 数 的 条 件 . 换 句 话说 ,f 在 任意 一 个 有 限 区 间 可 和 且 在 每 一 个 点 满足 迪 尼 条 
件 . 比方 说 ,在 闭 区 间 [ -1, 人 中 上 考虑 了 ,我 们 可 以 写 出 这 个 函数 的 侍 里 叶 展 式 : 


f(x) = + DY arcost ET + bsin ex (1) 
在 此 式 中 , 若 将 a 与 bi 的 表达 式 换 成 

bi = fli)sin 各 
则 得 到 


f(x) -十 | fg + 之 [二 | Koeus Excos dt 
+ | fsin trrsin di | = | Ka 


+ 地》 「 妃 D| cos ™ km, os kr 


km 
] —t + sin Xsin wr, |dt 
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即 z 
f(x) -| Kouw + 二 T | feostT(t -x)d (2) 
我 们 再 作 一 个 关于 函数 的 补充 假定 : 设 这 个 函数 在 整个 数 轴 上 绝对 可 积 , 即 
全 If(x) |di< «~. (3) 


现在 ,在 等 式 (2) 中 令 /一 % 而 取 极限 (暂时 还 纯粹 是 形式 地 取 极 限 ). 根据 (3 ) 式 ,等 
式 (2) 右 端 第 一 项 当 /-% 时 趋 于 零 . 如 果 置 A; = pmr][1,AA = TA1, 则 第 二 项 可 看 作 
盟 数 


F(A) = FE | fi)oos A(t—x)dt 
的 积分 
| FO) 


的 积分 和 (但 只 是 展 布 在 无 穷 区 间 上 ). 所 以 在 (2) 式 中 , 当 /一 % 时 ,形式 的 极限 过 
程 导 致 等 式 


fx) = A ft)eosAlt -sd (4) 
这 就 是 所 求 的 表达 式 . 引入 记号 

- 二 | fi)eos Atdt,b, = 二 | fi)sin htdi， 
则 等 式 (4) 引发 号 成 如 下 类 似 于 传 里 叶 级 数 的 形式 : 

fx) = fo Ganeos hz + bisin Ax) dA, (5) 


借助 于 形式 极限 过 程 ,我 们 得 到 了 等 式 (4) , 即 所 谓 的 傅 里 叶 公式 . 可 以 证 明 这 
个 极限 过 程 的 正确 性 (在 前 面 对 f 所作 的 假定 下 ) ,然而 更 简单 的 是 直接 证 明 等 式 
(4). 这 样 , 我 们 来 证 明 下 述 定理 - | i 

定理 1 如 果 函 数 /在 整个 数 轴 上 绝对 可 积 且 在 点 % 处 满足 迪 尼 条 件 ,那么 
等 式 


f(x) = 二 [dn | Kaeos A(t—x)dt 


J(A) = Ta f(t)cos A(x -1) dt. (6) 
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我 们 需要 证 明 limJ(4) 存 在 且 等 于 f(x). 因为 /绝对 可 积 ,(6) 式 中 内 层 积分 收 伍 ， 
而 二 重 积分 绝对 收敛 . 利用 富 比 尼 定理 ,在 累 次 积分 (6) 中 改变 积分 次 序 : 


J(4) = 一 | dt [ feos A(t—x)dA 


= fo) Aa 
应 用 代 换 1-x=z, 把 这 个 积分 变 成 如 下 形式 ，: 
1(4) = 二 | fx +z) 2 人 dz (7) 
根据 熟知 的 等 式 : 
= Sn eg, -1 (4A >0), 
可 以 把 差 J(4) -f(%) 记 成 
1(4) -fx) = | Et -A sin 4zdz (8) 
的 形式 . 


把 右 端 的 积分 表 为 三 项 的 和 . 
J1(A) -f(x) = f\x + -f/f(%) ,Ad 


+ 二 | f(x +2z) + Azdz | sm eg 


lz =N 1z| >N 


右 端 的 第 二 、 三 两 项 是 收敛 积分 ,如 果 N 取得 充分 大 ,这 两 项 中 的 每 一 个 都 可 以 变 得 
小 于 se/3. 右 端 的 第 一 项 ( 当 NN 固定 ), 当 A 一 % 时 (由 于 $13 引 理 1 与 迪 尼 条 件 ) 趋 于 
零 . 于 是 有 


lim(J(4) -f(x*)) = 0 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 

2. 复 形式 的 储 里 叶 积 分 在 侍 里 叶 积分 公式 (4) 中 内 层 积分 是 A 的 偶 函 数 , 故 
可 把 这 个 公式 改写 成 


f(x) = 二 | un | Kaeos A(t—x)dt. (9) 


其 次 ,由 函数 /绝对 可 积 推 知 ,积分 | f(t)sin A(: - z)d 存在 且 是 的 奇 函 数 
所 以 


二 | da | KaosinAG -ad = 0 (10) 
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( 如 果 对 》 的 积分 理解 为 主 值 , 即 lim 三 ). 把 等 式 (10) 乘 以 - ;加 到 (9) 式 上 ,得 
到 
f(x) = 二 | dA | _ fea 
这 个 等 式 称 为 复 的 傅 里 叶 公 式 . 
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1 傅 里 叶 变 换 与 反 演 公 式 “ 传 里 叶 积分 公式 可 以 拆 成 两 个 等 式 . 轩 
g(A) = | fe : (1) 


fx) = 元 | sg(A)endh， (2) 


我 们 指出 ,公式 (1) 对 任何 绝对 可 积 的 函数 /都 有 意义 . 于 是 我 们 借助 于 公式 (1) 可 
使 每 一 个 函数 E 万 ( - % ,% ) 对 应 于 一 个 给 定 在 整个 数 轴 上 的 确定 函数 g. 函数 g 
入 原 政 / 的 人 时时 过 其 介 时 叶 灾 和 表 二 了 的 公 习 (2) 称 为 全 时 变换 的 


公 在 于 指 数 的 符号 与 积分 号 前 的 因子 We 用 公式 
1 ” _ 
= 一 一 x)e “dx 1 
5 = A | .fA (1) 
确定 了 g, 就 可 以 使 这 里 的 公式 变 得 更 为 对 称 . 那么 反 演 公式 取 如 下 形式 
f(x) - |. g(A)e™dA, (2') 


即 与 (1') 不 同 仅 在 于 其 指数 函数 的 指数 符号 . 

然而 ,在 外 形 相 似 的 同时 ,公式 (1) 与 公式 (2) 在 本 质 上 是 不 同 的 :在 第 一 个 公 
式 中 ,积分 是 在 通常 的 意义 下 存在 (因为 / € Li( - % ,% )) ,而 在 第 二 个 公式 中 ,一 
般 只 是 在 主 值 意义 下 存在 . 此 外 ,公式 (1) 是 函数 g 的 定义 ,而 作为 傅 里 叶 积 分 公式 
的 为 一 种 记 法 的 公式 (2) 包 含 着 这 样 的 论断 :位 于 右边 的 积分 等 于 原 函 数 / 正如 我 
们 以 前 所 见 到 的 ,为 了 保证 对 /的 这 个 等 式 ,除去 可 积 性 之 外 ,还 需 添 加 补充 条 件 ， 
例如 迪 尼 条 件 . 

注 我 们 对 所 有 L( - % ,% ) 中 的 函数 /定义 了 传 里 叶 变换 g ,并 且 指 出 了 ,在 
每 一 点 满足 迪 尼 条 件 的 函数 岂可 以 借助 于 反 演 公式 由 其 传 里 叶 变换 g 表示 出 来 . 这 
个 情况 与 傅 里 叶 级 数 的 情况 完全 类 似 . 事实 上 , 傅 里 叶 系 数 
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c, = 2 | f(x)e ds 
对 所 有 的 f EL[ -7,7] 是 确定 的 ,然而 傅 里 时 级 数 (这 里 起 反 演 公式 的 作用 ) 
Doe” 


的 收敛 性 仅 在 某 些 补充 条 件 ( 迪 尼 条 件 ) 下 可 以 得 到 保证 . 同时 , 对 于 传 里 叶 变 换 
(如 同 对 于 传 里 叶 级 数 , 见 $2 末尾 ) 有 如 下 事实 ;如果 对 函数 fE 广 ( -m ,co ) ,有 


| fx)e ar = 0， 


那么 fx) =0 几乎 处 处 成 立 . 
事实 上 ,从 前 面 所 叙述 的 等 式 推出 :对 所 有 的 实数 1 与 入 


「 flx +ienardxr = 0. 
现在 令 
gp(z) = [f(s + 0)d, 


其 中 上 是 任意 固定 的 实数 . 应 用 富 比 尼 定 理 并 利用 加 在 f 上 的 条 件 , 易 见 函数 o( 它 
如 同 f 一 样 属于 LL( - % ,% )) 对 所 有 的 实数 和 满足 条 件 


[- p(x)e “dx = 0. 


但 是 容易 看 到 ,函数 p 在 每 一 个 有 限 闭 区 间 上 绝对 连续 ,因此 几乎 处 处 具有 有 限 寻 
数 . 特别 ,这 个 函数 几乎 处 处 满足 迪 尼 条 件 . 所 以 根据 $3 定理 1, 这 个 盟 数 几乎 处 处 
为 零 ,因为 它 的 傅 里 叶 变 换 恒 等 于 零 . 由 于 p 连续 ,所 以 p(x) =0. 特别 由 此 推出 ,对 
任意 实数 ， 


Jrou =0, 


因此 玉 x) =0 几乎 处 处 成 立 . 
现在 来 看 一 些 例子 . 
例 1 设 A 作 x) =e“””,y >0. 我 们 来 求 这 个 函数 的 健 里 叶 变 换 . 有 


g(A) 一 | eye-AxdY 
= | ex (cos Ax — isin Ax)dx 


= 2 | e Ycos Axdx. 
0 


$4. 傅 里 叶 变 换 , 它 的 性 质 与 应 用 . 337 ， 


用 两 次 分 部 积分 得 到 
sg(A) = = 
A +Y 
例 2 设 
1， 当 |x| 夸 a， 
fx) -| 当 |x|=< 
0， 当 |x| >a. 
那么 


g(A) = {As)e wa 「 er dx 
ee™ 2sinAa 
iA A 
(应 当 注 意 , 这 里 函数 g 不 属于 万 (-o ,o).) 
例 3 设 f(x) = 一 一 则 
N+a 


g(A) = | ei (3) 


% 十 Q 


用 留 数 定 理 ,这 个 积分 可 最 简单 地 算出 . 首先 设 人 > 0. 车 以 位 于 下 半 平 面 上 (这 里 
e “在 无 穷 远 点 趋 于 零 ) .半径 为 无 穷 大 的 圆 扩充 (3 ) 中 的 积分 区 域 ( 即 实 轴 ) ,那么 
的 久 数 之 和 乘 以 人 -27i). 在 下 半 平 面 ,函数 


2 在 氮 4= 一 Qi 有 一 个 一 阶 极点 . 在 这 一 点 的 留 数 按 已 知 的 公式 求 出 :如 果 f(z) = 


2 doco 而 小 (z) 在 点 z =a 有 一 阶 零点 ,那么 函数 /在 a 点 的 留 数 等 于 


8 所 以 当 》 >0 时 ,有 


g(A) = -27ri 2 = ee 
当 A<0 时 (代替 下 半 平 面 ,我 们 仅 研 究 上 半 平 面 ) 我 们 得 到 
28(A) = 于 ev” 
这 样 ,最 后 
8(A) = Te (-% <A<%). 


其 实 ,利用 $3 定理 1 与 例 1, 从 反 演 公 式 立 即 可 得 这 一 结果 . 
例 4 置 人 x) =e“ .我 们 有 
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g(A) = | ee dx (4) 


在 这 里 积分 号 下 是 解析 函数 , 它 在 平面 的 有 限 部 分 没有 奇 点 , 且 沿 任何 平行 于 实 轴 
的 直线 趋 于 零 . 所 以 根据 柯 西 定理 ,如 果 积 分 (4) 不 是 沿 实 轴 而 是 沿 平 行 于 实 轴 的 任 
意 直线 z=x +iy(y =cos st) 取 的 ,那么 积分 (4) 不 改变 自己 的 值 . 于 是 


oo 
_ 2 _ 站 
g(A) 一 | e a(x+iy)* 。 e iA(x+tiy) x 
—00 
oo 
一 | C20ixy -iAs x 
—% 


om 
一 ee | eix(2ay+A) dx. 
一 0 


现在 选取 常 值 y 使 得 被 积 指数 函数 的 指数 的 虚 部 为 零 , 即 令 Y = -和 A/2a. 那么 


因为 


「 edy = /之 . 
_ 人 
特别 ,如 果 令 a =172 ,那么 我 们 得 到 


f(x) = e2,8(A) = V27 e 2， 


即 函 数 e ”2 经 傅 里 叶 变换 把 它 自 己 变 为 自己 (如 不 计 常 数 因子 ). 

2. 傅 里 时 变换 的 基本 性 质 ”由 定义 传 里 叶 变 换 的 公式 (1) ,可 推出 这 一 变换 的 
一 系列 性 质 . 我 们 来 研究 这 些 性 质 . 为 了 简化 记 法 ,我 们 用 符号 F[ 有 表示 函数 /的 伟 
里 叶 变 换 . 换 句 话 说 ,我 们 以 下 表示 定义 在 空间 L( - om ,om ) 上 的 线性 算 子 ,这 个 算 
子 使 空间 Li( - % , % ) 的 每 个 函数 与 其 傅 里 叶 变 换 D 对 应 . 

(1) 如 果 Li( -% ，,o ) 的 函数 序列 |f.| 在 空间 Li( - % ,% ) 的 度量 下 收敛 , 那 
么 其 储 里 叶 变换 的 序列 g, = F[f, ] 在 整个 直线 上 一 致 收敛 . 

这 一 论断 可 从 明显 的 估计 式 


OA) -BCA) < 人 IAAG) - 记 (z) dx 


立刻 推出 
(2) 绝对 可 积 函数 7 的 傅 里 叶 变换 5 是 有 界 连 续 函 数 , 当 |A | 一 时 g 赵 
于 零 : 


OD 一 般 地 说 ,不 属于 Li. 
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事实 上 ,函数 g =F[ 有 的 有 界 性 由 估计 式 
la) I< fx) la 
立刻 便 可 看 出 . 其 次 ,如 果 f 是 开 区 间 (a,b) 的 特征 函数 ,那么 对 于 它 


A 

显然 这 个 函数 连续 且 当 | | 一 o 时 趋 于 零 . 因为 由 f 变 到 g 的 运算 FF 是 线性 
的 ,那么 由 此 推出 ,任意 阶梯 函数 ( 即 区 间 的 特征 函数 的 线性 组 合 ) 的 傅 里 叶 变 换 也 
是 连续 函数 , 它 当 和 一 + om 时 趋 于 零 . 最 后 ,阶梯 函数 在 L( - % ,o ) 中 处 处 稠密 ,所 
以 ,如 果 f EL ,那么 存在 在 Li( - wm ,om ) 中 收敛 于 了 的 阶梯 函数 序列 {f.}. 于 是 根 
据 性 质 1 ,函数 序列 g, = P[ 广 ] 在 整个 直线 上 一 致 收敛 于 函数 g = F[/]. 但 此 时 极限 
函数 g 也 连续 且 当 | A | -oo 时 趋 于 零 

习题 1 证 明 绝对 可 积 函 数 / 的 傅 里 叶 变换 g 在 整个 直线 上 一 致 连续 . 

习题 2 设 B 是 在 无 穷 远 处 趋 于 零 旦 在 ( -  ,o ) 上 一 致 连续 的 函数 的 空间 . 证 明 传 里 时 变 
换 正 是 从 石 (-o,o) 到 如 内 的 范 数 为 1 的 算 子 , 且 下 满足 条 件 Ker F =0. 

(3) 如 果 j 在 每 个 有 限 的 区 间 上 绝对 连续 且 广 E L( - % ,w ) ,那么 成 立 如 下 
等 式 : 


b | 一 
g(A) = | edx = 


Flf'] = iAFLA]. 


于 是 ,函数 (在 前 面 所 指出 的 条 件 下 ) 的 微分 对 应 于 其 傅 里 叶 变换 与 六 的 乘积 . 
实际 上 ,在 每 个 有 限 区 间 上 绝对 连续 的 函数 可 写成 


fx) =f0) + 人 (9Dd 


的 形式 . 由 的 绝对 可 积 性 推出 ,右边 的 表达 式 当 x 一 % 及 x 一 - % 时 有 极限 . 这 个 
极限 仅 可 能 为 零 , 因 为 否则 函数 就 不 是 在 整个 直线 上 可 积 的 了 . 考虑 到 这 一 点 , 借 
助 于 分 部 积分 得 


FLA](A) = | (az)ewdr 


= f(x)e™ 


a fe MA. 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
如 果 函 数 f 是 这 样 的 : f“-? 在 任意 一 个 区 间 上 绝对 连续 ,而 f,…,f ”Ee 
Li( -% ,% ) ,那么 借助 于 同样 的 论证 得 到 
FIf™] = (iA) FIA. (5) 
(4) 函数 光滑 程度 与 其 傅 里 叶 变 换 在 无 穷 远 减 小 的 速度 之 间 的 关系 . 把 等 式 
(5) 除 以 (以 )” 并 忆 起 传 里 叶 变换 在 无 穷 远 处 总 趋 于 零 (性 质 2 ) , 便 得 :如 果 . 广 ” 绝 
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对 可 积 , 那 么 
-LA LI ， 


即 在 这 些 条 件 下 F[ 有 在 无 穷 远 比 1/ | | 下 降 得 更 快 . 这 样 f 在 L 中 所 具有 的 导 
数 阶 越 高 , 则 其 傅 里 叶 变换 在 无 穷 远 下 降 得 也 就 越 快 . 

(5) 如 果 ,j 存在 且 属 于 户 ( - m ,om ) ,那么 必 六 绝对 可 积 . 

事实 上 ,在 所 说 的 条 件 下 F[ 有 | 有 界 并 在 无 穷 远 比 1/A ”下降 得 快 . 由 此 便 得 出 
可 积 性 . 

上 面 (性 质 4) 我 们 证 明了 函数 了 所 具有 的 导数 的 阶 越 高 ,其 傅 里 叶 变换 在 无 穷 
远 处 下 降 得 也 就 越 快 . 对 偶 的 论断 也 成 立 , 即 下 降 得 越 快 ,其 傅 里 叶 变 换 也 越 光 
滑 . 确切 地 说 ,成 立 如 下 论断 : 

(6) 设 函 数 拟 x) 与 二 x) 都 绝对 可 积 ,那么 函数 g = 用 可 微 且 

g' (A) = Fl - ixf(x)|. (6) 
事实 上 ,把 确定 g 的 积分 


| Ka)ewds 
对 参数 A 微分 ,我们 得 到 积分 
一 i f(x)e ds, 


(由 于 函数 xf(x) 的 可 积 性 ) 此 积分 关于 和 一 致 收敛 . 因此 g 的 导 函 数 存在 且 (6) 式 
成 立 . 

如 果 函 数 f(x) ,xf(x) ,…,x?*f(x) 绝对 可 积 ,那么 类 似 的 论证 表明 ,函数 g 有 直 
到 p 阶 在 内 的 导数 ,并 且 

gH CA) = FI(-ik) fx)] (k=0,1,.…,p). : 

(7) 如 果 要 求 函数 /在 无 穷 远 下 降 得 更 快 ,那么 g 将 成 为 更 加 光滑 的 函数 . 由 假 
定 对 任意 的 p,x*f(x) E Li( -% ,% ) 可 推出 函数 g 的 无 穷 次 可 微 性 . 现在 假定 对 某 
个 8>0,e*f(x)E Li(-%,%). 那么 g(A) 作 为 解析 函数 ,可 以 从 实 轴 和 扩张 到 复 
变量 Z = 入 + 训 的 平面 上 的 带 形 区 域 , 并 且 6 越 大 ,这 个 带 形 区 域 的 宽度 也 越 大 . 总 
之 ,可 以 断言 当 | | <6 时 g 是 解析 函数 . 实际 上 ,显然 , 当 | | <6 时 ,积分 


| | flx)e-* dy 
收敛 并 确定 一 个 连续 函数 . 该 函数 在 实 轴 上 ,与 函数 /的 傅 里 叶 变 换 重 合 . 当 | | < 
6 时 ,这 个 函数 在 解析 困 数 论 的 意义 下 可 微 , 这 一 事实 的 证 明 与 性 质 6 完全 一 样 . 
3. 挨 尔 米 特 函 数 与 拉 盖 尔 函 数 的 完备 性 ”利用 在 前 一 段 中 所 叙述 的 想法 ,可 
以 证 明 :如 果 可 测 函 数 ,在 开 区 间 (c,") 上 几乎 处 处 异 于 零 , 其 中 -om 大 cC<p<o， 
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且 满 足 条 件 |f(x) | < Ce“" ,其 中 6 >0, 那 么 函数 系 {x"f(x)| ,n=0,1,2,…, 在 
L,(a,b) 中 是 完备 的 . 

特别 ,由 此 可 推出 埃 尔 米 特 函 数 在 L,( - % ,% ) 中 组 成 完备 系 , 而 拉 盖 尔 函 数 
在 L,(0,% ) 中 组 成 完备 系 (参看 第 七 章 $3 第 7 段 ). 

我 们 来 证 明 上 述 关 于 完备 性 的 论断 . 假定 系 {x"f(x)| 不 完备 ,那么 根据 哈恩 - 
巴 拿 赫 定理 ,存在 如 下 的 非 零 函 数 h EL(--%,%) ,使 得 


{f(a) hs) ds =0 (n=0,1,2,.…). 


(我 们 利用 了 希 尔 伯 特 空间 中 关于 线性 连续 泛 函 一 般 形式 的 定理 ;如果 考虑 复 的 
L,(a,b) ,那么 代替 h(x) 必须 写 为 h(x). ) 显 然 fh E Li(a,6) ,不 仅 如 此 ,对 任意 8 
<6 有 er “fh EL(a,b). 在 以 后 ,如 果 需 要 时 ,把 孙 数 /x) 与 g(x) 在 (a,6) 之 外 延 
拓 为 零 ,很 方便 地 认为 1 与 g 定义 在 全 直线 上 . 设 g 是 函数 fh 的 傅 里 叶 变换 , 即 


g(A) = | fx) hls)e dn, 


由 前 面 所 说 的 得 知 , 函 数 g 被 延 拓 为 带 形 区 域 | Im ¢ | <6 内 的 解析 函数 . 另 一 方面 ， 
根据 性 质 6 ,这 个 函数 的 所 有 导数 当 A =0 时 变 为 零 , 所 以 g(A) =0. 按照 第 1 段 所 证 
明 的 唯一 性 ,由 此 推出 太 x)h(x) =0 几乎 处 处 成 立 ,因此 几乎 处 处 有 h(x) =0 ,因为 
儿 x) 几乎 处 处 不 为 零 . 而 这 与 h(x) 是 非 零 函 数 的 假定 矛盾 . 所 得 矛盾 便 证 明了 系 
[x"f(x) | 的 完备 性 . 

4. 快速 下 降 无 穷 次 可 微 函 数 的 侍 里 叶 变 换 利用 由 函数 f 变 为 其 储 里 叶 变 换 
8 时 ,函数 的 光滑 性 与 函数 在 无 穷 远 下 降 的 性 质 的 作用 互 换 这 一 事实 ,易于 指出 其 
依 里 叶 变 换 将 其 变 为 自身 的 自然 的 函数 类 . z 

设 5 是 直线 上 无 穷 次 可 微 的 函数 的 集 ,对 于 集中 每 一 个 函数 都 存在 一 组 常数 
C,( 它 依赖 于 函数 与 数 p,q) ,使 得 


[rf ‘(x)| < COC,. (7) 
我 们 证 明 , 如 果 f € 5 ,那么 g=F[f] € 5S, ,首先 由 (7) 推 出 函数 x '”(x) 中 的 每 
一 个 函数 的 绝对 可 积 性 . 事实 上 ,由 于 对 所 有 的 p 与 g,(7) 式 成 立 ,那么 
[af (4) | < Con， 


即 函 数 x?f (x) 下 降 得 不 比 1/x? 慢 . 由 此 又 推出 函数 F[ 有 位 有 任意 阶 导数 . 最 后 , 根 
据 第 2 段 ,由 f(x) (gq =1,2,…) 的 可 和 性 推出 g =F[ 几 在 无 穷 远 下 降 得 比 1/|A |， 
快 . 现在 考虑 函数 


(iA)’g™ (A) = (—i)’F[L (w(x))®], 
其 中 每 一 个 ,作为 可 积 函 数 的 傅 里 叶 变 换 , 被 某 个 常数 D,, 所 界定 . 于 是 ,如 果 f E 
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5。 ,那么 g= 玉 站 ES 反之 , 设 g ES。 ,那么 依照 所 证 明 的 ,函数 
广 (z) = | ge dA 


在 S- 中 . 置 几 zx) = 直 /( -*). 显然 S。. 同时 按照 反 演 公式 


g(A) = 元 | 三 (zewdr = | fx)e ds, 


即 g 是 函数 1E 5, 的 传 里 叶 变 换 . 于 是 傅 里 叶 变 换 把 5, 类 重 又 变 为 整个 S。 类 . 显 
然 ,这 是 一 一 对 应 映射 


习题 设 /E 5。 且 wf(x)dx = 0 对 所 有 p 之 0 成 立 .能 否 由 此 得 出 f(x) = 0? 
5， 傅 里 叶 变换 与 西数 的 卷 积 设 /; 与 万 是 在 整个 直线 上 上 可 积 的 函数 . 函数 


flx) | f(x-é) 


称 为 它们 的 卷 积 . 函数 (x) 对 几乎 所 有 的 x 是 确定 的 并 且 是 可 积 的 . 实际 上 ,二 重 
积分 


A 
存在 ,因为 积分 
| | | | TCD) | aéan 
是 存在 的 (参看 第 五 章 $6 第 4 段 中 关于 富 比 尼 定 理 的 注 ). 因此 积分 
[ A) - [af A(R _é) dé 


存在 . 这 个 函数 了 用 符号 fi * 户 表示. 我 们 来 计算 L 中 两 个 函数 的 卷 积 的 健 里 叶 变 
换 . 应 用 富 比 尼 定 理 并 令 x -é& = ,得 


| Kao = 人 { 太 AGDpG -ed 
= {AO flr -eemar}at 
= | (é) {/ fm)e ean} 


= flme™dn| A(é)e at, 
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即 
Flfi*f] = FILA EL 
于 是 , 伟 里 叶 变 换 把 卷 积 运算 变 为 更 为 简单 的 运算 一 一 函数 相 乘 . 这 一 事实 在 傅 里 
叶 变 换 的 许多 应 用 中 起 着 重要 的 作用 . 
6。 用 储 里 时 变换 解 热 传导 方程 ”应 用 健 里 叶 变 换 于 解 微 分 方程 基于 下 述 事 实 
(参看 第 3 段 ) : 傅 里 叶 变 换 把 微分 运算 变 为 乘 以 自 变量 的 乘积 运算 . 因此 ,如 果 有 一 
线性 党 系数 微分 方程 


y +ay” + tay +any = p(x), (8) 
那么 傅 里 叶 变 换 把 它 变 成 形 如 
(iA)z +a(iA)” z+ +a, IIAz+az = (A) (9) 


的 代数 方程 ,其 中 z=F[yj] ,yw = Flgj. 然而 对 于 常 微分 方程 来 说 ,这 种 方法 并 未 开 
辟 任 何 本 质 上 新 的 前 景 . 因为 解 常 系数 线性 微分 方程 并 没有 多 大 困难 . 此 外 ,如果 未 
知 函 数 y=y(x) 在 整个 直线 上 可 积 , 那 么 从 (8) 变 到 (9) 是 可 能 的 ,而 对 于 常 系数 线 
性 方程 的 解 来 说 ,这 一 点 一 般 说 是 不 成 立 的 . 

傅 里 叶 变换 更 主要 的 应 用 是 在 于 偏 微分 方程 方面 ,在 那里 ,在 一 定 的 条 件 下 , 变 
换 把 解 偏 微 分 方程 归结 为 解 常 微分 方程 . 例如 ,我 们 以 解 热传导 方程 的 柯 西 问题 来 
说 明 这 一 点 . 

欲求 在 - o <x < % ,t 宇 0 时 方程 

Ou(%,t) _ Ou(%,t) 
ot Ox” 

的 解 ,使 该 解 当 上 =0 时 为 已 知 函 数 u(x). 这 一 问题 的 物理 意义 是 求 无 穷 的 传 热 的 
杆 在 任意 时 刻 上 >0 时 的 温度 , 知 初 始 时 刻 杆 上 每 一 点 的 温度 是 wo (x). 

假定 wo(x) ,zo(xz) 及 xz0o(xz) 属 于 请 (- oo ) ,我 们 在 满足 如 下 条 件 的 u(x,i) 
的 函数 类 中 求 所 提问 题 的 解 

1) 对 任意 固定 的 t=0, 晴 数 u(x,t) ,u(x,t) ,u(x,t) 在 整个 x 轴 上 绝对 可 积 ; 

2) 函数 u(x,t) 在 每 一 有 限 的 闭 区 间 0<t<T 有 可 积 的 强 消 数 /(x) (不 依赖 于 
t): 


(10) 


(sot) | < Hs), fx)dx < %. 
在 方程 (10) 中 对 % 实行 傅 里 叶 变 换 . 这 时 ,从 右边 得 到 
Flu,s(x,t)] =-Awv(A,t) ,其 中 v(A,t) = Flu(x,t) |], 
从 左边 根据 条 件 2) 有 


Flu,|= 「 u(x,t)e “dx = | u(x,t)e “dx = wv, (A,t). 
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于 是 储 里 叶 变 换 把 方程 (10) 变 为 常 微分 方程 
v (A,t) =— Awv(A,i), 
我 们 现在 需要 对 此 方程 求解 ,而 该 解 当 t=0 时 变 为 函数 
m(A) = F[m(z)] = | ws)e de 
显然 ， 
v(A,i) = ev (A) 
就 是 所 求 的 解 . 


现在 ,为 了 得 出 我 们 原先 问题 的 解 ,余下 的 是 求 其 傅 里 叶 变 换 为 函数 v(A 和 , 昌 的 
那个 函数 w(x,t). 


利用 第 1 段 的 例 4, 我 们 得 到 
人 1 过 
e -| | 
所 以 
l 和 = l kl x 
"0 =F |) Fl) = 7 * 0%)], 
即 
= 1 . ey x 一 . 
W(x,t) 二 | ox — é&) dé 


我 们 得 到 了 热传导 方程 解 的 所 谓 泊 松 积分 . 
7. 多 元 函数 的 傅 里 叶 变 换 ”我们 所 研究 过 的 一 元 函数 的 传 里 叶 变换 ,易于 推 
广 到 多 元 函数 的 情形 . 
设 f(xi MX2 ,X; ) 是 在 整个 n 维 空间 R- 中 可 积 的 函数 . 果 数 
gE(CAi ,人 2 ,入 ) 


oo oo 

— . ..。 -i(x1A1+%2A2+ .+xnAn) .。 

| | f(x )X2 ， ,Xn ) 6 dxi1dx， dx， 
一 吧 一 0 


称 为 消 数 的 侍 里 叶 变 换 . 
这 个 n 重 积 分 显然 是 存在 的 ， 因为 f(x ，X2 ，" ,Xn ) 可 积 . 按照 富 比 尼 征 理 ,这 个 
积分 可 改写 成 如 下 的 累 次 积分 的 形式 : 


8B (A1, A ,A,) = 人 | {f fw, ) ed ] 


X erizizdx，… | ed (11) 
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换言之 ,依次 对 nn 个 自 变量 中 的 每 一 个 自 变量 (次 序 任意 ) 单独 实行 变换 ,可 以 得 到 
n 元 函数 的 仿 里 叶 变 换 . 依次 对 (11) 式 右 端的 个 运算 中 的 每 一 个 进行 反 演 ,我 们 
得 到 公式 


Na = 人 


x endA je dA,_ 。 | e“M1dA. 
该 式 又 可 改写 成 n 重 积分 
f\xi 2 ,Xn ) 
SE | | g(Ai ) 人 2 9 ,A ) err 2A24 Am) 


x dAdA…dA ，. (12) 


然而 ,因为 一 般 说 来 函数 g(Ai,As,…,A,) 不 一 定 在 整个 R" 中 可 和 ,必须 指出 应 当 
在 怎样 的 意义 下 来 理解 这 个 积分 ,以 及 为 使 六 xi,x ，…xn) 可 用 积分 (12) 表 示 ,应 
在 了 上 加 的 条 件 . 

下 述 定理 给 出 了 关于 这 个 问题 的 一 个 可 能 的 回答 . 

定理 1 设 函 数 所 xi ,xn ) 在 整个 空间 R" 上 可 积 且 满足 条 件 : 


| f(x + ti ,Xs ,NX ) 一 所 xi ,Xa Mn ) | < Cli |®, 


| f(x1 ,x + ty, ,Xn ) — f(X1,X2 Mn ) | < C(x1) | 如 | ， 


[f(x MX2 ”Mn + t,) — f(xi ,NX2 Nn ) | 
< C(xi,x," ,x1) | |”, (13) 


其 中 


0<a= 1,{ Cm) de < oo ,., 
| … {Cx sass ) de dra de < ou. 
那么 ,如 果 在 反 演 公 式 (12) 中 的 积分 理解 为 
adm fo, {lim fo {im fe Xa see A) en 


Xn An LX] 和 A 
em 14P 1dA 1 je !dA,， 


. 346 ， 第 八 章 “三角 级 数 . 傅 里 叶 变换 


则 反 演 公式 (12) 成 立 . 
事实 上 ,因为 用 x ,x,,…,x,) 在 R" 可 和 , 则 根据 富 比 尼 定 理 对 几乎 所 有 的 x,， 
”Mn 值 ,f(x ,X2 对 Xl 可 和 . 因此 郴 数 


fi (M1,X2 Mn ) 一 | f(xi ,X2 Nn) Ee 1d 


存在 . 由 (13) 式 可 见 ,f(%i ,x,,…,%,) 作 为 x 的 函数 满足 $3 定理 1 的 条 件 ; 所 以 
xi ,X%2 ，… ,Xi ) 可 以 按 反 演 公 式 由 及 表示 
所 xi ,X2 Mn ) 一 lim 一 二 | fi (A,%, Mn ) et 1dA 


其 次 ,如 果 我 们 令 
户 (Ai ,人 2 ?MX3 ,Xn ) 一 | (Ai )X2 ， x) e "2 dx 》 
则 由 条 件 (13) 得 出 ,对 万 ,有 反 演 公式 


fi (Mi, Xo, ,XN,) = lim 二 全 (Ah MX ) e 22dA， ， 


Na—% 27 
即 
f(x ;X22 ,Xn ) 


1 MN 。 ] 2 ix2A2 [iIA1l 
A 
用 类 似 的 方式 定义 (A ,和 2, 和 ，…,%, ) 等 等 ,我 们 便 得 到 了 公式 (12). 
多 元 函数 的 侍 里 叶 变 换 在 偏 微 分 方程 的 理论 中 有 着 广泛 的 应 用 . 例如 考虑 方程 
Ou _ Ou Ou 
. Ot ox oy 
这 是 刻画 平面 上 的 热传导 过 程 的 方程 . 设 在 时 刻 1 =0 给 定 温度 : 
u(O0,x,y) 一 uo (X,Y). 
车 把 类 似 于 第 6 段 所 指出 的 条 件 加 到 所 求 方程 (14) 的 解 上 , 则 我 们 可 在 方程 (14) 
中 对 变量 x,y 进行 傅 里 叶 变 换 . 结果 得 到 常 微分 方程 


=- (A + go )v, (15) 


(14) 


其 中 


v(t,A,o) = | | u(t,x,y)e + dxdy. 
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解 出 方程 (15 ) ,然后 我 们 可 以 借助 反 演 公式 求 出 原来 方程 (14 ) 的 解 . 
$ 5. 空间 工 ,( -co ,% ) 中 的 傅 里 时 变换 


1. 布 兰 舍 列 尔 (Planchler) 定理 ”我 们 首先 回 到 对 傅 里 叶 级 数 所 得 到 的 结果 . 
为 了 更 多 地 与 傅 里 叶 变换 类 比 , 我 们 将 考虑 复 形 式 的 傅 里 叶 级 数 , 即 在 闭 区 间 
[ -7,7] 上 取消 数 e™ (=0,+1,+2,…) 的 完备 正 交 系 , 且 使 财 区 间 [ -7,m7] 上 的 
每 个 可 和 函数 /对 应 于 其 傅 里 叶 系 数列 : 


c, = | f(x)e™ds (n=0,+1,+2,.…). 
27 1 


如 有 果 函 数 f 不 仅 可 和 ,而 且 平 方 可 和 , 则 它 的 健 里 叶 系 数 满 足 条 件 


oo 
> lo < ou. 
用 一 一 吕 


殴 言 之 ,由 平方 可 和 函数 变 到 它 的 傅 里 叶 系数 的 集合 ,是 由 欧 几 里 得 空间 [, 到 欧 几 
里 得 空间 忆 上 的 一 个 映射 ,而 且 这 个 映射 是 线性 的 并 满足 帕 塞 瓦尔 等 式 


27 5 lc = 人 Ka ?a (1) 


( 即 这 个 变换 与 保 范 变 换 仅 仅 相差 一 数值 因子 ). 

现在 我 们 转向 对 给 定 在 整个 数 轴 上 的 函数 的 依 里 叶 变换 ,并 且 看 看 能 不 能 把 这 
个 变换 解释 为 复 空间 [,( - % ,% ) 中 的 某 个 算 子 . 在 这 里 ,基本 的 困难 在 于 :直线 上 
平方 可 积 的 函数 不 一 定 属于 万 ( - mw ,om ) , 即 该 函数 在 $4 所 定义 的 意义 下 的 传 里 
叶 变换 不 一 定 存在 . 然而 对 任何 f E L( - wm ,o ) 可 在 稍微 不 同 的 意义 下 定义 傅 里 
叶 变换 . 这 时 可 得 到 如 下 的 定理 , 它 可 看 作 巴 塞 瓦 尔 等 式 (1) 的 翻版 

定理 ( 布 兰 舍 列 尔 ,1910 年 ) 对 任何 函数 /FE L( - % ,% ) ,积分 


gu(A) = | f(s)e wd 


对 任何 NN 都 是 和 的 函数 并 且 属 于 工 ( - % ,o ). 当 N 一 % 时 函数 gw 在 空间 工 的 度 
量 下 收 化 于 某 个 极限 g, 并 且 有 


| le) la =27 | f(x) ?ae (2) 


这 个 函数 g 称 为 函数 EL 的 傅 里 叶 变 换 . 如 果 f 也 属于 工 ( - ,om ) , 则 相应 的 天 
数 g 与 通常 意义 下 函数 /的 傅 里 叶 变 换 一 致 

证 明 证 明 的 基本 思想 是 ,首先 对 所 有 属于 无 穷 次 可 微 速 降 函 数 类 $。 的 函数 
建立 等 式 (2) , 5。 的 函数 在 L,( - % ,% ) 中 处 处 稠密 , 然后 按 连 续 性 扩张 到 整个 
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L,( -oo ) 上 .现在 我 们 就 把 这 个 想法 付 诸 实施 . 
1) 设 ,fp E 5。.. 用 gg 82 分 别 表示 它们 的 传 里 叶 变 换 我 们 有 


We | 5; Lf [ee “dA] f(x) dx 
= | [en [ f(s)ewdr]dA | 


1 和 一 一 一 一 
= 元】 gi1(A) g.(A)dA, 


而 且 这 里 改变 积分 次 序 是 合理 的 ,因为 函数 

gi(A) f(x)e™ 
在 (x, 和 ) 平 面 上 绝对 可 积 . 在 所 得 到 的 等 式 中 令 f =f =f,g1 = g; =g, 便 得 出 公式 
(2) 对 任意 函数 fe 5 为 真 . 

2) 现在 设 / 是 忆 ( - m ,om ) 中 的 任意 函数 , 它 在 某 个 开 区 间 ( -a,a) 之 外 为 零 
那么 /在 开 区 间 ( -a,a) 可 积 ( 即 属于 Li( -a,a)). 因而 f 在 整个 直线 上 也 可 积 . 所 
以 对 于 了 ,全 里 叶 变 换 

g(A) = | fx)e wa 
是 确定 的 . 现在 设 |f.| 是 5 中 的 函数 序列 ,这 些 函 数 在 ( -a,a) 外 为 零 , 并 且 依 空间 
玉 ( - o ,o ) 中 的 范 数 收 合 于 f 因为 1 及 所 有 的 了 仅 在 有 限 区 间 异 于 零 ,序列 {| 
也 依 空间 Li( - % ,% ) 的 范 数 收敛 于 太 所 以 (参看 $4 第 2 段 ) 序 列 |g,| 在 整个 直 
线 上 一 致 收敛 于 &. 此 外 ,序列 |g,| 在 LL( - mw,o ) 中 是 基本 的 . 事实 上 ,g, -g，E 
S。 ,所 以 根据 已 经 证 明 的 ， 


[- |g.(A) - gna(A) | dA = 27 | f(x) -f(x) |2dx， 


由 此 便 得 出 序列 18,| 的 基本 性 . 因此 ,这 个 序列 在 L, 中 收敛 ,并 且 收 敛 于 作为 序列 
ig,| 一致 极限 的 同一 个 函数 g. 所 以 ,在 等 式 


1 六 = = 元 | ga 


中 可 令 n 一 % 取 极 限 . 这 样 一 来 ,等 式 (2) 对 于 在 某 个 开 区 间 外 为 零 的 每 个 函数 E 
L 成 立 . 
3) 最 后 , 设 f 是 L 中 的 任意 函数 . 令 
x)， 当 |*| 大 N， 
fn(x) 一 人 
0 ， 当 |x| > 


$5. 空间 L,( - o ,o.) 中 的 傅 里 时 变换 - 349 ， 


显然 , 当 N 一 o 时 
|f -jrl 一 0. 
盟 数 入 属于 L( -om ,o ) ,因此 它 有 通常 的 傅 里 叶 变 换 ,等 于 


A 
由 于 根据 我 们 论证 的 第 2) 点 ,有 
[fy -frl? = le -enl’, 
故 函 数 gy 在 中 收敛 到 某 个 极限 ,我 们 用 g 表示 . 所 以 在 等 式 
NA = en 


中 可 以 令 N 一 % 取 极限 ,由 此 对 任意 f E L,( - % ,% ) 得 出 关系 (2). 布 兰 合 列 尔 定 
理 的 第 一 部 分 证 毕 . 

现在 ,如 有 果 函 数 f 既 属于 蕊 ( - o ,% ), 又 属于 Li( -%,% ), 则 它 有 通常 意义 
下 的 傅 里 叶 变 换 


84) = | fx)e wd 


这 时 函数 /i 在 Li( - % ,om ) 中 收敛 于 f, 因 此 其 伟 里 叶 变换 gy 一 致 收 伍 于 镶 但 是 ， 
此 外 ,正如 我 们 已 经 证 明 的 ,函数 gw 在 L( - mw ,om ) 的 度量 下 收敛 于 某 个 极限 ,并 
已 将 其 记 为 &. 由 此 推出 ,与 g 重合. 证 明 完成 了 . 

推论 ”由 关系 (2) 立 刻 可 推出 ,对 任何 ,f E L( - % ,% ) 成 立 等 式 


[fs) Rd = g1(N) BAA. 
. 7| 。 


为 了 证 明 此 点 ,只 需 对 函数 有 + 写 出 关系 式 (2) ,然后 比较 表达 式 的 左 端 和 右 端 . 
如 果 等 式 (2) 意味 着 在 疡 中 对 侍 里 叶 变 换 保 范 , 则 上 述 等 式 意味 着 保持 内 积 . 

2， 埃 尔 米 特 函 数 ”在 上 段 所 述 的 布 兰 售 列 尔 定理 表明 , 传 里 叶 变 换 可 以 看 作 
把 空间 疡 ( - % ,% ) 映 到 自身 上 的 有 界线 性 算 子 F. 如 果 在 这 个 空间 中 选择 任何 
完备 标准 正 交 系 , 则 算 子 F( 如同 任 何其 他 线性 算 子 一 样 ) 可 借助 于 无 穷 矩 阵 来 表 
不 . 当然 这 个 矩阵 的 形状 依赖 于 基 的 选择 . 在 对 应 于 某 个 算 子 的 所 有 和 矩阵 中 , 当 由 
已 知 算 子 的 特征 函数 组 成 基 时 所 对 应 的 矩阵 显得 更 简单 ,在 这 种 情形 下 矩阵 是 对 
角形 的 . 我 们 来 研究 ,对 傅 里 叶 变换 已 是 否 存在 这 样 的 基 . 换言之 ,我 们 来 研究 
L,( -co ,o ) 中 那些 函数 是 伟 里 叶 变换 FF 的 特征 函数 . 为 此 我 们 指出 ,方程 
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TE -f= pf 


(3) 


经 傅 里 时 变换 变 成 同样 的 方程 9 ( 因为 运算 -5 变 为 乘 以 - 刀 ,而 乘 以 -过 变 为 运算 


赤 ). 所 以 很 自然 , 求 算 子 三 的 特征 函数 就 是 求 方程 (3) 的 解 . 我 们 来 求 这 个 方程 具 


有 形式 
f= ve 
的 解 ,其 中 w 是 多 项 式 . 把 这 个 表达 式 代入 (3) 以 后 ,得 关于 w 的 方程 
w” — 2xw’ = (1 + 1)w. 
设 


W = ado0o+axX+t++axX, 


n 


我 们 得 到 等 式 


(2a, +3 .2 .xt +n(n -1)ax ) -2x(a, +2ax 十 … 十 na,x”) 


= (UL+1)(ao +aX 十 … + a,%x"). 
比较 等 式 左 端 与 右 端 x 的 同 次 医 的 系数 , 求 得 
-2na, = (w+1)a,, -2(n -1)a, = (+1l)a，i， 
如 此 等 等 ,一 般 地 
k(k -1l)a, -2(k -2)a,, = (+1)a,y. 
由 于 我 们 假定 最 高 次 系数 a, 异 于 零 , 应 有 
KW=-(2n+1) 及 oa =0, 


(4) 


(5) 


即 j 是 负 的 奇数 . 多 项 式 w 的 所 有 系数 都 由 关系 式 (5 ) 准确 地 确定 (如 不 计 和 常数 因 
子 ). 同时 ,下 标的 奇偶 性 与 数 n( 即 多 项 式 w 的 次 数 ) 不 同 的 那些 系数 等 于 零 . 反之 ， 


所 有 那些 下 标 与 nn 有 相同 奇偶 性 的 系数 异 于 零 . 这 些 系数 可 由 递归 公式 


求 出 (如 果 值 w 给 定 ). 这 样 一 来 ,我 们 得 到 关于 w 的 公式 : 


» n(n-l1) n-2 n(n-l1)(n-2)(n-3) n-4 _ 
4 MX Ta % 


w,(%) = oz 


于 是 ,我 们 构造 出 了 形 如 
p(x) = w(x)e”®? (n=0,1,2,.…) 


中 ”当然 ,要 假定 未 知 函 数 / 满足 相应 的 光滑 性 条 件 和 在 无 穷 远 处 下 降 的 条 件 . 


8 4. :空间 L; (~ 0， % ) 中 的 健 里 叶 变 换 。35S1 ， 


的 函数 系 . 显然 ,这 些 函 数 中 的 每 一 个 都 属于 L,( - om,o ) (由 于 因子 e““ 存 在 ). 
此 外 ,这 些 函数 两 两 正 交 . 事实 上 ,根据 (3 ) 式 有 


P(X) -x p(x) = (27 +1) p(x), 
P(X) -x pa(x) =- (2m +1)9,(%). 
第 一 个 等 式 乘 以 p,,, 减 去 第 二 个 等 式 乘 以 g,, 得 
i pp 一 op = 2(m—n) pp 
或 z 
| [pipn -pnpr]’ = Cm- n) ppn 
如 果 m 关 n, 则 积分 这 个 等 式 便 得 | | 


AOLAGELE Fm ny 一 | [eve。 一 Do | dx 


一 1 / 1 % _ 
= 区 页 二 Lenpn pp = (0. 


于 是 正 交 性 便 证 明了 . 

所 得 正 交 系 中 的 每 一 个 元 wp, 都 是 一 n 次 多 项 式 乘 以 。“”. 因此 ,如 不 计数 值 
因子 , 它 的 详 元 应 当 与 诸 埃 尔 米 特 函数 重合 . 这 些 埃 尔 米 特 函数 是 我 们 在 第 七 章 8$3 
中 所 构造 的 ,L,( - % ,% ) 中 的 序列 


的 正 交 化 . 

我 们 现在 来 证 明 , 函数 1g} 是 傅 里 叶 变 换 的 特征 函数 : 
| Fp, = cp (6) 
这 可 由 下 述 事实 推出 : 


(1) 方程 (3) 对 变换 不 变 

(2) 方程 (3) 对 每 一 个 n 仅 有 一 个 (如 不 计 常 数 因子 ) 形 如 P,(z)e-22 的 解 ,其 
中 P, 是 次 多 项 式 。 

(3) 传 里 时 变换 把 we “2 变 成 { 下] e-22 = 0,(z)e 22 ,其 中 0, 是 n 次 多 项 
式 (这 一 点 易于 用 归纳 法 验证 )， 

从 等 式 (6) 推 出 ,对 任意 整数 

Fep。= cp 

但 是 ,应 用 四 次 傅 里 叶 变换 ,可 把 每 一 个 函数 变 为 本 身 与 4? 的 乘积 . 所 以 of = 472， 
即 c, 仪 可 取 值 + V27r 与 + 上 V27， 

于 是 ,空间 疡 ( - m ,om ) 中 的 传 里 叶 变换 是 个 线性 算 子 , 它 在 由 埃 尔 米 特区 
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数 所 组 成 的 基 内 可 记 为 对 角 和 矩阵 ,其 元 形 如 + V27 及 +i V27 中 
$ 6. 拉 普 拉 斯 (Laplace ) 变换 


1. 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 与 基本 性 质 ” 傅 里 叶 变 换 对 于 微分 方程 的 应 用 的 实质 
性 限制 是 ,这 个 变换 仅仅 对 在 整个 直线 上 可 和 的 函数 才 有 定义 . 特别 , 傅 里 叶 变 换 对 
于 当 x* -om 或 >*o 时 增长 的 函数 不 存在 ,而 这 样 的 函数 当 解 微 分 方程 时 常常 出 
现 . 把 傅 里 叶 变 换 推广 到 广义 函数 后 ,可 以 克服 这 一 困难 . 关于 这 一 方法 ,我 们 将 在 
本 章 $ 8 简短 地 叙述 . 不 越 出 函数 的 古典 概念 和 古典 分 析 方法 的 范围 的 另 一 可 能 途 
径 是 ,用 所 谓 的 拉 普 拉 斯 变换 代替 传 里 叶 变 换 

如 果 函 数 (一 般 说 来 , 它 在 整个 直线 上 不 可 积 ) 在 乘 以 e-”* 以 后 变 为 可 积 的 ,其 
中 y 是 某 个 实数 , 则 积分 

g(s) = | fx)eds = | f(x)e "erd 

对 菜 个 复数 s = 和 + 训 是 收敛 的 ,特别 , 它 在 直线 .= - y 上 收敛 . 在 这 条 直线 上 , 它 
是 函数 (x)e-” 的 伟 里 叶 变换 

对 于 应 用 ,最 重要 的 情况 , 即 我 们 关于 函数 f(x)e-* 可 积 的 假设 成 立 的 情况 是 ,f 
满足 如 下 条 件 : 

[9 le ee, 当 x 20, i 
f(x) =0,，. 当 x <0 

(其 中 yo 与 C 是 常数 ). 对 于 所 有 < -yo 的 s= 和 A+ 训 , 即 在 由 直线 Ims = -yo 所 界 
定 的 半 平 面 上 ,积分 


g(s) = | fr)edx = | f(x)e ds (2) 


存在 并 且 是 函数 A 儿 x)e” 的 伟 里 叶 变 换 . 这 后 一 点 可 由 g 借助 反 演 公式 而 得 到 (我 们 
假定 /满足 使 用 反 演 公式 的 条 件 ) : 


1 fr* ix 
flx)e” = AGE dA. 


由 此 


@ ”如 果 健 里 叶 变 换 由 公式 
， z 
F = 一 一 X)e-xdx 
= -地 | az) 
定义 ( 即 由 $4 的 公式 (1') 定 义 ,而 不 是 由 公式 (1) 定 义 ) , 则 变换 的 四 次 方 是 单位 算 子 ,并 且 对 于 下, 在 由 埃 尔 
米 特 函数 所 组 成 的 基 内 ,我 们 得 到 以 +1 和 i 为 元 的 对 角 和 矩阵 . 


8$6. 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 “35S3 ， 


f(x) = 3 |, 8(s) ed (= 和 + 加) (3) 


因为 函数 放 x)e 当 jw< -yo 时 如 指数 函数 那样 碱 小 (由 于 (1) 式 ) , 它 的 傅 里 叶 变 换 
8 以 及 g(s)e*“ 是 在 半 平 面 Ims < -和 A 内 解析 的 函数 
现在 ,在 公式 (2) 与 (3) 中 令 p= 避 ,并 作 代 换 :用 B(p) 来 表示 g(x). 我 们 得 到 


Bp) = | fs)e wd (2) 

及 
1 fti® | 1 rere x ) 
f(x) = 元 | Dp)e = | Blp)e dp. (3") 


函数 @ 在 半 平 面 Rep > yo。 内 有 定义 且 解 析 , 它 称 为 (满足 条 件 (1) 的 ) 函数 /的 
拉 普 拉 斯 变换 . 

拉 普 拉 斯 变换 就 其 本 身 性 质 与 傅 里 叶 变换 的 区 别 很 少 . 然而 使 拉 普 拉 斯 变换 有 
定义 的 函数 类 与 使 储 里 叶 变 换 存 在 的 函数 类 Li( - % ,% ) 有 本 质 的 区 别 . 

2. 拉 普 拉 斯 变换 对 解 微分 方程 的 应 用 ( 算 子 法 ) ” 拉 普 拉 斯 变换 可 应 用 于 求解 
微分 方程 . 设 给 定常 系数 线性 微分 方程 


(n) (n-1) 


y +ay + "+ay = b(x), (4) 


欲求 其 满足 初 值 条 件 
y(0) = yo;y (0) = yi ,yy "(0) = Yn-i (5) 
的 解 . 对 方程 (4) 应 用 拉 普 拉 斯 变换 2, 即 把 它 乘 以 e 并 从 0 积分 到 %. 设 


Y(p) = | YC)e a 
是 函数 y 的 拉 普 拉 斯 变换 . 进行 分 部 积分 ,我 们 便 求 得 导数 y' 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
fr evdr = yr)er| +pf yx)e vd =pY(p) -% 
依次 应 用 这 个 公式 , 便 求 得 


| 人) (X)e ”dx 
0 


= p(p” Y(p) -2 一 py 3 一 一 Yo) 一 


= PY(P) -yi 一 Py 一 … 一 Pr Yo 


n-l 
= p"Y(p) - OP” Ye 
=0 


@ 如 果 |b(x) | 增长 不 太 快 ,不 难 证 明 将 其 应 用 于 方程 (4) 的 合法 性 . 
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最 后 , 设 
B(p) = | b(x)e™dx. 


结果 拉 普 拉 斯 变换 把 微分 方程 (4) 变 为 代数 方程 (考虑 到 初 值 条 件 (5 ) ) : 
Q(p) + R(p)Y(p) = Bl(p), 


其 中 B 是 沙 数 b 的 拉 普 拉 斯 变换 ;Q 是 p 的 n-1 次 多 项 式 , 它 依赖 于 方程 的 系数 及 
给 定 的 初 值 . 最 后 ， 


R= > ai (ao = 1) 
k=0 


是 方程 (4) 的 特征 多 项 式 . 
由 所 得 方程 求 得 
Ylp) = Pe 
由 此 , 按 反 演 公 式 得 到 解 y: 
yx) = 3) ed 


这 个 积分 通常 借助 留 数 来 计算 . 
对 于 解 常 系数 线性 微分 方程 ,所 谓 的 算 子 法 是 熟知 的 . 这 个 方法 是 把 形 如 


y+ay” YY + +ayo = b(x) 


的 方程 的 左边 ,看 作对 未 知 淆 数 y 应 用 算 子 


d d” d"! 
外 后 ) = tt (6 ) 


的 结 采 , 而 方程 的 解 是 看 作对 方程 的 右边 应 用 算 子 (6) 的 逆 算 子 的 结果 . 将 这 样 的 算 
村 应 用 于 茶 些 最 简单 的 函数 (三 角 函 数 、 指 数 函 数 、 需 函数 及 它们 的 组 合 ) ,其 结果 不 
难 由 直接 计算 得 出 . 这 就 提供 了 很 自然 地 写 出 常 系数 线性 微分 方程 解 的 可 能 性 ,只 
要 这 个 方程 的 右 疾 是 上 述 简 单 函 数 的 组 合 . 

显然 , 算 子 法 可 以 解释 为 以 不 明显 的 方式 应 用 了 拉 普 拉 斯 变换 ( 它 建立 了 形 如 
〈6) 的 微分 算 子 的 代数 与 多 项 式 代 数 之 间 的 确定 对 应 ) ,这 个 方法 在 技术 文献 中 党 
常 以 某 种 “处 方 ”的 形式 出 现 , 上 述 解 释 刚 好 可 以 看 作 这 个 方法 的 理论 基础 
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1 傅 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 的 定义 ”我 们 再 回 到 空间 L( - m , w ) 中 的 传 里 
叶 变 换 : 


$7. 傅 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 。 355 . 


g(A) = | er) ds 
这 个 公式 可 改写 为 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 形式 
g(A) = | eedp(o)， (1) 
其 中 
F(x) = | fi)d (2) 


是 在 整个 数 轴 上 具有 有 界 变 差 的 绝对 连续 函数 (全 变 差 等 于 | |/(x) | dx). 然而 


等 式 (1) 不 仅 对 形 如 (2) 的 函数 ,而 且 对 任意 在 整个 数 轴 上 具有 有 界 差 的 函数 都 有 
意义 . 我 们 称 积分 


g(A) = | edF(s) 


为 函数 玉 的 储 里 叶 -斯 幕 尔 切 斯 变换 ,其 中 下 是 任意 在 整个 数 轴 上 具有 有 界 变 差 的 
晒 数 . 对 于 傅 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 来 说 ,前 面 对 通 常 侍 里 叶 变 换 所 建立 的 一 系列 
性 质 仍然 保持 成 立 . 例如 ,下 述 性 质 即 是 其 中 之 一 :积分 (1) 所 定义 的 函数 g 在 整个 
直线 上 连续 、 有 界 . 

事实 上 ， 


N . 。 
sg(AD)-s(Aa)1< | |e edP(x) 


十 | |e™* ~e™ |dF(x). 
lxl >N 


取 充分 大 以 后 (同时 对 任意 的 Ai 与 和,), 右 端 第 二 项 可 以 取得 任意 小 ,而 第 一 项 
对 图 定 的 w 当 A -A 一 0 时 趋 于 零 . 

然而 ,并 不 是 全 里 叶 变 换 的 所 有 性 质 都 可 以 搬 到 傅 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 上 
来 . 当 |^ | 一 o 时 , 伟 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 一 般 不 趋 于 零 . 例如 , 设 


0， 当 * <0， 
F(x) -| A 
1， 当 x > 0. 


g(A) = | eap) -1. 


类 似 地 ,对 于 当 x<xo 时 为 0, 而 x >xo 时 为 1 的 函数 , 傅 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 是 
e”™ , 即 入 的 周期 函数 . 
如 果 下 是 阶 牙 函数 ,点 
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n=0,+tl1,+2 
是 它 的 间断 点 ,而 数 
0 dd (其 中 之 [al < o) 
是 它 在 这 些 点 的 跃 度 ,那么 
| ea = SD ae™ 


是 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 如 果 下 在 点 有 路 度 a ,其 中 %, 组 成 任意 的 数列 (一 
般 说 来 ,是 不 可 通 约 的 数 ) ,那么 下 的 传 里 叶 - 斯 蒂 尔 切 斯 变换 具有 形式 


一 了 入 
> qae " 
n 


这 种 类 型 的 函数 属于 所 谓 的 列 周 期 函数 . 
2， 傅 里 时 - 斯 蒂 尔 切 斯 变换 在 概率 论 中 的 应 用 ”对 于 在 ( -wm ,o ) 上 可 和 的 
函数 ,我 们 在 $4 引进 了 卷 积 的 概念 : 


Hz) = xp(z) = 人 f(s -ERE) LE (3) 
今 
F(x) = | fi)d, 


F(x) = ADd 及 Flw) = | fl 
将 等 式 (3) 积 分 以 后 ,把 它 改写 成 如 下 形式 : 
F(z)=| Aod=] df fl -EE)E 


- [_{f fC 


= F(x-é)dF,(é) 
(这 里 积分 次 序 的 改变 ,根据 富 比 尼 定 理 与 函数 /的 绝对 可 积 性 是 允许 的 ). 我 们 所 
得 到 的 关系 式 
F(x) = | F(x -é)dF,(é) 


把 函数 玉 与 函数 和 下 , 相对 应 . 但 是 右边 的 积分 作为 勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 积分 ， 
不 仅 对 绝对 连续 函数 存在 ,而 且 对 于 任何 两 个 在 全 数 轴 上 具有 有 界 变 差 的 函数 也 存 
在 . 我 们 称 表达 式 
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F(x) = | F(x-é)dF,(é) (4) 


为 两 个 函数 F, 和 F 的 卷 积 ,并 记 为 F * F, ,其 中 F, 和 F, 是 全 数 轴 上 的 任意 有 界 
变 差 函数 . 我 们 证 明 ,表达 式 (4) 是 对 所 有 的 * 值 有 定义 , 且 在 整个 数 轴 上 具有 有 和 界 
变 差 @. 

实际 上 ,F, 是 有 界 变 差 函 数 ,因此 F 博 雷 尔 可 测 , 所 以 积分 (4) 对 所 有 * 存在 . 
其 次 ,有 


Fe) -Flm) |= | (F(x ~é) -Fi(m -é))dF,(é) 


< Rn -é) -FP(w-é) 1d(varp,(é)), 
由 此 
VLF] < VLF, J]VLF,], 


即 忆 是 有 界 变 差 函 数 | 
定理 ”如 采 玉 是 有 界 变 差 函 数 FF 和 下, 的 卷 积 ,而 g,g! 和 g, 分 别 是 ,FP 和 
F 的 傅 里 时 -斯 带 尔 切 斯 变换 ,那么 
8g(A) = gi1(A)g,(A). 
证 阴 设 F=Fi*F, 且 
Q = Xo,NX1 ,Xn = b 


是 闭 区 间 [a,5] 的 某 个 分 割 . 于 是 对 每 个 A, 有 


[earCx) = im e (Fx) — F(x-1) ) 


= lim 「 VS ead (F(x, -é) 


— F(x 一 E) )e dF,(é) ; 
即 


| Bat %) = | | | | et (x) le sdF,(é). 
这 里 令 a 一 -% ,一 oo 而 取 极 限 ,得 
| ”adz) = | ed) [ear,(é), 


Q@ 在 B.H. TramponKko 所 著 《HHTerpan Crrurrpeca》,Tocrexremar,1936 ,一 书 中 给 出 了 不 利用 测度 而 可 使 公 
式 (4) 有 意义 的 初等 结构 . 
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即 
SCA) = SA)a() 

传 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 把 函数 的 卷 积 变 为 相 来 ,这 一 定理 在 概率 论 中 广泛 地 
应 用 着 (特征 函数 法 ). 如 果 与 7 是 两 个 独立 的 随机 变量 ,而 F 与 是 它们 的 分 
布 函数 ,那么 随机 变量 & +” 对 应 于 分 布 函数 

F=F,*F,. 

在 概率 论 中 常常 需要 考虑 独立 随机 变量 之 和 . 由 分 布 函数 变 到 它 的 傅 里 叶 -斯 
蒂 尔 切 斯 变换 , 即 所 谓 的 特征 函数 ,就 可 以 用 更 为 简单 方便 的 乘积 运算 来 代替 卷 积 
运算 . 

习题 1 试 证 明 傅 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 变换 具有 唯一 性 :如 果 函 数 下 左 连续 ,而 其 傅 里 时 -斯 
蒂 尔 切 斯 变换 恒 为 零 , 则 及 = const. 

习题 2 试 证 明 有 界 变 差 函数 的 卷 积 运算 满足 交 换 律 与 结合 律 
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我 们 已 经 说 过 ,在 通常 意义 下 所 理解 的 傅 里 叶 变换 ,在 微分 方程 及 其 他 问题 中 
的 应 用 有 很 大 局 限 性 , 因为 这 个 变换 仅 对 于 在 整个 数 轴 上 绝对 可 积 的 函数 才 有 定 
义 . 引进 广义 函数 的 傅 里 叶 变 换 的 概念 之 后 , 传 里 叶 变 换 的 可 应 用 性 就 可 以 从 本 质 
上 扩充 . 我 们 来 叙述 这 一 理论 的 基本 思想 . 

仍然 考虑 在 整个 数 轴 上 无 穷 次 可 微 , 且 在 无 穷 连 同 导数 比 1/ |x | 的 任何 次 寡 
下 降 得 都 快 的 函数 的 空间 5。 (参看 第 四 章 $4). z 

取 $。 为 基本 函数 空间 以 后 ,我们 来 研究 相应 的 广义 函数 空间 5:. 

现在 ,我 们 在 空间 $: 定义 傅 里 叶 变 换 . 为 此 ,我 们 首先 回忆 ,空间 $。 被 (在 通常 
的 意义 下 来 理解 的 ) 傅 里 叶 变换 变 到 自身 :如 果 p E $。, 则 [ep]e 5。 ,并 且 忆 是 把 
S。 仍然 变 到 整个 8。 的 一 一 映射 . 由 此 出 发 ,引入 如 下 定义 :由 公式 

(g 沙 ) =27(f,p) (其 中 yy = Fl9]) (1) 
所 决定 的 线性 泛 函 g E 5: , 称 为 广义 函数 feE 5: 的 依 里 叶 变 换 . 公式 (1) 可 改写 为 
(Ff,y) = 27(f,9) = 27(f,F “vy), 

即 泛 函 f € 52 的 傅 里 叶 变换 是 一 个 泛 函 , 它 在 每 个 元 少 E S$。 上 的 值 等 于 原 泛 函 / 
在 元 p =F“'y 上 的 值 乘 以 27, 其 路 -是 傅 里 叶 逆 变 换 . 

因为 当 p 遍历 5。 时 y=F[g] 遍 历 整个 5。 ,等 式 (1) 实 际 上 在 整个 $。 上 定义 了 
泛 函 . 这 个 泛 函 的 线性 性 质 与 连续 性 可 直接 验证 . 

在 52 的 元 中 包含 所 有 的 绝对 可 积 函 数 . 对 于 这 些 绝对 可 积 函数 ,刚才 令 述 的 傅 
里 叶 变换 的 定义 与 通常 的 傅 里 叶 变 换 的 定义 一 致 . 事实 上 ,如 果 f € 5,,p € 5,， 
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g = 了 [及 y=Flg1, 则 按照 布 兰 舍 列 尔 定理 得 
27(f,9) = (g,Y), (2) 
并 且 对 给 定 的 f, 如 对 等 价 函 数 不 加 区 别 , 则 只 存在 一 个 对 所 有 p E $。 满足 等 式 (2) 
的 函数 g. 借助 于 相应 的 极限 过 程 不 难 证 明 , 对 任意 /EE Li( - om ,o ) 等 式 (2) 成 立 . 
这 样 一 来 ,广义 函数 的 傅 里 叶 变换 , 乃 是 经 典 变换 在 更 广 的 函数 类 上 的 推广 . 
例 1 设 f(x) =c=const. 那么 


27(f,9) =27 p(x)de = 2rop(0) (w= FLp]), 


即 常 数 的 传 里 叶 变 换 等 于 这 个 党 数 乘 上 27 及 6 函数 . 
例 2 设 拟 xz) =e™. 那么 


27(f,9) = 27 | ep(#) a = 2T - a), 


即 函 数 ez 的 传 里 时 变换 是 位 移 5 函数 5(* +a) 与 27 的 积 . 
例 3 设 /(x) = 党. 那么 由 等 式 
0) =- | p(s)e ds, 
在 式 中 令 入 =0 并 乘 以 27 后 得 
27 (x ,p(x) ) = -27y"(0), 
即 函 数 x 的 傅 里 叶 变 换 是 5 函数 的 二 阶 导数 乘 以 -27. 
我 们 再 做 一 些 最 后 的 说 明 . 
我 们 对 5。 上 的 广义 函数 定义 了 健 里 叶 变 换 . 但 是 还 可 以 取 任意 其 他 的 基本 空 
间 ,例如 无 穷 次 可 微 的 有 限 支 集 函数 空间 K. 对 于 每 个 函数 po E K, 傅 里 叶 变 换 (在 


通常 的 意义 下 ) 存 在 ,并 且 可 验证 它 是 按 指数 递增 的 整 解析 函数 . 更 确切 地 说 , 传 里 
叶 变 换 是 把 空间 天 变 到 空间 Z 的 线性 算 子 ,其 中 空间 2Z 的 元 是 满足 不 等 式 
sl’ly(s) |s< Ce (gqg=1,2,.…) 
的 整 解析 函数 水, 而 T=Ims,C, 与 a 是 依赖 于 函数 yy 的 常数 . 因为 在 空间 KK 中 曾 引 
入 了 收 全 概念 ,把 K 变 到 2Z 中 的 映射 下 在 Z 中 诱导 出 某 个 收敛 概念 :序列 {y,| 在 2 
中 收敛 于 消 ,是 指 如 果 关 系 p, 一 g 对 于 相应 的 原 象 成 立 . 其 实 , 不 利用 空间 KD, 也 不 
难 氢 述 这 个 收敛 概念 . 
现在 设 f 是 K* 中 的 任意 元 . 令 
(g,y) = 27(f,9) ,其 中 y = Fl9]， 


Q@” 即 如 果 对 固定 的 C,(g =1,2,…) 与 a, 不等式 
| sp Cs) | < Cresa 
成 立 , 且 光 ,0 在 实 轴 上 的 每 个 有 限 区 间 上 一 致 成 立 , 则 在 Z 中 几 -0 
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我 们 就 可 以 使 Z 上 的 线性 泛 函 g 与 1 对 应 . 我 们 把 这 个 泛 函 g 称 为 泛 函 的 傅 里 叶 
变换 . 这 样 一 来 ,在 基本 函数 空间 玉 上 的 广义 函数 /的 傅 里 叶 变换 ,是 在 Z 上 的 广义 
函数 , 即 Z 是 这 样 一 个 空间 :在 通常 意义 下 来 理解 的 傅 里 叶 变 换 把 空间 天 变 到 这 个 
空间 2 内 . 

对 于 在 任何 其 他 的 基本 函数 空间 上 的 广义 函数 可 进行 同样 的 构造 这 时 ,每 一 
次 都 可 产生 一 个 包含 四 个 空间 的 模式 图 ; 某 个 最 初 的 基本 函数 空间 ,这 些 函 数 的 健 
里 叶 变换 的 集合 ( 即 第 二 个 基本 函数 空间 ) 以 及 两 个 共 罗 空 间 . 


: 
em 为 基本 顶 数 空间 时 , 由 于 它 被 傅 里 叶 变换 变 到 其 自身 ,上 述 模 式 图 归结 为 两 
空间 . 


广义 函数 的 传 里 叶 变 换 的 概念 ,在 偏 微分 方程 的 理论 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 读 
者 例如 可 由 希 洛 夫 ( Iwnos) 的 书 ”中 了 解 这 些 问题 . 
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$ 1. 基本 定义 . 导致 积分 方程 的 某 些 问题 


1. 积分 方程 的 类 型 ” 凡 在 积分 号 下 含有 未 知 函 数 的 方程 称 为 积分 方程 . 例如 ， 
方程 


p(s) = | K(ss) pC dr +fs) (1) 
就 是 这 样 的 方程, 这 里 和 都 是 已 知 函数 ,而 p 则 是 未 知 的 . 这 里 的 变量 s 和 1 在 
某 一 固定 的 闭 区 间 [a,5] 上 取 值 


方程 (1) 的 特征 性 质 是 它 的 线性 性 质 :方程 (1) 关 于 未 知 函 数 p 是 线性 的 . 一 系 
列 问题 能 导致 非 线性 积分 方程 ,例如 导致 形 如 


p(s) = {KGssD)g(9(0) ,0)d 


的 方程 ,其 中 KK 和 g 都 是 给 定 的 函数 . 然而 ,我 们 往 后 仅 限 于 讨论 线性 方程 . 
一 些 个 别 的 积分 方程 早 在 20 世纪 初叶 就 曾经 被 研究 过 . 早 在 1823 年 阿 贝 尔 
(Abel) 就 研究 了 方程 
fs) = | sd (0 <a<1,f0) =0), 
o(s—t)° 
现在 就 以 他 的 名 字 命 名 为 阿 贝 尔 积 分 方程 . 这 里 /是 已 知 函 数 ,而 wp 则 是 未 知 的 . 阿 
贝尔 证 明了 ,这 个 方程 的 解 具 有 形式 
_ sin 7Q f'(a) 
PN) = 人 CE 
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然而 线性 积分 方程 的 一 般 理 论 , 仪 在 19 世纪 与 20 世纪 更 替 之 际 才 建 立 起 来 ,主要 
是 在 沃 尔 泰 拉 、 弗 雷 德 霍 姆 和 和 希 尔 伯 特 的 工作 中 建立 的 . 
方程 (1) 称 为 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 方程 (人 参看 第 二 章 8$4 第 4 段 ) ,而 方程 


J KiDe(Dd = fs) (2) 


(在 该 方程 中 未 知 沙 数 p 仅 出 现在 积分 号 下 ) 称 为 第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 方程 
上 面 提 到 的 阿 贝尔 方程 ,属于 所 谓 的 沃 尔 泰 拉 方 程 ,这 类 方程 的 一 般 形 式 为 


| KoDe(Dd = fs) (3) 
(第 一 类 沃 尔 素 拉 方程 ) 或 


p(s) = [ KGsst) p(t) dt + f(s) (4) 


(第 二 类 沃 尔 泰 拉 方 程 ). 显然 , 沃 尔 泰 拉 方程 可 视 为 方程 (1) 或 (2) 中 函数 满足 
条 件 
K(s,t) =0 (1t > s) 

的 弗 雷 德 霍 姆 方程 . 但 是 适宜 于 单独 分 出 沃 尔 泰 拉 型 方程 成 为 特殊 的 一 类 方程 , 因 
为 它们 具有 一 系列 极 重 要 的 性 质 ， 而 这 些 性 质 是 任 总 的 弗 震 德 埠 姆 方程 所 不 具 
有 的 . 

如 果 在 方程 (1)、(2) 或 (3) 中 函数 等于零， 那么 这 样 的 方程 称 为 齐 次 方程 否 
则 称 为 非 齐 次 方程 . 

2， 导 致 积分 方程 的 问题 的 一 些 例 子 ”在 本 章 的 下 面 几 节 里 我 们 研究 线性 积分 
方程 的 一 些 基 本 性 质 , 但 是 我 们 首先 阐述 几 个 能 导出 这 样 的 方程 的 问题 . z 

(1) 负载 蓄 的 平衡 ”考察 一 条 弦 , 即 是 一 条 弹 性 材料 所 做 成 的 长 为 的 线 ， 它 可 
以 自由 弯曲 ,但 能 抗 拉 伸 , 且 抗力 与 这 个 ， z 
伸 长 的 量 成 正比 . 设 弦 的 两 端 固 定 在 点 
x =0 和 x=1. 于 是 在 平衡 位 置 时 , 弦 与 x 轴 
上 的 线段 0<x<i 完 全 重合 . 现在 假定 有 
一 铅 垂 力 P= P, 作用 于 弦 的 点 x = 上 上 . 
在 该 力 的 作用 下 弦 偏 离 了 平衡 位 置 , 弦 显 
然 具 有 如 图 23 所 示 的 折线 形状 . 

我 们 来 求 在 作用 于 点 处 的 外 力 已 作用 下 , 弦 在 点 处 的 偏离 量 8. 如 果 力 已 
与 未 加 负载 的 弦 的 张力 7, 相 比较 是 很 小 的 话 ,那么 仍然 可 以 假定 加 负载 弦 的 张力 
的 水 平 投影 等 于 T。. 于 是 自 获 的 下 衡 条 件 就 得 到 等 六 
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由 此 
_ (一 总 


现在 设 u(x) 表 示 弦 上 某 一 点 x 在 力 P, 的 作用 下 的 下 重量 . 那么 
u(x) = PG(x%,é), 
其 中 : 
一 介 , 当 0 <x < 时 ， 


0 


G(x,é) 一 (1 ) 
CU- esx<lH 
Tl ,当世 < 过 / * 


特别 ,由 这 些 公式 立即 看 出 G(x,E) = G(&,%x). 现在 假定 作用 在 弦 上 的 力 在 其 上 是 连 
续 分 布 的 ,并 且 具 有 密度 p(é). 如 果 这 个 力 很 小 ,那么 应 变 线性 地 依赖 于 应 力 ,而 负 
载 弦 的 形状 就 由 函数 | 


wz) = | C(x,8)p(€) (5) 


所 描绘 . 这 样 ,如 果 给 定 了 作用 在 弦 上 的 负载 ,那么 利用 公式 (5) 就 可 求 出 弦 在 这 个 
负载 的 作用 下 所 具有 的 形状 . 

现在 我 们 来 考虑 逆 问 题 : 求 负载 分 布 p, 使 在 其 作用 下 弦 具 有 给 定 的 形状 u. 我 
们 已 得 到 了 根据 给 定 的 u 求 函数 p 的 方程 , 它 就 是 方程 (2)( 仅 记号 有 所 不 同 ) , 即 
第 一 类 弗 雷 德 替 姆 积分 方程 

(2) 弦 的 自由 振动 和 受 连 振动 ”现在 假定 弦 作 某 种 振动 . 设 wx(x , 妃 是 弦 上 横 坐 
标 为 x 的 点 在 时 刻 i 的 位 置 ,又 设 p 是 弦 的 线 密 度 @. 作用 在 弦 的 长 为 dx 的 线 元 上 的 
惯性 力 等 于 


-Dpqx， 由 此 p(&) = 


用 这 个 表达 式 代 将 公式 (5) 中 的 p(#) ,我 们 就 得 到 
uxt) = | CC,b)p SD a (6) 


假定 弦 作 具有 某 一 固定 频率 w 和 依赖 于 x 的 振幅 u(x) 的 简 谐振 动 . 换言之 , 设 
u(x,t) = u(x)sinwt. 


将 这 个 表达 式 代 入 (6) 并 约 去 等 式 两 端的 sinwi ,就 得 到 关于 uw 的 下 列 积分 方程 : ， 


@ 我 们 令 p =const, 尽 管 这 对 今后 讨论 是 无 关 紧 要 的 . 
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(xz) = po [ G(sé)u(€) (7) 
如 果 驼 作 非 自 由 振动 ,而 是 在 外 力作 用 下 作 受 迫 振 动 ,那么 经 过 不 复杂 的 计算 可 以 
证 明 , 弦 的 简 谐振 动 的 相应 方程 将 具有 形式 
(az) = pu? | C(xs€)u(€) dE + f(s) 


即 非 齐 次 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 方程 
(3) 将 微分 方程 化 为 积分 方程 “有 时 宜 于 将 求解 微分 方程 的 问题 化 为 求解 积 
分 方程 的 问题 . 例如 ,在 证 明 初 值 条 件 为 y(xo) =yo 的 微分 方程 
yY = f(x,y) 
之 解 的 存在 性 和 唯一 性 时 ,我 们 (在 第 二 章 中 ) 已 经 看 到 , 宜 将 它 化 为 ( 非 线 性 ) 积 分 
方程 : 
y= yo + [ AE) 
对 于 高 于 一 阶 的 微分 方程 ,也 可 以 作 这 样 的 转化 . 例如 ,考虑 二 阶 方程 
y” +f(x)y = 0. 
令 f(x) =p -ol(%x) ,其 中 p=const, 就 可 将 它 写 成 下 列 形式 : 
y +py = o(x)y. (8) 
众所周知 , 附 有 初 值 条 件 y(a) =yo,y'(c) =y% 的 方程 
y+py = g(%) 
的 解 , 可 以 表示 成 
osin p(x — a) 


| YY 
y(%) =yocos p(x% — a)t+ ; 


+ sinp(x ~é)e(é) 
因此 求 附 有 上 述 那 样 的 初 值 条 件 的 方程 (8) 之 解 ,就 化 为 去 求解 如 下 积分 方程 
y(x) - .0(é)sinpl EE 


yosin p(x — a) 
p 


= yocos p(X -a)t+ 
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1， 弗 雷 德 堆 姆 积分 算 子 ”在 这 一 节 里 我 们 将 考虑 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 方程 , 即 
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形 如 
p(s) = [ Ksst) p(t) de + f(s) (1) 


的 方程 . 我 们 假定 这 里 和 下 面 遇 到 的 所 有 函数 ,一 般 说 来 ,都 取 复 值 . 我 们 假定 称 之 
为 该 方程 核 的 函数 天 ,在 正方 形 a<s,t<b 上 是 可 测 的 并 且 属 于 工 类 : 


f | | K(s,t) |?dsdi < %. (2) 


方程 (1) 的 自由 项 f 是 L,[a,b] 里 的 某 一 给 定 的 函数 ,而 op 则 是 L,[a,b] 里 的 未 知 函 
数 . L 类 的 核 称 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 核 
把 由 等 式 4p = 定义 的 算 子 4 与 方程 (1) 相 对 应 ;这 就 是 
[KGssD) pd = ys). (3) 


每 一 形 如 (3 ) 的 算 子 称 为 弗 雷 德 霍 姆 算 子 . 如 果 核 K(s,i) 满 足 条 件 (2) ,那么 就 
称 之 为 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 . 研究 方程 (1) 自然 归结 为 研究 这 个 算 子 的 性 质 . 

定理 1 等 式 (3)( 其 中 K(s,t) 是 平方 可 积 函 数 ) 在 空间 L,[a,5b] 里 定义 了 一 个 
紧 线 性 算 子 4, 其 范 数 满足 不 等 式 


141 = 上 | | K(s,t) | dsdi. (4) 
证 明 首先 注意 ,根据 富 比 尼 定 理 和 条 件 (2) ,对 于 几乎 所 有 的 ,积分 
[ | K(s,t) |2di 


存在 . 换言之 ,对 于 几乎 所 有 的 s,K(s,t) 作 为 1 的 函数 属于 工 [a,5]. 因为 平方 可 积 
晒 数 之 积 是 可 和 的 ,所 以 (3) 式 左 端的 积分 对 于 几乎 所 有 的 * 存在 , 即 函 数 y 几乎 处 
处 有 定义 . 我 们 来 证 明 东 E L,[a,b]. 根据 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 不 等 式 ,对 于 几乎 
所 有 的 s, 有 


|y(s) | = coe(od| 


< | KGDPd| iDPd = Mol’ KG,) Ja 
对 * 进行 积分 ,然后 用 | K(s, |? 的 二 重 积分 来 替换 累 次 积分 ,就 得 到 不 等 式 
le 有 = lyG) bas < le 有 人 KG 2dsdz 


这 个 不 等 式 表明 |y(s) | 可 积 ,并 给 出 了 算 子 4 的 范 数 的 估计 式 (4). 剩 下 证 明 算 
子 4 是 蛇 算 子 . 设 iy,} 是 L[a,b] 里 的 完备 正 交 系 . 那么 所 有 可 能 的 两 两 乘积 
Wn(s) 汪 ,5s) 构 成 空间 [,([a,b] x [a,6]) 里 的 完备 系 (参看 第 七 章 $3 第 5 段 ). 
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从 而 


K(s,t) = > op) 加 (9 
现在 令 


N 


Ky(s,t) = > amyn(s) h(t), 


再 设 4w 是 由 核 Ky(s,t) 所 定义 的 算 子 . 这 个 算 子 是 紧 算 子 ,因为 它 将 整个 己 [a, 
变 为 有 限 维 子 空 间 ( 在 第 四 章 里 我 们 称 这 样 的 算 子 为 有 限 维 算 子 ). 事实 上 ,如 果 
OD EL,la,b| ,那么 


hp= | KvlssD) (Dd = Dantas) fotm De 


其 中 
= [ p(w 
即 每 一 元 素 p E L[ a,b] ,被 算 子 4 变换 为 由 向 量 几 ，…,yy 所 生成 的 有 限 维 子 空 
间 的 元 素 . 其 次 K,(s,t) 是 函数 K(s,t) 的 伟 里 叶 级 数 的 部 分 和 ,因此 , 当 Nw 时 ,有 
三 KG -有 GD)zad 一 0 
由 此 ,将 估计 式 (4) 应 用 于 算 子 4 -hw 就 有 , 当 Nw 时 ， 
14 -4 一 0 


利用 关于 “ 紧 算 子 的 收敛 序列 的 极限 是 紧 算 子 ”的 定理 (第 四 章 $6 第 2 有 段 )， 名 得 型 
算 子 4 的 紧 性 . 

注 1 在 定理 1 的 证 明 过 程 中 ,我 们 已 确立 了 如 下 事实 :每 一 希 尔 伯 特 _ 施 密 特 
算 子 ,可 以 表示 为 有 限 维 积分 算 子 序列 ( 按 范 数 收 敛 意义 下 ) 的 极限 . 

注 2 设 4, 和 4, 是 两 个 形 如 (3) 的 算 子 ,而 Ki(s,t) 和 kK,(s,t) 是 写 它 们 相对 
应 的 核 . 如 果 算 子 4A, 和 4, 相等 , 即 对 于 所 有 的 p E LL[a,b] 都 有 4ig =42p, 那 么 几 
乎 处 处 都 有 Ki(s,t) =K,(s,t). 事实 上 ,如 果 对 于 所 有 的 9 E LLa,b |] 都 有 


49 -hp = | (KG -Klsst)) 9(D) dt =0, 
那么 对 于 几乎 所 有 的 se[a,b] 都 有 


b 
| [Ki(s,t) - Ks(s,t) |*dt =0, 
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而 这 表明 
b ~b 
[ {IRGCs,t) -Kls,t) ?dsd = 0， 


由 此 推出 我 们 的 结论 . 这 样 一 来 , 如 果 我 们 按 惯例 对 两 个 彼此 等 价 的 可 和 函数 不 加 
区 别 ,那么 可 以 说 ,积分 算 子 与 核 之 间 也 是 一 一 对 应 . 

定理 2 设 4 是 由 核 K(s,i) 所 定义 的 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 . 于 是 与 它 共 鸭 
算 子 4 就 由 " 共 斩 ” 核 K(s,t 所 决定 . 

证 明 利用 富 比 尼 定 理 , 就 得 到 


(Af,g) = [{f KG dA dat) ds 


= | | KOGA) gt ads = [ {f Ks) BCs YD a 


- AD{f Kral) ads) = ha， 


由 此 得 出 定理 的 结论 . z 

特别 , 形 如 (3) 的 算 子 4 在 [a,5] 里 自 共 思 , 即 A4* =4, 当 且 仅 当 K(s,t) = 
K(1,s). 当 考 虚实 希 尔 伯 特 空间 的 情形 时 (这 时 一 定 是 实 核 ), 自 共 思 的 条 件 为 
K(s,t) =K(t,s). 

注 ”我们 考虑 了 作用 于 空间 [,[a,5] 中 的 积分 算 子 . 但 是 上 面 所 说 的 和 下 面 将 
要 阐述 的 一 切 结果 ,无须 作 任何 修改 就 可 以 移植 到 以 任何 其 他 测度 空间 来 代替 闭 区 
间 [a,5] 的 情形 . 

2. 含 对 称 核 的 方程 ”让 我 们 来 研究 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 


p(s) = [KDAs), (5) 
它 的 核 满足 条 件 
， fines rom ee. 
2) K(s,t) = 天 (tsS). 


我 们 将 这 样 的 方程 称 为 含 对 称 核 的 方程 . 根据 上 一 段 定理 1 和 定理 2, 相 应 的 弗 雷 德 
霍 姆 算 子 | 


4p = | KiDep(Dd (6) 


是 紧 的 和 目 共 轿 的 . 从 而 希 尔 伯 特 - 施 密 特 定理 (第 四 章 86 第 5 段 ) 对 于 它 是 正确 
的 . 我 们 应 用 这 个 定理 来 求 方程 (5 ) 之 解 . 由 于 我 们 感 兴趣 的 仅 是 算 子 (6) 的 紧 性 和 
目 共 轿 性 而 不 是 它 的 积分 表示 ,自然 将 方程 (5) 用 符号 形式 写成 
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p = 4p + 上 
根据 希 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 ,对 于 4, 存 在 与 非 零 特 征 值 1A,} 对 
准 正 交 系 {y,} ,使 L, 中 每 一 元 素 上 均 可 表示 成 : 


= 2 ow + 其 中 Aé' =0. 
全 
f= 之 bb tj (4f = 0)， 
然后 来 求 方程 (7) 的 具有 下 列 形式 的 解 9: 
2 = os tp (49 =0). 
将 展 式 (8) 和 (9) 代 入 方程 (7) ,得 


Dx tp’ = > rAd +t > bs, +f 


这 个 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 


f =9 
和 
x 1-A) =b, (n=1,2,..), 
即 当 且 仅 当 
f'=9 
1) 


b, =0 (A, =1). 


(7) 
应 的 特征 孙 数 的 标 


(8) 


(9) 


最 后 这 个 等 式 给 出 方程 (7) 可 解 的 充 要 条 件 . 这 时 ,对 应 于 使 A, =1 的 nn 的 坐标 x， 


是 任意 的 . 这 样 一 来 ,我 们 就 得 到 如 下 结果 . 


定理 3 如 采 1 不 是 算 子 4 的 特征 值 ,那么 对 于 任何 /方程 (7) 有 一 解 且 仅 有 一 
解 . 如 果 1 是 算 子 4 的 特征 值 ,那么 方程 (7) 可 解 , 当 且 仅 当 自 由 项 /与 算 子 4 的 特 
征 值 1 对 应 的 所 有 特征 函数 正 交 . 如 果 后 面 这 个 条 件 满足 ， 那么 方程 (7) 有 无 穷 多 


个 解 . 


3 弗 雷 德 堆 姆 定理 . 退化 核 情形 ”我 们 现在 来 研究 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 方程 , 假 


设 其 核 满足 (保证 算 子 紧 性 的 ) 条 件 
「 [ | K(s,t) | dsdi < ~%, 


但 不 满足 对 称 条 件 . 
我 们 首先 研究 具有 退化 核 的 方程 
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p(s) = { KG) pC) d+) (10) 
即 其 核 形 如 
K(s,t) = > Pi(s)Q.(0), (11) 


其 中 P;,Q; 是 工 里 的 函数 . 具有 形 如 (11) 的 核算 子 将 每 一 函数 p E L, 变 为 和 


> PGs) [ Qi od, 


即 变 为 由 肾 数 P,(i=1,2,…,n) 所 生成 的 有 限 维 子 空间 里 的 元 素 . 注意 ,可 以 假设 
表达 式 (11) 中 的 函数 Pi ,…,P, 是 彼此 线性 无 关 的 . 事实 上 ,如 果 不 然 ,那么 将 函 
数 P; 中 的 每 一 个 函数 表 为 线性 无 关 函 数 的 线性 组 合 后 , 易 知 同一 个 核 K(s,i) 可 


以 写成 项 数 较 少 的 形 如 户 (s) 0,(1) 的 项 之 和 ,使 得 函数 户 线性 无 关 . 可 以 对 函数 
Qi 作 类 似 的 简化 . 易 见 ,在 经 过 这 样 的 简化 后 ,所 得 核 中 诸 已 和 诸 0, 分 别 是 线性 
无 关 的 . 

这 样 ,我 们 来 解 含 退化 核 (11) 的 方程 (10) ,其 中 函数 Pi,…,P,( 以 及 Q1,…， 
Q,) 是 线性 无 关 的 . 用 相应 的 和 (11) 来 替换 方程 (10) 中 的 K(s,1) ,就 得 到 


p(s) = PP(s) [QD pC) d+) (12) 
引入 记号 
| ope(Du = 4， 
可 以 把 方程 (12) 改 写成 


p(s) = > op) + f(s). 
将 p 的 这 个 表达 式 代入 方程 (10) ,就 得 到 


之 qiPi(s) + f\s) 


= > Pls) | ooi goP() + f(t) Jdi + fs). (13) 


必 


[RAGIAOE! = a;, | QADAD = b.,, 
就 可 将 等 式 (13) 写 成 
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Yap.ls) = > P| > a;q; 十 b.]. 
根据 假定 函数 已 是 线性 无 关 的 ,因此 由 此 推出 相应 系数 的 等 式 


q; = Sag +b,, ;=1,2,.…,n. (14) 
我 们 得 到 了 关于 系数 9 的 线性 方程 组 . 解 之 ,我 们 就 求 出 函数 


p(s) = DaPls) + 


这 个 函数 满足 积分 方程 (10) ,因为 把 方程 (10) 变 为 方程 组 (14) 的 所 有 计算 ,可 以 按 
相反 的 次 序 进行 . 

这 样 ,求解 含 退 化 核 的 积分 方程 ,就 归结 为 求解 与 之 对 应 的 线性 代数 方程 组 
(14). 

对 于 线性 方程 组 , 解 的 存在 性 和 唯一 性 条 件 是 众所周知 的 . 

1 . 线性 代数 方程 组 

Tx=y (T= | ax | ,x = (Xi ;二 (Yi yu) ) 
可 解 , 当 且 仅 当 向 量 y 与 共 斩 齐 次 方程 组 
7z=0 (7 ”= osll) 

的 每 个 解 正 交 . 

.如 果 和 矩阵 7 了 的 行列 式 不 等 于 零 , 那 么 方程 Tx =y 对 于 任何 y 有 一 解 且 仅 有 
一 解 . 如 果 和 矩阵 7 的 行列 式 等 于 零 , 那 么 齐 次 方程 Tx =0 有 非 零 解 . 

于 . 既然 矩阵 7 和 共 轿 矩阵 7* 的 秩 相同 , 齐 次 方程 组 Tx =0 和 7*z=0 的 线性 
无 关 解 的 个 数 也 相同 . 

由 于 我 们 已 阐明 在 含 退化 核 的 积分 方程 与 线性 代数 方程 组 之 间 存 在 这 样 的 关 
系 ,这 些 结论 可 以 视 为 关于 解 退化 积分 方程 的 一 些 定理 . 我 们 在 下 一 段 中 将 证 明 , 从 
本 质 上 讲 , 这 些 定理 对 含 任意 (但 不 一 定 是 退化 ) 核 的 积分 方程 也 是 成 立 的 . 但 是 因 
为 对 于 非 退 化 积分 算 子 ,诸如 和 矩阵 之 秩 和 行列 式 这 样 的 概念 就 没有 意义 ,所 以 相应 
的 一 些 定理 应 该 这 样 陈述 ,使 得 这 些 概念 不 出 现在 这 些 定理 之 中 . 

4. 含 任意 核 的 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 ”我们 再 来 研究 方程 


p(s) = [ KGsst) (0) dt + f(s), (15) 
但 是 现在 对 它 的 核 仅 加 上 希 尔 伯 特 - 施 密 特 条 件 
f f |K(s,t) |2dsdi < wa 


(以 保证 算 子 的 紧 性 ) ,但 既 不 假定 这 个 核 是 退化 的 ,也 不 假定 是 对 称 的 . 我 们 只 


$ 2， 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 . 371 ， 


对 方程 (15 ) 的 可 解 性 条 件 及 其 解 的 性 质感 兴趣 . 这 时 对 我 们 至 关 重要 的 , 仅 是 与 
方程 (15 ) 对 应 的 算 子 的 紧 性 ,而 不 是 它 的 积分 表示 . 因此 我 们 今后 总 是 研究 算 子 
方程 
p = 4p + 广 (16) 
假定 4 是 一 个 任意 给 定 在 希 尔 伯 特 空间 五 里 的 紧 算 子 . 
令 7T=1-4( 其 中 1 是 单位 算 子 ) ,可 将 方程 (16) 改 写成 


lo =/. (17) 
在 研究 这 些 方程 的 同时 ,我 们 还 研究 齐 次 方程 

Tp。 = 0 (18) 
和 共 思 方 程 

T'y = 2g, (19) 

T*y, =0 (20) 


(7* =7-4*). 下 面 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 揭示 了 这 四 个 方程 解 之 间 的 关系 . 

定理 I 非 齐 次 方程 Tp =f 仅 对 与 共 思 齐 次 方程 7* y=0 的 每 个 解 是 正 交 的 
那些 f 才 是 可 解 的 . 

定理 工 ( 弗 雷 德 霍 姆 择 一 定理 ) 要么 方程 Tp =f 对 任何 f € 三 有 了 唯一 解 ,要 么 
齐 次 方程 Tp。=0 有 非 零 解 . 

定理 亚 ” 齐 次 方程 (18) 和 (20) 具 有 个 数 相同 的 有 限 个 线性 无 关 解 . 

在 动手 证 明 这些 定 理 之 前 ,我们 指出 ,对 于 含 对称 核 的 方程 (根据 第 2 段 中 所 述 
的 结果 ) ,这 些 定理 是 正确 的 . 这 时 由 于 4 与 4 完全 相同 ,定理 政变 为 平凡 的 . 

另 一 方面 ,正如 我 们 前 面 已 看 到 ,如 果 4 是 一 个 退化 积分 算 子 ,那么 相应 的 方程 
就 化 为 线性 代数 方程 组 ;这 时 弗 雷 德 霍 姆 定理 自动 变 为 上 一 段 中 所 引入 的 关于 线性 
方程 组 的 定理 . 

由 于 每 个 紧 算 子 是 退化 算 子 ( 即 有 限 维 算 子 ) 的 收敛 序列 的 极限 ,我 们 本 来 可 以 
利用 (由 退化 核 逼近 于 非 退 化 核 的 ) 相应 的 极限 过 程 来 证 明 弗 雷 德 霍 姆 定理 . 但 是 ， 
我 们 采用 另外 一 种 无 须 考虑 退化 方程 的 方法 来 证 明 这 些 定理 . 

弗 雷 德 霍 姆 定理 的 证 明 ”让 我 们 回忆 起 Ker B 是 线性 连续 算 子 B 的 化 零 元 全 
体 ( 即 所 有 使 得 Bx =0 的 所 有 x E 五 所 构成 的 集 ) ,而 Im B 是 算 子 B 的 值 域 , 即 形 如 
y= Bx 的 癌 量 的 全 体 . 显然 ,Ker B 总 是 一 个 闭 线性 子 空间 . 集 Im B 也 是 一 个 线性 流 
形 , 但 一 般 不 是 闭 的 . 我 们 现在 来 证 明 ,对 于 算 子 7=1-4, 其 中 4 是 一 个 复 算 子 , 相 
应 的 流 形 是 闭 的 . 

引 理 1 流 形 Im TT 是 闭 的 . 

证 明 设 y, E Im7 且 7 一 y 根据 假定 ,有 这 样 的 向 量 x, E 五 存在 ,使 得 

y, = Tx, = %, — Ax,. - (21) 
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我 们 可 以 假定 向 量 x%, 与 Ker 7 了 是正 交 的 (如 果 有 必要 , 需 从 x 里 减 去 它 在 Ker 了 上 
的 投影 ). 其 次 ,可 以 认为 站 zx, | 总体 有 界 . | 取 子 序列 ,我们 


会 有 | x, | 一 m ,再 除 以 上 1% 上 ,就 会 从 (21) 得 到 -4 一 0. 但 是 因为 算 
子 4 是 紧 算 子 ,所 以 若 再 取 子 序列 , 则 可 以 认为 序列 {4 wj 收敛 因此 -2 也 


会 收敛 于 某 向 量 ,比如 说 ,向量 z E 瓦 显然 ,zl =1 且 7z=0, 即 z E Ker 了 但 是 我 
们 假定 向 量 x%, 与 Ker 了 是 正 交 的 ,从 而 回 量 z 一 定 与 Ker 7 正 交 . 所 得 到 的 矛盾 容许 
假定 | x,。|| 是 总 体 有 界 的 . 此 外 ,在 这 种 情况 下 可 以 假定 序列 |4x,} 也 是 收敛 的 ,于 
是 由 (21) 推 出 序列 {x,} 也 是 收敛 的 . 如 果 用 x* 表示 这 个 序列 的 极限 ,那么 从 (21) 就 
可 推出 y = 7x. 引 理 得 证 . 
引 理 2 空间 五 是 闭 子 空间 Ker 了 与 In 7 的 直 正 交 和 , 即 

Ker 了 个 nm7” =H, (22 ) 
且 类 似 地 有 

KerT*@ImT=H (23) 


证 明 ”我 们 已 经 知道 ,出 现在 等 式 (22) 左 端的 两 个 子 空间 都 是 闭 的 . 此 外 ,它们 
是 正 交 的 ,因为 如 果 有 hE Ker 7, 那 么 对 于 所 有 的 x E 虽 都 有 (h,T*x) = (7h,x) =0. 
剩 下 证 明 , 任 何 非 零 向 量 不 可 能 同时 与 Ker 7 和 Im 7* 都 正 交 . 但 是 如 果 向 量 z 与 
Im 7* 正 交 , 那 么 对 于 任何 x E 五 就 有 (Tz,x) = (z， 7*x) =0, 即 z E Ker 7 等 式 
(23) 可 类 似 地 得 到 证 明 . 引 理 得 证 . 
由 引 理 2 立即 推出 弗 雷 德 霍 姆 第 一 定理 . 事实 上 , 当 且 仅 当 六 E Im 7 时 , 即 当 存 
在 这 样 的 p 使 得 Tp =f 时 , 才 有 flKer 7*. 
其 次 ,对 于 每 一 整数 上 令 忆 =Im( 六 ) ,因此 特别 有 厂 =Im 7, 显 然 , 子 空间 大 
构成 其 人 子 空间 链 
HOWHIOFD (24) 
而 根据 引 理 1 所 有 这 些 子 空 = 间 都 是 闭 的 ， 并 且 rz) - = 五 ”. 
引 理 3 有 这 样 的 j 存 在 ,使 得 对 于 所 有 的 kj 都 有 全 *' = 
证 明 ”如 果 这 样 的 j 不 存在 ,那么 显然 所 有 的 下 都 是 不 同 的 . 在 这 种 情况 下 可 
以 构造 这 样 的 标准 正 交 序列 [x 使 得 x E 矿 且 与 天"" 正 交 . 设 1>k. 那么 
4xi — Ax, =— x + (x, + Tx, — Tx,), 


从 而 ‖ hxi -Axi 宇 1, 因为 x + Tx -Tx, E HE*. 因此 从 序列 {Ax,} 里 不 可 能 选 出 收 
敛 的 子 序列 ,但 是 这 与 算 子 4 的 紧 性 是 矛盾 的 . 这 样 引 理 便 得 到 证 明 . 

引 理 4 ”如果 Ker 7= 10} ,那么 Im 了 = 区 

证 明 如果 Ker 7= {0} ,那么 算 子 了 是 一 一 映射 ,从 而 ,如 果 这 时 Im 了 径 已, 那 
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么 链 (24) 就 由 不 同 的 子 空间 所 构成 ,而 这 与 引 理 3 矛盾 . 因此 Im 了 = 区 类 似 地 ,如 
果 Ker7 ”= 10} ,那么 In 7* = 区 

引 理 5 如 果 Im 7 了 = 万 ,那么 Ker T= 1{01. 

证 明 因为 Im 7 = 互 , 所 以 根据 引 理 2,Ker 7” = {01}. 于 是 根据 引 理 4, 就 有 
Im 7”= 玉 从 而 根据 引 理 2 ,Ker 了 = 101. 

引 理 4 和 引 理 5 一 起 构成 了 弗 雷 德 替 姆 第 二 定理 ( 择 一 定理 ) 的 内 容 . 这 样 第 二 
定理 便 得 到 证 明 . 

最 后 我 们 来 证 明 弗 雷 德 霍 姆 第 三 定理 . 

假定 子 空 间 Ker 7 是 无 穷 维 的 . 那么 在 这 个 子 空间 里 可 以 找到 一 个 无 穷 标准 正 
交 系 1xi]}. 这 时 Ax; =xi, 从 而 对 于 1 有 | Ax; -Ax, | =\2. 2. 但 这 时 从 序列 {4x,} 里 
不 可 能 选 出 收敛 的 子 序列 ,这 就 与 算 子 4 的 紧 性 了 矛盾. 

现在 设 风 是 Ker 7 的 维 数 ,而 v 是 Ker 7* 的 维 数 . 假定 <v. 设 [9p1,…,g1 是 
Ker 7 里 的 标准 正 交 基 ,而 |y ,…,w,| 则 是 Ker 7 里 的 标准 正 交 基 . 令 


Sx = Tx + > (x ,9)y. 


因为 算 子 5 是 由 算 子 了 再 加 上 有 限 维 算 子 而 得 到 的 ， 所 以 关于 算 子 了 上 面 所 证 
明 的 一 切 结果 ,对 于 算 子 5 仍然 是 正确 的 . 
我 们 来 证 明 方程 Sx =0 仅 有 平凡 解 . 事实 上 ,假定 


Tx 十 > (x21)W = 0. (25) 
因为 根据 引 理 2 向 量 y 与 所 有 形 如 7x 的 向 量 都 正 交 , 所 以 由 (25) 推 出 
Tx =0 


(x,9;) =0 (1 三 ) 三 多 ). 
因此 ,一 方面 ,向 量 * 应 是 向 量 w 的 线性 组 合 ,而 另 一 方面 ,又 与 它们 正 交 . 从 而 
x =0. 这 样 ,方程 Sx =0 仅 有 平凡 解 . 于 是 根据 第 二 定理 有 这 样 的 向 量 y 存在 使 得 


Ty + > (yp = Wn 


因为 Dy E Im 7, 而 Im 71 Ker 7* ,将 这 个 等 式 与 光 ,1 作 内 积 ,我 们 就 得 到 右 端 为 1 
而 左 端 为 0. 这 与 假定 <v 发 生 了 矛盾. 因此 二 v. 现在 将 算 子 了 换 为 了 ,我 们 就 得 
到 jwv, 从 而 jw =v. 

定理 亚 完 全 得 证 . 

注 1 在 弗 雷 德 霍 姆 定理 中 ,本 质 上 讲 的 是 算 子 4 -7 的 可 逆 性 ,而 这 些 定 理 和 
明 , 和 A =1 或 者 是 算 子 4 的 正则 点 ,或 者 是 具有 有 限 重 数 的 特征 值 . 不 言 而 喻 ,这 些 定 


374 ， 第 九 章 ”线性 积分 方程 


理 中 的 所 有 结论 对 于 算 子 4 -AI 也 仍然 是 正确 的 ,只 要 人 关 0. 因此 紧 算 子 的 每 一 异 
于 0 的 谱 点 ,是 它 的 具有 有 限 重 数 的 特征 值 . 此 外 ,我 们 知道 ,这 样 的 特征 值 集 的 元 
素 不 多 于 可 数 个 . 根据 第 四 章 8$6 第 2 段 中 定理 2 的 推论 ,0 总 是 属于 无 穷 维 空间 中 
的 紧 算 子 之 谱 ,但 是 一 般 并 不 一 定 是 特征 值 . 0 是 唯一 的 谱 点 的 紧 算 子 , 称 为 (抽象 
的 ) 沃 尔 泰 拉 算 子 . 

注 2 我 们 对 于 形 如 p =4p +f 的 方程 (其 中 4 是 希 尔 伯 特 空间 中 的 一 个 紧 算 
子 ) ,证 明了 弗 雷 德 霍 姆 定理 . 这 些 定理 无 需 作 重 大 修改 ,就 能 够 移植 到 任意 的 巴 
拿 赫 空间 天 的 情形 . 不 言 而 喻 ,这 时 , 共 罗 方 程 y=A*y+g 应 为 空间 E* 中 的 方 
程 , 正 交 性 条 件 (f,y。) =0 应 理解 为 :在 方程 7* yo =0 解 的 子 空间 Ker 7* CE* 中 
每 一 泛 函 在 元 素 f E E 上 变 为 零 等 等 . 关于 巴 拿 赫 空间 中 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 定理 
的 论述 ,例如 可 在 :A. 刘 斯 切 尔 尼 克 和 B. H. 索 波 列 夫 合 著 的 《 泛 函 分 析 概 要 》 

沃 尔 泰 拉 方 程 积分 方程 


p(s) = | Ks,) 9 (0) + f(s) (26) 


(其 中 天 (s, 电 为 一 有 界 可 测 函 数 : | K(s,t) | <M) , 称 为 (第 二 类 ) 沃 尔 泰 拉 方 程 . 由 
于 这 个 方程 可 以 视 为 弗 雷 德 霍 姆 方程 的 特殊 情形 (含有 在 1>s 时 其 核 为 0) ,因而 弗 
雷 德 霍 姆 定理 对 于 方程 (26) 也 是 正确 的 . 但 是 ,对 于 沃 尔 泰 拉 方程 这 些 定理 可 以 确 
切 表述 如 下 ;对 于 任何 函数 E L, 沃 尔 泰 拉 方 程 (26) 有 一 解 且 仅 有 一 解 . 

事实 上 , 逐 字 重复 第 二 章 $4 第 4 段 的 推理 ,我 们 看 出 , 算 子 


Ap = | KGDe(Dd 


的 茶 次 才 是 一 个 压缩 算 子 ,从 而 齐 次 方程 有 唯一 (平凡 ) 解 . 根据 弗 雷 德 吉姆 定理 由 
此 推出 我 们 的 结论 . 

习题 ” 设 在 财 区 间 上 给 定 了 一 个 含 连续 核 的 第 二 类 弗 雷 德 堆 姆 积分 方程 . 求证 在 连续 函数 
空间 中 弗 雷 德 霍 姆 定理 对 于 这 样 的 方程 是 正确 的 . 这 时 含 转 置 核 的 积分 方程 起 着 “ 共 斩 方 程 ” 的 
作用 ,而 正 交 性 应 理解 为 L 意义 下 的 正 交 性 . 

6. 第 一 类 积分 方程 ” 形 如 

Ap =f (27) 

的 方程 , 即 仅 在 紧 算 子 符号 下 含有 未 知 函 数 p 的 那 种 方程 , 称 为 第 一 一 类 弗 雷 德 土 姆 
抽象 方程 . 

一 般 说 来 ,求解 这 样 的 方程 是 比 求解 第 二 类 方程 更 为 复杂 的 问题 ,而 方程 ( 27 ) 
不 会 对 任意 右 端 有 解 . 

作为 最 简单 的 例子 ,让 我 们 首先 来 考虑 方程 


fs) = | (nd 


$ 3. 含 参数 的 积分 方程 . 弗 雷 德 霍 姆 法 .375 ， 


1 , 当 上 达 s 时 ， 
0, 当 上 >s 时 
的 方程 , 它 有 一 个 显然 解 p(s) =f'(s) ,只 要 /绝对 连续 且 其 导数 属于 ,否则 它 
不 可 解 的 . 

我 们 来 证 明 ,在 一 般 情况 下 ,方程 (27) 不 会 对 任意 f € fH 是 可 解 的 . 事实 上 , 方 
程 4p =f 对 任何 f € HH 有 人 解 ,表示 这 个 算 子 又 将 也 映 射 到 全 玉 上 . 我 们 来 证 明 这 是 
不 可 能 的 . 全 可 以 表示 成 可 数 个 球 5, (例如, 球 心 在 原点 半径 为 1,2,…,n,… 的 
球 ) 之 和 . 它们 中 的 第 一 个 被 紧 算 子 4 变 为 准 紧 集 . 这 样 一 来 , 闭 包 Im4 是 可 数 个 紧 
统 之 和 ,但 在 瑟 里 任何 紧 统 处 处 都 不 稠密 ;同时 五 像 任何 完备 度量 空间 一 样 ,不 可 
能 表示 成 可 数 个 处 处 都 不 稠密 的 集 之 和 . 这 样 一 来 ,ImA 有 ;换言之 ,无 论 4 是 有 里 
的 什么 紧 算 子 ,方程 4p =f 不 可 能 对 所 有 的 f E 五 可 解 . 

另 一 个 重要 方面 ,是 紧 算 子 的 道 算 子 无 界 . 因此 ,如 果 玉 和 彤 是 万 中 两 个 个 此 
很 接近 的 元 素 且 两 个 方程 


K(s,t) = | 


Ap! = fi,Ap, = 

都 是 可 解 的 ,那么 相应 的 解 wm =4 ”fi 和 pg, =4 “fh 彼此 可 能 相差 得 很 悬殊 , 换 言 
之 ,方程 自由 项 中 任意 小 的 误差 ,可 以 导致 解 有 很 大 的 误差 . 原始 数据 的 微小 变动 引 
起 解 的 微小 变动 的 那些 问题 称 为 适 定 的 (这 个 “微小 性 ”在 各 种 不 同 的 问题 里 可 以 
按 各 种 不 同 的 意义 来 理解 ). 求解 第 一 类 积分 方程 (与 第 二 类 方程 不 一 样 ) 是 一 个 不 
适 定 的 问题 . 在 最 近 一 个 时 期 ,各 种 不 同类 型 的 不 适 定 的 问题 及 其 正则 化 解法 (即将 
它们 化 为 这 种 或 那 种 意义 下 适 定 的 问题 ) ,获得 了 广泛 的 发 展 . 但 是 这 些 问 题 的 论述 
超出 了 本 书 的 范围 


$ 3. 含 参数 的 积分 方程. 弗 雷 德 霍 姆 法 


1. 五 里 紧 算 子 的 庶 我们 来 研究 方程 
9p = A4p +], 
或 者 按 男 一 种 形式 写成 
CT-A4)p =/, (1) 

其 中 4 是 希 尔 伯 特 空间 五 里 的 紧 算 子 ,而 入 则 是 数值 参数 . 

根据 弗 雷 德 霍 姆 择 一 定理 可 能 有 两 种 上 且 仅 有 两 种 互 斥 的 情况 : 

(1) 方程 (1) 对 于 给 定 的 人 A 和 每 一 上 FE 玉 有 一 有 旦 仅 有 一 解 . 

(2) 齐 次 方程 p =A4p 有 非 零 解 . 

在 第 一 种 情况 下 算 子 7- A4 将 互 一 一 映射 到 全 瓦 上 . 由 此 推出 存在 有 界 的 逆 算 
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子 (1- AM4) -这 等 价 于 , 算 子 {4- 1 在 全 恕 上 有 定义 并 且 有 界 ;换言之 ,在 这 
种 情况 下 1/X 不 属于 算 子 4 之 谱 . 
现在 设 第 二 种 可 能 性 成 立 , 即 存在 这 样 的 异 于 零 的 元 素 p, Ee 万 ,使 得 


1 
Pa 一 AAp, 或 4p， 一 AAP 


于 是 1/A 是 算 子 4 的 特征 值 . 

我 们 得 到 下 列 结果 :每 一 异 于 零 的 数 . = 1/A 是 紧 算 子 4 的 特征 值 或 者 是 正则 
的 . 换言之 , 紧 算 子 的 连续 谱 或 者 根本 不 存在 或 者 仅 由 一 点 .=0 所 构成 

将 刚才 所 说 的 结果 与 第 四 章 §6 的 定理 4 结合 起 来 ,我 们 就 得 到 关于 五 中 紧 算 
子 的 谱 的 如 下 描述 . 五 里 的 任何 一 个 紧 算 子 4 之 谱 , 系 由 有 限 个 或 可 数 个 异 于 零 的 
特征 值 i ,po ，… ,4,，,…( 它 们 中 每 一 个 具有 有 限 的 重 数 ) 和 零 所 构成 . 点 零 是 序列 
jw 上 的 唯一 可 能 的 极限 点 . 点 .=0 本 身 可 能 是 有 限 或 无 限 重 特征 值 ,而 未 必 是 特征 
值 集 的 点 . 正如 在 $2 第 5 段 里 已 证 明 , 对 于 方程 

9p = ABp + 六 

其 中 B 是 沃 尔 泰 拉 型 积分 算 子 , 弗 雷 德 土 姆 择 一 定理 的 第 一 种 情况 (对 任何 f € L 
的 可 解 性 ) 总 是 成 立 . 换言之 , 沃 尔 泰 拉 型 的 积分 算 子 之 谱 仅 由 一 点 =0 所 构成 . 联 
想到 $2 第 4 段 末 尾 ,我 们 曾 把 谱 为 点 0 的 紧 算 子 称 为 沃 尔 泰 拉 抽 象 算 子 . 因此 可 以 
说 沃 尔 泰 拉 积分 算 子 是 沃 尔 泰 拉 抽 象 算 子 ,从 而 说 明 这 套 术语 是 恰当 的 . 

2 以 和 的 宕 级 数 形式 求解 . 弗 需 德 霍 姆 行列 式 “方程 


(CT -A4)p =f 
的 解 可 以 形式 地 写成 
p = (7-4) (2) 
只 要 | AM <1, 即 1 | < 一 ,这 个 公式 的 确 决定 解 , 因为 在 这 种 情况 下 算 子 


1 4 
(7-A4) ”存在 ,在 全 有 上 有 定义 并 且 有 界 (参看 第 四 章 $5 第 7 段 ). 这 时 算 子 (7- 
AM4) ”可 以 表示 成 寡 级 数 之 和 : 
(1 -AhA4) =T+AA+A A + +A"A"+.…, 
条 件 | 入 | <1141|1 保证 该 级 数 ( 按 范 数 ) 收敛 . 从 而 方程 (1) 之 解 (2) 可 以 写成 
D =f+AAf+A Af + +AAf+... : (3) 
如 果 将 方程 (1 ) 的 解 写 成 客 级 数 


@ 人 =0 必定 属于 4 之 谱 , 因 为 4 在 无 穷 维 玉里 决 不 会 是 有 界 的 (参看 第 四 章 $6 第 2 段 中 定理 2 的 推 
论 ). 


8$ 3. 含 参数 的 积分 方程 . 弗 雷 德 瞧 姆 法 . 377 ， 


pa = Yo+API 二 十 和 Jr 十 和 
(其 中 gp, 已 不 依赖 于 和 A) ,也 可 以 得 到 这 个 结果 . 将 这 个 级 数 代 入 方程 p = A4p +f 的 
右 端 和 左 端 中 的 gp, 并 令 等 式 两 端 中 入 的 同 次 寡 的 系数 相等 ,我 们 就 得 到 


Po = f,9i 一 41/ ,9p， 一 4Pp，: 一 A'f,…, 
即 级 数 (3). 

我 们 来 证 明 ,如果 4 是 希 尔 伯 特 - 施 密 特 积 分 算 子 , 即 由 平方 可 积 核 K(s,i) 所 
定义 的 算 子 ,那么 算 子 (1 -X44) -! 对 于 充分 小 的 和 值 ,可 以 写成 两 个 算 子 之 和 :+ 
AT(A) ,其 中 I 是 单位 算 子 ,而 AT(A) 是 某 一 含有 依赖 于 参数 和 的 平方 可 积 核 的 希 
尔 但 特 - 施 密 特 积分 算 子 . 我 们 首先 来 阐明 用 怎样 的 形式 来 表示 算 子 4 ,4 等 等 的 
核 . 为 此 ,让 我 们 来 考虑 更 一 般 的 问题 : 设 给 定 两 个 积分 算 子 

sp = [Klss)p() dBp = | (st) 9()d, 
其 中 
[ 「 | K(s,t) |2dsdt = < am | 「 |0O(s,t) |?dsdt =g < %. 
我 们 来 求 算 子 4B 之 核 . 我 们 有 


ABg = {KGs,u) f Qn pa 


= {f KGs,) Qs) dn) de 
根据 富 比 尼 定 理 ,这 里 的 积分 次 序 可 以 交换 , 因为 被 积 函数 
K(s,u)Q(u,t) p(t) 
作为 两 个 平方 可 和 郴 数 
K(s,u)p(t) 和 Q(u,t) 
之 积 , 对 全 体 变 量 w 和 + 上 是 可 和 的 . 


今 


RGs,t) = | KGss) Q(t) du (4) 
根据 柯 西 - 布 尼 亚 可 夫 斯 基 不 等 式 ,有 
RG |? < KG ldu f | QC) ld， 
由 此 


b ob 
[| | Rs ,iD | ?dsdi < pq. 
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这 样 ,两 个 希 尔 伯 特 - 施 密 特 型 积分 算 子 之 积 ,也 是 一 个 含 由 公式 (4) 所 定义 的 核 的 
同类 型 算 子 . 特别 是 , 令 4=B, 可 见 4 是 一 个 含 核 

KE,(s,t) = | Kss) Klust) du 
的 积分 算 子 . 核 K,(s,t) 满 足 条 件 

[ | |K,(s,t) | ?dsdt < [T | | K(s,1) 2dsdi] = kK. 
由 此 14- | 大刀 ,其 中 
p> = [ | |K(s,t) | ?dsdz. 
类 似 地 , 算 子 4” 中 的 每 一 个 都 由 核 
K,(s,t) = | Kaa (sr) Klust) du (n = 2,3,.…) 

所 确定 . 核 K,(s,t) 满 足 条 件 

| [ |K,(s,t) | dsdit < hk”". (5) 


核 K,(s,t) 称 为 双核 . 
当 | 和 A | <17k 时 ,根据 估计 式 (5) ,级 数 
K(s,t) + AK(s,t) + + A IK (st) 十 和 … 
在 空间 L,(La,b] xLa,b]) 中 收敛 于 某 一 函数 古 (s ,ti; 和 A) ,其 平方 对 每 个 1A | <1/k 
关于 s 和 t 是 可 和 的 . 以 函数 芽 (s,i;A) 为 核 的 积分 算 子 (A) ,是 紧 算 子 的 收敛 级 数 
A+AA + +A" A + (6) 
之 和 ,从 而 全 (和) 为 一 紧 算 子 . 
将 这 个 和 乘 以 入 再 加 上 单位 算 子 1 ,我们 就 得 到 算 子 (1 -A4) .这样 , 的 确 当 
1A | <1/k 时 算 子 (1 -A4) "是 单位 算 子 1 与 含 核 


AT(s,t;A) = > A"K,(s,t) 
n=1 


的 紧 算 子 AT(A) 之 和 . 
条 件 | 和 | <1/k 是 级 数 (6) 收 敛 的 充分 条 件 , 但 决 非 必要 条 件 . 在 某 些 情况 下 这 
个 级 数 甚 至 可 能 对 所 有 的 和 值 都 是 收敛 的 . 例如 ,如 果 4 是 含 满足 条 件 
|K(s,t) |<M 
的 核 的 沃 尔 泰 拉 型 算 子 ,那么 通过 直接 计算 可 以 证 明 , 对 于 笃 核 K,(s,t) 有 下 列 估 
计 式 


$ 3. 含 参数 的 积分 方程 . 弗 雷 德 堆 姆 法 .379 ， 


M"(b -aa) 


|[K,(s,t) | < cnr 


由 此 推出 级 数 (6) 对 任何 和 都 是 收敛 的 . 
但 是 ,一 般 说 来 , 客 级 数 (6) 具 有 某 一 有 限 的 收敛 半径 . 同时 对 所 有 的 A( 仅 有 限 
个 或 可 数 个 这 样 的 值 除外 , 即 1/A 是 算 子 4 的 特征 值 除外 ) ,方程 p = Ap +f 都 有 
解 . 弗 雷 德 答 姆 证 明了 ,对 于 由 有 界 连续 核 K(s,t) 所 确定 的 积分 算 子 4 ,方程 p = 
A4yp +f 之 解 可 以 用 下 述 方法 求 出 . 引入 记号 
K(s1,t1)**K(s ,t,) 


K(s, ,ti) "°K(s, ,t,) 
并 用 下 列 函 数 : 


» /6 2 /6 6 
po cea fl sf fol es， 


+ (DD"S [x je + (7) 
5 s 6 
i 


D(s,t;A) =K| J-a]x| js 


+ ("$x je + (8) 


我 们 分 别称 所 定义 的 聘 数 D(A) 和 D(;s,t;) 为 弗 雷 德 霍 姆 行列 式 和 弗 雷 德 土 姆 子 
式 . 那么 ,对 于 积分 方程 


p(s) = A KGsst) p(t) de + fs), 


预 解 核 由 公式 
(Cs AN) = ADSsSA) 


D(A) 
给 出 ,并 且 对 于 所 有 和 值 ,只 要 1/A 不 是 对 应 于 核 K(s,t) 的 积分 算 子 4 的 特征 值 ， 
解 可 以 写成 


p(s) = f(s) + i A) de. (9) 
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这 时 D(A) 和 D(s,t;A) 是 参数 和 的 整 解析 函数 ,并 且 当 且 仅 当 1/A 是 积分 算 子 4 的 
特征 值 时 D(A) =0. 如 卡尔 列 曼 (Carleman) 在 1921 年 所 指出 的 , 弗 雷 德 霍 姆 在 核 
K(s,t) 连续” 这 一 假设 下 所 得 到 的 公式 (7) ,(8) 和 (9) ,对 任意 平方 可 积 核 仍然 是 正 
确 的 . 我 们 不 准备 在 这 里 介绍 公式 (9) 和 公式 (7) ,(8)9 的 推导 . 


d 参看 T. Cardleman ,Zur Theorie der Integralgleichungen ( 积分 方程 论 ) ,Math. Zeitschr. (德国 数学 杂志 )9 
(1921 ) ,196 一 217 ,也 请 参看 F. Smithies , The Fredholm theory of integral equations ( 弗 雷 德 霍 姆 积分 方程 论 ) ， 
Duke Math，Jourmal( 美国 杜 克 大 学 数学 杂志 ) ,8(1941 ) ,107 一 130. 

公式 (7) ,(8) 和 (9) 的 推导 请 参看 书 [35] 和 [46]. 


第 十 章 ”线性 空间 微分 学 概要 


我 们 在 前 面 各 章 里 所 研究 的 泛 函 分 析 的 那些 问题 中 ,线性 泛 函 和 线性 算 子 的 概 
念 起 看 主要 的 作用 .但 是 在 泛 函 分 析 里 所 产生 的 某 些 问 题 带 有 本 质 的 非 线 性 特征 . 
因此 有 必要 在 发 展 “ 线 性 ” 泛 函 分 析 的 同时 ,也 发 展 “ 非 线性 ” 泛 函 分 析 , 即 研究 无 穷 
维 空间 里 的 非 线性 证 函 和 非 线性 算 子 . 像 变 分 法 这 样 的 古典 数学 领域 ,实质 上 属于 
非 线性 泛 函 分 析 . 还 在 17 世纪 至 18 世纪 ,在 伯 努 利 (Bemoulli) 、 欧 拉 、 拉 格 朗 日 (La- 
grange) 的 着 作 中 就 已 英 定 了 变 分 法 的 基础 . 可 是 从 整体 讲 , 非 线性 泛 函 分 析 是 相当 
新 的 ,到 目前 为 止 尚 属 远 未 完善 的 数学 领域 . 在 本 章 中 ,我们 阐述 非 线性 泛 函 分 析 的 
某 些 原始 概念 ,主要 涉及 微分 理论 的 概念 ,以 及 这 些 概 念 的 某 些 应 用 . 


$ 1， 线性 空间 中 的 微分 法 


1， 强 微分 ( 弗 雷 吹 (Fréchet) 微 分 ) 设 X 和 YY 是 两 个 赋 范 空间 ,而 是 定义 在 
空间 XX 中 某 一 开 子 集 0 上 的 由 XX 作用 到 了 内 的 映射 . 我 们 称 这 个 映射 在 给 定点 
x E 0 处 是 可 微 的 ,如 果 存 在 这 样 的 有 界线 性 算 子 LE€ .KX,Y) ,使 得 对 于 任何 a > 
0 总 可 以 找到 6 >0, 使 由 不 等 式 jh <5 就 可 推出 不 等 式 

[FCs +h) F(x) -Lh <elhl. (1) 

这 也 可 以 缩写 为 

F(x+h) -F(x)—-Lh = o(h). (2) 

由 (1) 可 以 推出 ,在 点 x 可 微 的 映射 在 该 点 是 连续 的 . 表达 式 Lh (对 每 一 

h EX, 它 显然 是 空间 了 的 元 素 ) , 称 为 映射 下 在 点 x 处 的 强 微分 (或 弗 雷 软 微分 ). 
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线性 算 子 元. 本 身 称 为 映射 在 x 点 处 的 导数 ,确切 地 说 , 称 为 映射 正在 x 点 处 的 强 
导数 . 我 们 将 用 符号 玉 "(x) 表 示 这 个 导数 . 

如 果 映 射 刁 在 点 x 处 可 微 ,那么 相应 的 导数 是 唯一 确定 的 . 事实 上 , 对 于 算 子 
LEAKX,Y) ,i=1,2, 等 式 | 4- 下 =o(h) 仅 当 工 = 工时 才 可 能 成 立 . 

现在 让 我 们 从 导数 的 定义 直接 建立 某 些 基本 事实 . 

(1) 如 果 F(xz) =yo =const, 那 么 玉 "(x) 王 0( 即 下 (xz) 在 这 种 情形 是 零 算 村 ). 

(2) 连续 线性 映射 工 的 导数 就 是 这 个 映射 本 身 : 

L'(x) =L. (3) 

事实 上 ,根据 定义 ,有 

L(x +h) -L(x) = L(h). 

下 列 重要 结果 稍微 不 够 明显 . 

(3) (复合 函数 的 导数 ). 设 X,Y,Z 是 三 个 赋 范 空间 ,U(xo) 是 点 x。E 的 一 个 
邻 域 ;F 是 这 个 邻 域 到 了 内 的 映射 ;yo = (xo);V(yo) 是 点 yo。E 了 的 一 个 邻 域 ,而 C 
则 是 这 个 邻 域 到 Z 内 的 映射 . 于 是 ,如 果 映 射 下 在 点 x 可 微 ,而 G 在 点 yo 可 微 , 那 
么 映射 五 = GF( 它 在 点 z 的 某 一 邻 域内 定义 ) 在 点 xo 可 微 并 且 

H'(xo) = CG' (yo)F '(%o). (4) 

事实 上 ,根据 所 作 的 这 些 假设 ,有 

F(xo +é) = F(xo) + F'(x0)é + ol(é) 
和 
G(yo + 7) = C(yo) +C (yo)7 + o0,.(n). 
但 F'(xo) 和 G'(y) 是 有 界线 性 算 子 . 因此 ,有 
H(xo +é€) =G(yo + F'(xo)é + o01(é€)) : 
=C(yo) + GC(yo)(F (xoO)E + ol(é)) + oF (Xo)é + o01(é)) 
=G(y0) + C (YoOF (xo)é + o03(€). 
(请 用 和 6 的 精确 计算 检验 之 ). 

如 果 玉 ,G 和 互 是 数值 函数 ,那么 公式 (4) 就 变 为 熟知 的 复合 函数 微分 法 则 . 

(4) 设 F 和 G 是 由 对 到 Y 内 的 两 个 连续 映射 . 如 果 已 和 C 在 点 xo 可 微 ,那么 映 
射 下 +G 和 aF(a 是 数 ) 也 在 该 点 可 微 ,并 且 

(F +G)'(x0) =F'(x0) + G(xo) : (9 ) 
和 
(aF) (xo) = aF '(%o). (6) 
事实 上 ,由 算 子 之 和 的 定义 以 及 算 子 与 数 相 乘 的 定义 ,立即 得 到 
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(F +G)(xo +h) =F(xo +h) + G(xo +h) 
=F(x0) + G(x0o) +F'(xo)h + G(xo)h+o(h) 
和 
aF(zxo +h) = aF(xo) + aF '(xo)h + o0,(h), 

由 此 推出 等 式 (5) 和 (6). 轩 

2， 弱 微分 ( 伽 托 (Gateaux) 微分 ) 又 设 F 是 一 个 由 XX 到 了 Y 内 的 映射 . 所 谓 映 
射 在 点 x( 增 量 为 h) 的 弱 微 分 或 伽 托 微 分 , 系 指 极限 

DF(x,h) = F(a +ith)| = lim 人 + th) — Ps) 


其 中 收敛 应 理解 为 空间 y 中 的 依 范 数 收 全 
有 时 ,遵循 拉 格 朗 日 的 说 法 ,把 表达 式 DF(x,h) 叫做 映射 正在 点 x 的 初级 变 分 
(或 第 一 变 分 ). 
弱 微 分 DF(x,h) 关 于 hh 不 一 定 是 线性 的 . 如 果 这 样 的 线性 成 立 , 即 如 果 
DF(x,h) = F(x)h, 
其 中 丰 。(x) 是 一 个 有 界线 性 算 子 ,那么 这 个 算 子 称 为 弱 导数 ( 或 伽 托 导数 ). 
注意 ,对 于 弱 导 数 , 复 合 函 数 的 微分 法 则 ,一 般 不 成 立 . (请 举例 说 明之 !) 
3 有限 增 量 公 式 ” 设 0 是 中 的 一 个 开 集 ,又 设 闭 区 间 [xo,x] 整 个 包含 在 0 
内 . 最 后 设 丰 是 一 个 定义 在 0 上 的 由 到 了 内 的 映射 , 且 在 闭 区 间 [ x ,x] 的 每 一 点 
有 哗 导数 Fi. 邻 Ax=x -x 且 取 一 任意 泛 函 w EY*. 考虑 一 个 定义 在 0<t<1 上 的 
数值 函数 
f(t) = op(F(xo + tAx)). 
这 个 晒 数 对 上 可 微 . 事实 上 ,在 表达 式 
f(t1 + Ai) - f(t) _ F(xo + tAx + AtAx) ~ F(xo + A) ) 
At 9 Ai 
中 可 以 在 连续 线性 泛 函 op 的 符号 下 取 极 限 . 结果 就 得 到 
f(t) = oF '(xo +TIAx)Ax). 
对 闭 区 间 [ 0， 1 上 的 极 数 /应 必用 有 限 增 量 公 式 ,就 得 到 
f(1) = fA(0) +f'(09) ,其 中 0 三 0 三 1. 
即 
PCECx) -F(x0)) = op(F (xo + OAx)Ax). (7) 
这 个 等 式 对 于 任何 泛 函 wp E 都 是 成 立 的 (参量 0 目 然 与 2p 有 关 ). 由 等 式 (7) 得 到 
[op(F(x) -F(x0))| < el * sup ||F'(xo +bAx) | .Ax |. (8) 


0O<0<1 
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现在 选取 非 零 泛 果 p, 使 得 

pF(x) -F(x0)) = ol * | F(x) -F(xo) | 
(根据 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 推论 4( 参 看 第 四 章 $1 第 3 段 ) ,这 样 的 泛 函 是 存在 
的 ). 这 时 由 (8) 得 到 


F(x) ~- F(xo) | < sup | F(xo + OAx) | * | Ax (Ax = x- %0). 
(9) 
这 个 不 等 式 可 以 视 为 数值 函数 的 有 限 增 量 公 式 的 类 似 公式 . 
将 公式 (9) 应 用 于 映射 
x—>F(x) -F(xo)Ax 
就 得 到 下 列 不 等 式 : 
| F(x) -F(x0o) — Fe (xo)Ax | 
< sup | F(xo + OAx) -Feo(xo) | * DAxl. (10) 


4. 弱 可 微 性 与 强 可 微 性 之 间 的 关系 ”其 至 在 有 限 维 空间 的 情形 强 可 微 性 与 弱 
可 微 性 也 是 两 个 不 同 的 概念 . 事实 上 , 由 分 析 学 熟知 ,对 于 数值 函数 
f(x) = f(x1,'* ,Xn), 
当 n>2 时 由 导数 


5 (x+ith) 


对 任何 固定 h=(h,,…,h,) 的 存在 性 ,还 不 能 推出 这 个 也 数 的 可 微 性 , 即 不 能 推出 将 
其 增 量 f(x+h) -f(x) 表 示 成 (关于 4h 的) 线性 部 分 及 关于 hh 的 高 于 一 阶 的 无 穷 小 
量 之 和 的 形式 . 

这 里 可 以 选取 二 元 函数 


te 


H 果 (x ,x,) 关 (0,0 
f(xi,%2) = % )* (00) (11) 


0， 如 果 (xi ,xz) = (0,0)， 
作为 最 简单 的 例子 . 这 个 函数 在 包括 点 (0,0) 在 内 的 全 平面 上 处 处 连续 . 在 点 (0,0) 
它 的 弱 微 分 存在 并 且 等 于 0, 因 为 
lim {0 +h) -AO) -im Mh 0 
:0 t 0 (大 + eh )t 
同时 这 个 微分 不 是 函数 (11) 在 点 (0,0) 的 增 量 的 线性 主 部 . 事实 上 ,如 果 令 hh = 及 ， 
那么 


$1. 线性 空间 中 的 微分 法 .385 . 


jm 丸和 和) AO00) 1 

| 大 1 一 0 | 本 | 0 214 /RB he 2 

但 是 如 采 映 射 民有 强 导 数 ,那么 它 也 有 弱 导 数 ,并 且 强 导数 与 弱 导 数 完全 相 同 . 
事实 上 ,对 于 强 可 微 映射 ,有 


F(x +th) -F(x) = F'(x)(th) +o(th) = 1tF '(x)h + o(th) 


天 0. 


和 


F(x+ih) -F(x) _ 2 
1 


F '(x)ht+ F ‘(x)h. 


我 们 来 阐明 ,由 映射 的 弱 可 微 性 就 可 推出 它 的 强 可 微 性 的 那些 条 件 
定理 1 如 果 映 射 玉 的 弱 导 数 /(x) 在 点 和 的 某 一 邻 域 0 内 存在 , 且 在 该 邻 
域内 是 x 的 一 个 ( 算 子 ) 函数 ,这 个 函数 在 x 连续 ,那么 在 该 点 % 强 导数 '(x。) 存 
在 并 且 与 弱 导 数 完全 相同 . 
证 明 根据 e >0 总 可 以 找到 5 >0, 使 得 在 || <5 时 下 面 的 不 等 式 成 立 ; 
| Fixo +h) -Fi(x)) <e. 
将 公式 (10) 应 用 于 映射 ,就 得 到 
| F(xo +h) — F(xo) -Fi(xo)h] 
< sup | Fe. (ao +0h) -F(x)) :hl <elhl. 


从 而 不 等 式 (1) 成 立 , 即 证 明了 强 导 数 正 '(xo ) 的 存在 , 因 北 也 与 它 的 弱 导数 完 
全 相同 . 

今后 , 如 不 作 相 反 声 明 ,我 们 将 研究 强 可 微 映 射 , 这 些 映 射 自然 也 是 弱 可 微 
映射 . 

5. 可 微分 泛 函 ”我 们 引入 了 由 一 个 赋 范 空间 工 到 另 一 个 赋 范 空间 了 内 的 可 微 
映射 到 这 样 映 射 的 导数 正 "(x) 对 于 每 一 * 是 一 个 由 关 到 了 内 的 线性 算 子 , 即 空间 
-到 X,7) 的 元 素 . 特别 是 ,如 果 了 是 数 轴 , 那 么 下 是 在 和 上 取 实 数值 的 函数 , 即 眉 是 
泛 师 . 这 时 泛 函 到 在 点 ‰ 的 导数 是 (依赖 于 xz 的 ) 线 性 泛 函 , 即 空间 X* 的 元 素 . 

例 ”在 实 希 尔 伯 特 空间 五 里 讨论 泛 函 F(x) = | x 那么 

EA = 2(%,h) + | hl”， 
量 2(x,h) 力 是 这 个 表达 式 ( 关 于 有 ) 的 线性 主 部 ,从 而 
F'(x) =F'(x) = 2x. 

习题 ”在 希 尔 伯 特 空间 里 求 泛 函 ‖ x 的 导数 . (答案 : 当 x* 关 0 时 为 x/ x; 当 x=0 时 不 
存在 . ) 

6. 抽象 函数 ”现在 假定 变 元 空间 为 数 轴 . 使 数 x 与 某 一 巴 拿 赫 空间 了 Y 的 元 
素 对 应 的 映射 F(x) 称 为 抽象 函数 . 抽象 函数 的 导数 下 '(x) (如 果 它 存在 ) 是 空间 了 
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的 元 素 ( 对 每 一 *) 一 一 曲线 (x) 的 切 向 量 . 对 于 抽象 函数 (作为 数值 变 元 的 函数 ) ， 
弱 可 微 性 与 强 可 微 性 完全 相同 . 

7. 积分 设 下 是 一 个 以 上 为 实 变 元 而 在 巴 拿 赫 空 间 了 里 取 值 的 抽象 函数 . 如 果 
FF 是 给 定 在 闭 区 间 La,b] 上 ,那么 可 以 定义 函数 下 在 闭 区 间 [a,b5]1 上 的 积分 . 这 个 积 
分 应 理解 为 对 应 于 分 割 


QQ 二 to < tl < “"? < 1 一 b,é, EL,tiri) 


的 积分 和 数 
5 FC) (eu — t;) (12) 
当 max(&41 - 刀 ) 一 0 时 的 极限 . 积分 (显然 是 Y 里 的 元 素 ) 用 符号 
| roud (13) 


表示 . 在 相当 大 的 程度 上 类 似 于 对 数值 函数 所 进行 的 推理 表明 , 闭 区 间 上 的 连续 函 
数 的 积分 存在 ,同时 它 具 有 通常 的 黎 曼 积分 的 性 质 . 在 这 些 性 质 中 值得 指出 下 列 一 
些 性 质 . 

(1) 如 采 U 是 一 个 由 空间 了 到 某 一 空间 2 内 的 固定 的 线性 连续 映射 ,那么 


f Ura = DJ PO: 


(2) 如 果 F(z) 具有 形式 f(1)yo ,其 中 f(1) 是 一 个 数值 函数 ， 而 是 了 里 的 一 个 
固定 元 素 ,那么 


[FO = yo | rod 


3) | f ro < hr 1d 


仍 设 X 和 Y 是 赋 范 空间 ,而 BC(X,Y) 是 由 XX 到 了 Y 内 的 所 有 连续 有 界 吕 映射 所 
构成 的 线性 空间 . 在 空间 BC(X,7) 中 可 以 引入 拓扑 , 取 集 


U,, = {F: sup, IF(x)| < e| 


作为 零 映 射 的 邻 域 . 在 由 下 到 了 内 的 所 有 线性 连续 映射 的 子 空间 (X,Y) CBC(XX， 
Y) 上 ,这 个 拓扑 与 并 X,Y) 里 由 算 子 范 数 所 给 定 的 常 义 拓扑 完全 相同 . 设 J = [ xo ,xo 
+ Axj] 是 里 某 一 直线 段 . 假定 给 定 了 一 个 由 这 条 线段 到 空间 BC (X,Y) 内 的 连续 
映射 , 即 假设 某 一 连续 依赖 于 向 量 参量 x E J 的 映射 F(x) E BC(X,Y) 与 每 一 点 
x E J 相对 应 . 于 是 可 以 定义 F(x) 沿线 段 的 积分 , 令 


@ 映射 下. XY 称 为 有 界 映射 如 果 对 于 每 一 一 有 界 集 QCX, 集 F(Q) 在 Y 里 是 有 界 的 . 非 线性 连续 映射 
不 一 定 有 界 . 
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FC) ds = f Fm + tAx) (Ax)dit (14) 


(这 里 (wo +tAx)(Ax) 对 于 每 一 +: E[0,1] 是 空间 了 的 元 素 ,而 后 者 是 元 素 Ax EX 
在 映射 (xo +tAx) 下 的 象 ). 显然 ,公式 (14) 右 端的 积分 存在 ,并 且 是 空间 Y 的 元 素 . 
我 们 将 这 种 构造 用 于 由 映射 的 导数 来 还 原 映 射 
考虑 由 下 到 了 内 的 映射 F, 它 在 线段 [x。 ,x。+ Ax] 上 有 连续 地 依赖 于 x 的 强 导数 


F'(x). 于 是 积分 | “F "(x) dx 存在 .我 们 来 证 明 等 式 (广义 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 ) 


Fx) = F(xo + Ax) - F(x,o). (15) 


事实 上 ,根据 定义 


+Ax n—l 
厂 F'(x)dx =limS F'(xo + tAx) (Ax) (ti -tb,) 
x0 50 £0 


n-l 
=1i F'(x,) (Ax,), 
lig SF "(1) (hn) 
其 中 
Xe = Xo + tAx,Ax: = (ti 一 不)Ax, 而 6 = max( tir 一 t:). 


但 是 与 此 同时 对 于 线段 0<i<1 的 任何 分 割 , 有 
F(xo + Ax) -FUm) = 5 [F(x0 + tinAx) -Fa + Ax)] 
二 工 LP(as) 一 F(x;) |]. 
根据 公式 (10) 就 得 到 


| S [Fe — F(x,) —F'(x,)Ax, | 


有 一 | 
< | Ax | > (tr — ts) sup 外 有 (xx + OAx) -FPF '(x,) |. (16) 
f=0 


因为 导数 严 '(%) 是 连续 的 ,从 而 在 线段 [ x,xo + Ax] 上 一 致 连续 , 当 线段 [x。 ,xo + 
Axj] 的 分 割 无 限 变 细 时 ,不 等 式 (16) 的 右 端 趋 近 于 零 ,由 此 推出 等 式 (15). 

8. 高 阶 导数 ” 设 F 是 一 个 由 X 到 了 内 的 可 微 映射 . 它 的 导数 已 '(x) 对 于 每 一 x 
E XX 是- 汪 X,Y) 里 的 元 素 , 即 FF' 是 一 个 由 空间 X 到 线性 算 子 空间 (X,Y) 内 的 映 
尉 , 如 有 果 这 个 映射 是 可 微 的 ,那么 它 的 导数 称 为 映射 的 二 阶 导 数 并 且 用 符号 到 来 
表示 . 这 样 一 来 ,P(x) 是 由 X 到 .六 X,Y) 内 的 线性 算 子 所 构成 的 空间 F(X,.Z(X， 
7) ) 中 的 元 素 . 我 们 来 证 明 , 这 个 空间 的 元 素 容许 用 所 谓 双 线性 映射 来 更 方便 而 直 
观 地 解释 . 
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我 们 说 给 定 了 一 个 由 空间 X 到 空间 Y 内 的 双 线 性 上 映射, 如果 半 里 的 每 一 对 有 序 
的 元 素 x,x' 与 元 素 y=B(x,x') E 了 建立 了 对 应 关系 ,并 且 能 满足 下 列 条 件 : 
1) 对 于 铸 里 的 任何 x ,x, ,x1 ,x2 和 任何 实数 a,B, 下 列 等 式 成 立 : 
有 (axi +Bx,,xX1) = aB(xi,x’) +BB(x, ,Xx'), 
B(xi,ax +Bx2) = aB(xi ,x ) +BB(X),%,); 
2) 对 于 所 有 的 x,x'E 针 , 存 在 这 样 的 正 数 W ,使 得 
[B(x,x) | Mz » |x | (17) 
第 一 个 条 件 表明 ,映射 对 它 的 两 个 变 元 的 每 一 个 都 是 线性 的 ;不 难 证 明 , 第 二 
个 条 件 等 价 于 B 对 全 体 变 元 的 连续 性 . 
满足 条 件 (17 ) 的 最 小 数 W , 称 为 双 线 性 映射 妃 的 范 数 ,并 且 用 符号 ‖ B | 表示. 
双 线 性 映射 的 线性 运算 , 按 通 常 的 方式 定义 并 且 具 有 通常 的 性 质 . 这 样 一 来 , 空 
间 半 到 空间 了 内 的 双 线 性 映射 本 身 就 构成 了 一 个 线性 赋 范 空间 ,我 们 用 B(X ， 中 表 
示 它 . 当 了 是 一 个 完备 空间 时 ,8B(X ,7) 也 是 完备 空间 . 
2X,2X,7)) 空 间 里 的 每 一 元 素 4, 可 以 与 了 (ZE ,7 了) 里 的 元 素 建立 对 应 关 
系 ,为 此 只 需 令 
B(x,x') = (4x)X (18) 
显然 ,这 个 对 应 关系 是 线性 的 . 我 们 来 证 明 , 它 也 是 等 距 对 应 ,并 且 将 空间 岁 (X， 
当 (X,7) ) 映 射 到 全 空 辣 B(X ,Y) 上 .事实 上 ,如 果 y=B(x,x') =(4x)x ,那么 
lyl < Axl xs A zl ls， 
由 此 
18 < 41. (19) 


另 一 方面 ,如 果 给 定 了 双 线 性 映射 ,那么 对 于 固定 的 x E X, 映 射 x 一 (Ax)x' = 
B(x,x') 是 空间 到 空间 Y 内 的 线性 映射 
这 样 一 来 ,每 一 * E 与 空间 .9XX,Y) 的 元 素 4x 相对 应 ,显然 4x 线性 依赖 于 
x, 即 双 线性 映射 8 确定 了 空间 .9X,.Z(X,Y) ) 的 某 一 元 素 4. 这 时 ,显然 映射 8 由 
公式 (18) 还 原 为 4, 且 
Ax = sup (4z)s | = sup | B(x,x) 1 < TB lsl, 


x | <1 
由 此 
141 < B81. (20) 
对 比 (19) 和 (20) ,就 得 到 4 = B81 川 .这样 ,由 等 式 (18) 所 确定 的 B( 了 ,7Y) 与 
-CX,.AX,Y) ) 之 间 的 对 应 关系 ,是 线性 的 并 且 是 等 距 的 ,从 而 是 一 一 对 应 的 . 这 时 
空间 .XX,.Z(X,Y) ) 的 象 就 是 整个 B(X ,了 ). 
我 们 已 阐明 了 二 阶 导 数 I*(x) 是 空间 岁 (X, 多 (X,7) ) 的 元 素 . 按 刚 才 所 说 过 
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的 ,我 们 可 以 认为 "(x) 是 空间 B(X ,了 ) 的 元 素 . 

让 我 们 来 考察 一 个 初等 例子 . 设 夺 和 了 了 分别 是 维 数 为 站 和 的 有 限 维 欧 几 里 
得 空间 . 那么 到 了 内 的 每 一 线性 映射 ,可 以 用 某 一 (n xzm) 和 矩阵 给 出 . 这 样 一 来 ,由 
天 到 Y 内 的 映射 的 导数 (x) 是 (依赖 于 x EX 的 ) 和 矩阵 . 如 果 在 并 和 了 里 选 定 
基 , 比如 说 

el,"…,en E 丰 和 三 ,大 E7， 
那么 
MX =Wiel 二 Mez 十 + Ahnenys Y = yf +yp + +y,f.. 
于 是 映射 y = (xz) 可 以 写成 下 列 形 式 
y1 一 F(X, ,%X,), 


So sesese 


FF '(x) 一 | ......... 


在 这 种 情况 下 ,二 阶 导数 mm(x) 就 由 nxmmxmm 个 量 ws = 过 来 确定 . 这 样 的 量 
ws 的 全 体 可 以 认为 是 ,由 公式 


J = > a 
所 确定 的 空间 X 到 空间 疙 X,7) 内 的 线性 映射 ,或 由 公式 


ow f 
Ji = Darr 


所 确定 的 空间 到 空间 y 内 的 双 线性 映射 
显然 ,可 以 引入 由 莽 到 了 内 映射 的 三 阶 , 四 阶 和 一 般 n 阶 导数 的 概念 :n 阶 导 
数 定义 为 (n -1) 阶 导数 的 导数 . 这 时 ,n 阶 导 数 显然 是 多 (, (XX,… ,多 (对 ,7) ) ) 
空间 的 元 素 . 重复 对 二 阶 导数 所 进行 的 推理 ,可 以 将 这 个 空间 的 每 一 元 素 以 极 自然 
地 与 X 到 了 的 nn 线性 映射 的 空间 N( 六 ,7 了) 的 元 素 建立 对 应 关系 . 这 时 nn 线性 映射 应 
理解 为 《里 的 有 序数 组 (x',x”,…,x'”) 与 空间 了 的 元 素 之 间 这 样 的 对 应 关系 
= NO ,wx 中) 当 其 余 的 元 素 国 定时 .y - N(x',x",… ,Xx"” ) 关 于 每 一 个 和 都 
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是 线性 的 ,并 且 对 某 一 M >0 满足 条 件 
| NCGx' x”, x ) | Mx 
< 来 ,映射 政 的 nn 阶 导数 可 以 认为 是 空间 N(X",Y) 的 元 素 . 

高 阶 微分 ”我们 定义 了 映射 的 ( 强 ) 微 分 , 即 线性 算 子 F'(x) 作用 于 元 素 
hE xX 的 结果 :dF = 五 '(x)h. 二 阶 微分 定义 为 4F = 产 (x)(h,h), 即 对 应 于 映射 
扬 (x) EB(X ,7) 的 二 次 表达 式 . 类 似 地 ,n 阶 微分 指 dU?F = Ch, h,…,h) ,Bh 
在 从 空间 XxXx… x 对 =X" 到 空间 了 的 映射 (x) 下, 元素 (h,h,…,h)EX" 在 

空间 了 中 的 象 . 
10. 泰勒 (Taylor) 公 式 ” 映 射 政 的 强 可 微 性 表示 , 差 R(x +h) -F(x) 可 以 表示 
成 线性 项 与 | 天 | 的 高 于 一 阶 的 无 穷 小 项 之 和 . 与 数值 函数 的 泰勒 公式 类 似 的 公式 ， 
是 这 个 事实 的 推广 . 
定理 2 设 全 是 由 到 了 Y 内 的 映射 ,定义 在 某 一 区 域 O0CX 内 ,而 F(x) 在 0 
内 存在 且 是 x% 的 一 致 连续 函数 . 那么 下 列 等 式 成 立 : 


F(x +h) -F(x) =F'(x)h+ TP" (x) (h,h) 


Fe + SF" (4) (有 +w(x,h), (21) 


其 中 w(x,h) | =oC Ih "). 

证 明 用 归纳 法 来 证 明 . 当 n=1 时 等 式 (21) 是 平凡 的 . 对 于 任意 固定 的 n, 假 
设 对 于 满足 定理 条 件 的 映射 (在 相应 条 件 中 均 以 n -1 代 换 nn) ,在 (21) 式 中 将 n 换 
成 n -1 后 所 得 等 式 已 经 得 证 . 那么 ,对 于 映射 『', 有 


F'(x+h) =F'(x) + FP"(x)h + TP" (a) (h,h) 


+…: tye W(x) (h,.…,h) + wi(%,h), (22) 


其 中 w(x,h) | =o( 中 ””). 将 等 式 (22) 两 端 在 闭 区 间 [x,x +h] 上 进行 积分 
并 利用 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 (15) ,我 们 就 得 到 


F(x+h) -F(x) = [F's + th)hdt 
= [IF (x) + (x)ht+ 二 na 人 + 


+ GD IF oh i + R,, (23) 


其 中 R = [w(xsth) hdt 
由 (23 ). 得 到 
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F(x+h)— F(x) 
= F'(x)h + F(x) (hh) + FV (%) (hh) +R,, 
并 且 
EA segea1 Tallde =o(119 


从 而 证 明了 我 们 的 结论 
公式 (21) 称 为 关于 映射 的 泰勒 公式 . 
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1， 隐 基数 定理 ”古典 分 析 里 有 各 种 各 样 应 用 的 重要 定理 之 一 ,就 是 隐 函 数 定 
理 . 我 们 现在 来 证 明 ,对 数值 函数 无 需 作 重大 修改 ,就 可 以 将 这 个 定理 移植 到 任意 的 
巴 拿 赫 空间 的 映射 上 去 . 

定理 1 设 X,Y,Z 是 巴 拿 赫 空间 ,U 是 点 (xo,yo) ExY 的 一 个 邻 域 ,而 了 是 
U0 到 Z 内 的 映射 ,具有 下 列 性 质 : 

(1) 在 点 (%o ,yo) 连 续 ; 

(2) F(xo ,Yo) =0; 

(3) 偏 导数 (x,y) 在 UV 内 存在 且 在 点 (%o ,Yo) 连 续 ,而 算 子 ! (xo ,Yo) 有 有 
界 逆 算 子 . 

那么 方程 R(x,y) =0 在 点 (xo,yo) 的 某 一 邻 域内 可 解 . 这 可 以 确切 地 表述 如 下 : 
存在 这 样 的 e>0 和 6 >0 以 及 这 样 的 映射 

y = f(x), (1) 
化 在 x--xo <6 时 有 定义 ,在 点 xo 连续 ,并 且 满 足 上 x 下 <6 和 y=f(x) 的 每 
一 对 (x,Y) 都 满足 方程 
F(x,y) = 0. (2) 
反之 ,满足 方程 (2) 、 条 件 x -xo <6 和 yy 中 夺 s 的 每 一 对 (x,y) ,满足 (1). 

证 明 用 U,, CY 表示 对 于 给 定 的 x 使 (x,y) EU 的 y 的 全 体 . 我 们 将 假定 

| x 一 zo | 是 这 样 地 小 ,致使 y%。 E 7 ,并 且 考 虑 定义 在 U.,, 上 的 映射 4 : 


A..y = 二》 一 [F, (xo ,yo) ] F(x,y). (3) 
AY = 


等 价 于 方程 F(x,y) =0. | 
为 了 证 明 方程 (3 ) 的 解 存 在 ,我 们 应 用 压缩 映射 原理 . 为 了 这 个 目的 我 们 来 证 
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明 ,对 于 每 一 充分 小 的 e > 0 总 可 以 找到 这 样 的 6>0, 使 得 当 x -zx | <6 时 映射 
4 是 一 个 压缩 映射 并 且 将 球 |y -和 |‖ 友 se 变 为 它 自己 . 我 们 从 计算 和 估计 映射 
4 的 导数 的 范 数 着 手 . 根据 $1 公式 (3) ~ (5) 有 
4( (7) =/ 一 [F’(xo,y0)] 下 (xy) 

=[F;(x0,y0)] [F(xo,Yo) —- F,(x,y)]. 

根据 导数 三, 在 点 (xo ,Yo) 的 连续 性 ,可 以 这 样 选取 se 和 6 使 得 
4 gq<1. 
根据 有 限 增 量 公式 ,这 个 不 等 式 表明 ,对 于 任何 满足 不 等 式 |x-xo | <6 的 x, 由 空 
间 了 到 球 1y-y | 和 se 上 的 映射 4(x) 是 个 压缩 映射 . 现在 来 估计 4,;yo -Yo | 
我 们 有 
| 4, Yo -yl | [Fy (x0,y0)]™ | | F(x,Yo) | 

= | [F(xo,y0)]™ | | F(x,Yo) — F(xo ,Yo) | : 
由 于 映射 到 在 点 (xo,yo) 的 连续 性 ,可 以 这 样 选取 8, 使 后 一 表达 式 任 意 小 . 设 8 >0 
充分 小 ,使 当 |x-xo <5 时 ,有 

| A Yo -Yl < el(l1 -— q). 
我 们 来 验证 ,对 于 这 样 选取 的 6, 映射 4,,, 将 闭 球 ‖y -yo 三 变 为 它 自己 . 事实 上 ， 
如 果 x-xo <6 和 上 y--y | 友 e, 那 么 由 有 限 增 量 公式 就 得 到 
| A,y -~y% | 三 | Al, Yo -yo + A,y 一 4 Yo | 


<e(l -9) + sup ||A's(yo +o -yo)) * Hy-%ol 


<e(l -gqg)+egq= 2. 

这 样 , 当 |x--xo <65 时 映射 4,, 将 闭 球 上 yy | 大 se 变 为 它 自己 , 且 在 该 球 
上 是 一 个 压缩 映射 . 这 表示 ,在 该 球 内 存在 一 个 唯一 的 不 动 点 yY”=f(x) , 即 满足 下 
列 等 式 的 点 : 

z y” =7y" - [Fy(x0,y0)] F(x,y’). 
因此 根据 定理 的 条 件 3 ,有 
F(x,y” ) = 0. 

映射 就 是 所 求 的 映射 . 事实 上 ,方程 (2) 的 正确 性 已 经 验证 了 . 等 式 f(x。) =yo 可 由 
映射 4,, ,的 不 动 点 的 唯一 性 推出 ;而 所 构造 的 函数 了 的 连续 性 ,可 从 上 面 所 进行 的 
推理 中 量 e 可 以 取得 任意 小 推出 . 

注 不 难 证 明 , 如 果 在 定理 1 中 假定 映射 在 邻 域 7 内 连续 (而 不 是 仅 在 点 
(xo ,yo ) 连续 ) ,那么 相应 的 映射 将 在 点 Xo 的 某 一 邻 域内 连续 . 


a 
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下 面 的 定理 确定 了 由 形 如 F(x,y) =0 的 方程 所 定义 的 函数 可 微 的 条 件 . 
定理 2 设 满足 定理 1 的 条 件 ,此 外 再 设 偏 导数 严 在 U 内 存在 ,在 点 (xo ,yo ) 
连续 . 于 是 映射 在 点 z% 可 微 且 


f (x0) =- [F(x0,y0)] F(xo ,Yo). (4) 


证 明 ”用 A 表示 (4) 式 右 端的 表达 式 . 它 是 由 到 了 内 的 线性 算 子 . 我 们 来 证 
明 ,这 个 算 子 是 映射 /在 点 和 的 导数 ,这 意味 着 要 证 明 : 对 于 每 一 >0 存在 这 样 的 
6 >0 使 得 对 于 任何 满足 条 件 x -xzo | <8 的 x, 下 面 的 不 等 式 成 立 : 


[f(x) -f(xo) -~ A(x -xzo) <elx—xol. (5) 
令 x) =y, 再 用 加 替换 f(%) ,而 算 子 A 则 用 它 的 表达 式 (4) 来 替换 ,就 有 
f(x) -f(xo) -4(x -5o) 
=y-yo+[F(xoyo)] F(xo,yo) (x — xo) 
= [F(xo,y0)] {F(xo0,y0) (x —%0) + F(xo,y0)(y -yo)| 
但 F(x,y) = F(xo,yo) =0, 因 此 借助 于 有 限 增 量 公式 就 得 到 这 样 的 估计 
1 Ax) -f(xo) -A(x -sxo) | 
<| [F(x0,y)] | x 
| {F(x,y) — F(xo,yo) — F(xo,yo) (x — x0) -F(xo,y0)(y 一 yo) 上 | 
<| [F(x0,y)] || x 


[sup.,, F(xo +O(%—X0),Y +O(y—-Y)) 一 


F(xo,yo0) | * Wx-zoll + 


osup., | F’ (xo +O(%-%0),yo +O0(y—-Y)) 一 F(Xo ,Yo) | 


ly -yo | 


<7nl | x 一 zo | + ly-%o 上 |. 


根 檐 导数 玉 和 有 的 连续 性 ,只 要 量 8 充分 小 ,就 可 以 使 上 式 中 m 变 得 任意 小 . 这 样 
一 来 ,我 们 得 到 了 


fx) -fxo) -Alx -zo)) nl x-xol + fx) -Axo) 1 
<nL lx-xol + ACx -x) | + A(x) -fxo) - A(x — 0) | 
由 此 对 于 充分 小 的 了 就 得 到 
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1 Kx) -zxo) ~ A(x 2) nl -7n) CI+ 4H) zx 一 soll， 


而 为 了 证 明 不 等 式 (5) 剩 下 只 需 这 样 选取 ,使 得 n(1-n)-'(1+ 4A )=<s. 定理 
得 证 . 
现在 我 们 来 讨论 隐 函 数 定理 的 某 些 应 
2. 基 分 方程 革 对 初 给 数据 的 依 雪 性 定理 考虑 下 列 微分 方程 的 柯 西 问题 : 


dx/dt = f(t,x), x(to) = %o, (6) 
其 中 f(i,x) 和 x 是 某 一 巴 拿 赫 空间 EE 的 元 素 . 问题 (6) 与 积分 方程 


x(1) — 20 - | me,z(D)arz 0 (7) 


等 价 . 将 这 个 方程 写 为 F(xo ,x(t)) =0. 这 样 一 来 ,F 是 一 个 算 子 , 它 将 空间 E 与 在 E 
里 取 值 的 连续 可 微 函 数 的 空间 Cs[ io,ti] 的 直 和 ,映射 到 空间 Cs[4 ,ti ] 内 . 如 果 函 数 
f(t,%) 连续 且 有 对 (t,x) 的 连续 导数 ,那么 表达 式 


x(1) - | me x(r) ) dt 


定义 了 一 个 将 空间 Ce[ i,t] 变 为 自己 的 可 微 映射 . 从 而 ， F(xo,x(1) ) 也 是 对 x(t) 可 
微 的 算 子 ,又 因为 Xo 是 出 现在 F(xo ,X(t) ) 中 的 一 一 加 项 ,所 以 下 在 无 义 CrLito ,ti1 ] 上 是 
可 微 隐 数 . 这 个 函数 对 x 的 微分 为 


F'h = h(t) - {filr() hr dr (8) 


这 个 等 式 右 庙 定义 了 一 个 将 Ct[ ,4 ] 映 射 为 自己 的 算 子 . 这 个 算 子 是 可 浊 算 子 . 事 
实 上 ,对 任何 函数 y(t) E Cz[to,ti] 方 程 
Ph(t) = y(t) 
或 
h(t) - [folrss() hr)dr= ye), 
与 附 有 初 值 条 件 为 h(t。) =y(4) 的 微分 方程 
PD f(a) h(t) = 六 人 (9) 


等 价 . 

方程 (9) 是 一 个 含 连续 系数 的 线性 方程 ,因此 根据 熟知 的 定理 (参看 [24] ) 这 个 
方程 在 整个 闭 区 间 [i ,ti ] 上 有 唯一 解 并 且 满 足 上 面 所 指出 的 初 值 条 件 ,而 这 就 表明 
算 子 所 , 的 可 逆 性 . 
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所 得 结果 表明 ,可 以 将 隐 范 数 定理 应 用 于 方程 
F(xo,x(t)) = 0. 


根据 这 个 定理 ,给 定 方 程 的 解 x =x(t) 可 以 视 为 可 变 初 值 mx 的 函数 :x =x(t,%xo), 它 
以 可 微 的 形式 依赖 于 xo. 特别 是 , 若 取 五 为 一 有 限 维 空间 , 则 我 们 就 得 到 关于 “微分 
方程 组 的 解 连续 可 微 地 依赖 于 初 值 条 件 ” 这 一 通常 的 定理 

基于 隐 函 数 定理 ,用 类 似 的 方法 就 可 以 得 到 微分 方程 


= f(1,x,a) 


之 解 可 微 地 依赖 于 参数 a 的 结论 ,只 要 它 的 右 端 是 可 微 地 依赖 于 a 

3. 切 流 形 . 刘 斯 切 尔 尼 克 ( ffiocrepamx) 定理 ”作为 隐 范 数 定理 的 另 一 个 应 用 ， 
我 们 来 研究 下 面 的 问题 . 设 F(x) ,其 中 x = (x ,x,) ,是 平面 上 的 一 个 可 微 函 数 . 方程 
F(x) =0 确定 了 平面 上 某 一 曲线 C. 设 m 是 这 条 曲线 的 一 个 点 . 曲线 C 在 给 定点 的 
切线 ,或 者 是 定义 为 形 如 xo + 坊 的 向 量 的 全 体 ,其 中 是 垂直 于 向 量 F(x。)( 即 也 
数 下 在 点 xzo 的 梯度 ) 的 向 量 ;或 者 是 定义 为 点 zx + 专 的 全 体 ,这 些 点 到 曲线 C 的 距 
离 是 上 的 高 于 一 阶 的 无 穷 小 . 刘 斯 切 尔 尼 克 定 理 的 内 容 ,是 切线 两 种 定义 的 等 价 性 
对 于 任意 的 巴 拿 赫 空间 中 的 流 形 也 是 成 立 的 . 我 们 现在 引入 为 确切 陈述 相应 的 定理 
所 必需 的 某 些 概念 和 记号 . 

设 式 和 了 是 巴 拿 赫 空间 ,而 下 是 空间 下 到 空间 了 内 的 映射 . 其 次 , 设 Mo 是 并 里 
满足 方程 F(x) =0 的 点 的 全 体 ,而 x。E Mo. 假定 映射 正在 点 和 的 某 一 邻 域 0 内 连 
续 可 微 . 我 们 称 映射 正在 点 是 正则 的 ,如 果 线 性 算 子 F(x ) 将 空间 XX 映射 到 全 空 
间 世 

用 7 表示 满足 条 件 所 (x )h =0 的 元 素 h E 的 全 体 , 即 T = KerF'(xo). 显 
然 ， 7 是 闭 的 子 空 s 则 ]. 用 了。 来 表示 这 个 子 空 s 同 平移 一 器 量 wo , 即 流 形 xo + 70. 称 了 
为 在 点 xo 与 集 Mo 相 切 的 线性 流 形 . 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 3( 刘 斯 切 尔 尼 克 ) ”在 上 面 所 指出 关于 F 的 条 件 下 ,元 素 x。+h 属于 切 流 
形 7, 的 充 要 条 件 为 :元 素 ‰ + 纺 到 集 M, 的 距离 是 :的 高 于 一 阶 的 无 穷 小 量 . 

这 个 定理 在 最 优 控制 问题 里 起 着 非常 重要 的 作用 . 作为 一 种 工具 ,就 可 以 利用 
它 将 有 名 的 求 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 ,推广 到 巴 拿 赫 空间 中 极为 广泛 的 极 值 问 
题 上 去 . 

这 些 问 题 的 任何 完全 的 阐述 ,都 超出 了 本 书 的 范围 (关于 这 一 问题 ,例如 可 以 参 
看 约 飞 (Ho 中 e) 和 季 乱 米 洛 夫 (Truxommpos) 合 著 的 书 《 极 值 问题 的 理 仑 》, 莫斯科 ， 
科学 出 版 社 ,1974). 我 们 仅 限于 对 所 谓 的 “可 展 ” 情 形 引 入 刘 斯 切 尔 尼克 定理 的 证 
明 . 在 这 种 情形 下 刘 斯 切 尔 尼 克 定 理 几乎 可 以 由 隐 和 函数 定理 直接 推出 . 具体 地 说 , 假 
定 在 其 上 定义 了 映射 F 的 空 s 间 XX, :可 展 为 子 空 s 间 To =Kerf (xzo) 与 某 一 空间 7 的 
直 和 
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X=7T@T1.,. 


(必须 指出 ,与 希 尔 伯 特 空间 不 一 样 ,在 巴 拿 赫 空间 中 ,不 是 每 一 子 空间 都 有 直 补 子 
空间 . 此 外 ,可 以 证 明 , 如 果 在 空间 中 每 一 线性 子 空间 都 有 直 补 子 空间 ,那么 X 是 
一 个 希 尔 伯 特 空间 . ) 
这 时 定理 3 的 假设 可 以 用 下 面 更 确切 的 方式 来 陈述 . 
定理 4 如果 


X=T@T, 
而 映射 下 :了 一 了 满足 上 面 所 指出 的 条 件 ,那么 存在 这 样 一 个 从 Wo 中 点 和 的 邻 域 映 
射 到 7, 中 同一 点 的 邻 域 的 同 胚 映射 ,使 得 彼此 相对 应 的 点 之 间 的 距离 是 比 它们 到 


点 %o 的 距离 更 高 阶 的 无 穷 小 量 . 
证 明 用 4 表示 算 子 扬 (%o) 在 子 空 间 区 上 的 限制 , 即 


A¢ = FF'(x0)éE, 共 EE ET.. 


我 们 来 证 明 ,4 将 子 空间 7 映射 到 全 空间 了 上 . 事实 上 ,根据 条 件 丰 里 的 每 一 元 素 
具有 如 下 形式 


X=h+é, heT, 上 <ET. 
因此 
F(xo)%x = F'(xo)(h +é) = F(xo)é = Aé, (10) 


因为 FP'(%。o)h=0. 但 根据 条 件 F'(%o) 将 空间 映射 到 全 空间 Y 上 ,而 这 表示 , 当 
跑 遍 7: 时 4 跑 遍 全 空间 7 了 ,其 次 ,映射 


A:T.—Y 
是 一 一 对 应 的 ， 因为 ， 如 果 4&， = 4 , 即 F(xo) (él —&,) =0, 那 么 了 —é, EC 17o， 由 此 
& -如 =0. 这样 , 算 子 4 是 可 逆 的 ,而 根据 巴 拿 赫 定理 逆 算 子 4- 是 线性 的 并 且 是 有 
界 的 . 
在 将 每 一 元 素 x E XX 表示 成 
X=Xxo0t+h+é,hEeET,E ET,, 
则 可 以 将 定义 流 形 1 的 方程 f(x) =0 改写 成 
Dh,E) = F(xo +h+é) = 0. 
这 个 函数 在 点 (0,0) 对 应 于 第 二 变 元 上 的 增 量 Aé 的 偏 微分 具有 下 述 形式 
D'.(0,0)A¢ = F'(x0)Aé = AAE. 
算 子 4 = 0G4:(0,0) 有 逆 算 子 , 因 此 根据 隐 范 数 定理 ,方程 B(h,é) =0 在 点 (0,0) 的 某 
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一 邻 域内 与 形 如 
上 = yw(h) 


的 方程 等 价 ,这 里 y(h) 是 一 个 满足 条 件 炎 (0) =0 的 可 微 映射 . 
我 们 证 明了 ,每 一 充分 靠近 点 xo 的 点 x E Mo 具有 下 列 形式 


X = Xo +h+yh),hEeT ,yh) ET 
从 而 构造 出 映射 
xo + heoxo +h+y(h), 
它 将 7 中 点 % 的 某 一 邻 域 映射 到 M, 中 同一 点 的 邻 域 这 个 映射 是 一 一 对 应 的 并 
且 和 是 连续 的 . 剩 下 只 需 证 明 ,彼此 对 应 的 点 之 间 的 距离 , 即 量 | y(h) 是 上 有 的 高 
阶 无 穷 小 量 . 
对 等 式 B(h,y(h)) =0 微分 ,得 


D0,0)h + BO0,0)y' (0)h 
= BD (0,0)h + Ay'(0)h = 0. 
由 此 
J'(0)h =-A ®’(00)h =-AF'(x)h =0. 

因此 等 式 

bh) = 0) +y' (0)h+o( hl) 
右 跨 头 两 项 都 等 于 零 , 即 

yp) = ol ， 

这 就 是 所 要 求证 的 . 定理 得 证 . 


$ 3. 极 值 问 题 


非 线性 泛 函 分 析 的 最 古老 和 研究 得 最 深入 的 分 支 之 一 就 是 求 泛 函 的 极 值 . 这 样 
的 一 些 问 题 的 研究 构成 了 所 谓 变 分 法 的 内 容 . 变 分 法 中 大 多 数 方法 与 要 求 极 值 的 那 
些 泛 函 的 特殊 形式 有 密切 联系 . 但 是 ,对 那些 或 多 或 少 任意 的 泛 函 ,也 可 以 表述 某 些 
一 般 方法 和 结果 . 我 们 在 这 里 不 打算 对 变 分 方法 作 任何 完全 的 阐述 , 仅 限于 简短 地 
讨论 一 下 作为 变 分 法 基础 的 一 般 理论 的 要 点 . 

1. 极 值 的 必要 条 件 ” 设 是 某 一 定义 在 巴 拿 赫 空间 X 上 的 实 泛 函 . 我 们 说 泛 
隐 下 在 点 %。 达到 极 小 值 , 如果 对 于 所 有 充分 接近 x。 的 x, 满足 不 等 式 F(x) - 
F(xo) 宇 0. 类 似 地 定义 泛 画 的 极 大 值 . 如 果 在 给 定点 和 泛 函 下达 到 极 小 值 或 极 大 
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值 ,那么 我 们 就 说 ,在 这 一 点 泛 函 下 有 极 值 . 
许多 物理 和 力学 问题 ,都 可 以 归结 为 求 这 样 的 或 那样 的 泛 函 的 极 值 . 
对 于 元 函数 ,熟知 下 述 极 值 必 要 条 件 :如 果 函 数 / 在 点 xo = (x1,%2,，… ,Xi) 可 
微 且 在 该 点 有 极 值 ,那么 在 该 点 df =0, 这 等 价 于 
fo 
OX OX, OX, 
这 个 条 件 很 容易 推广 到 任意 赋 范 空间 的 泛 函 上 去 . 
定理 1 可 微 泛 函 下 在 点 xo 达到 极 值 的 必要 条 件 是 ,对 于 所 有 的 h, 它 的 微分 
在 该 点 等 于 零 : 


F(xo)h=0. 
换言之 , 泛 函 下 在 点 有 极 值 的 必要 条 件 是 
F'(xo) = 0. 
证 明 根据 可 微 的 定义 ,有 
F(xo +h) -F(xo) = F'(xo)h + o(h). (1) 


如 果 对 某 一 h,F"(xo)h 寺 0, 那 么 对 于 充分 小 的 实数 入 整个 表达 式 FF (xo) (Ah) + 
o(Ah) 的 符号 就 与 它 的 主 项 户 (xo)(Ah) 的 符号 完全 相同 . 但 牛 (x%) 是 线性 泛 孔 , 因 
此 所 (xo)(Ah) =AF'(xo)h. 从 而 ,如 果 疡 (xo) 居 0, 那 么 当 h 的 值 任意 小 时 ,表达 式 
(1) 既 可 取 正 值 又 可 取 负 值 , 即 在 点 xo 不 可 能 有 极 值 . 

考察 某 些 例子 . 

例 1 设 


F(x) = {fir(t)) di, (2) 


其 中 /是 一 个 连续 可 微 函 数 . 在 财 区 间 [c ,2 上 的 连续 函数 的 空间 CLa,bj] 里 讨论 的 
这 个 泛 函 是 可 微 的 . 事实 上 : 
F(x+h)—-F(x) 


= { Les(D + (0)) -ez(D)]d 
= [fx RD ds + olh). 
由 此 
dF = [ACOVAOL 
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这 个 线性 泛 函 对 所 有 的 六 E CLa,b] 都 等 于 零 , 表 明 f'(i,x(i)) =0. 事实 上 ,对 于 每 
一 *(t) E CLa,b] ,导数 1,(i,x(i) ) 是 i 的 连续 函数 . 如 果 在 某 一 点 它 不 等 于 零 ， 
比如 说 f (io,x(i6)) >0, 那 么 这 个 不 等 式 在 点 fb 的 某 一 邻 域 (a,B) 内 也 成 立 , 那 


么 , 令 
hn) - [" -a)(B-it), 当 a<i<BH, 
0 , 当 上 为 其 他 的 值 时 ， 
就 得 到 


[fish > 0. 


所 得 到 的 矛盾 就 证 明了 我 们 的 结论 . 一 般 说 来 ,方程 f(t,x) =0 决定 某 一 曲线 ,在 
其 上 泛 函 (2) 可 能 达到 极 值 . 
例 2 在 同一 空间 C[a,5] 上 考虑 泛 孙 


p(s) = 人 KG6 ee)s(6)z(6)atde， (3) 


其 中 天 (所 ,所 ) 是 一 个 满足 条 件 (所 ,所 ) = 天 (所 ,所 ) 的 连续 函数 . 不 难 计算 这 个 泛 
函 的 微分 , 它 等 于 


dF = 2 | [KC ,€) (ERG) dd 


如 果 对 于 每 一 h E C[ a,b] ,这 个 表达 式 等 于 零 , 那 么 根据 例 1 中 的 推理 ,对 所 有 的 
2 ,0 SE, 和, 有 


[KC& sb)4(&) a =0 


这 个 方程 解 之 一 是 函数 x=0. 至 于 要 回答 在 这 一 点 是 否 有 极 值 以 及 是 否 存 在 其 他 的 
一 些 可 能 有 极 值 的 点 的 问题 ,与 函数 K(&1,é,) 的 形式 有 关 , 并 且 要 求 作 进一步 的 
研究 . 

例 3 考虑 定义 在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 连续 可 微 函 数 空间 C [a,b5] 上 的 泛 函 


F(z) = | oz(D ,ee(D)d (4) 
这 里 六 (D) = 5 全 ,而 几 2xyx') 是 对 其 变 元 二 次 可 微 的 函数 . 泛 函 (4) 在 许多 变 分 
法 问题 中 起 主要 的 作用 . 我 们 来 求 出 它 的 微分 . 利用 泰勒 公式 就 得 到 
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F(x+h) -F(x) = 「 Las + 万,X +h’) -f(ti,x,x’) |] dt 


= Oh tf oh ) d+ ol hl), 


其 中 14 上 是 作为 空间 C [a,5] 的 元 素 的 孔 数 的 范 数 . 这 样 , 泛 隐 (4) 有 极 值 的 必 
要 条 件 具 有 下 列 形式 


dF = [Re +f uh')dt =0. (5) 


在 这 种 积分 形式 下 ,用 这 个 条 件 来 求 在 其 上 达到 极 值 的 函数 x 是 很 不 适宜 的 . 我 们 
将 它 变换 为 更 方便 的 形式 . 为 此 ,对 (5) 中 的 项 fh' 进 行 分 部 积分 .我们 得 到 


Jroad = oh) - hap 
这 样 一 来 
dF = 1 -57 jhd + - 0 (6) 


这 个 等 式 对 于 所 有 的 有 (包括 使 h(a) =h(5) =0 的 hh 在 内 ) 都 应 满足 . 从 而 ,对 于 所 
有 使 h(a) =h(b) =0 的 hh 都 有 


b ， d ， _ 
| (ff) = 0 
由 此 ,根据 一 些 类 似 于 例 1 中 所 进行 的 推理 就 得 到 
fA =0 (7) 
因此 等 式 (6) 简化 为 
fh| =0 (8) 


如 果 泛 函 (4) 限 于 在 所 有 定义 在 [a,b] 上 的 连续 可 微 函 数 x 上 加 以 考虑 ,那么 我 们 
可 以 这 样 选取 ,使 得 h(a) =0,h(b) 0, 于 是 从 等 式 (8) 就 得 到 

fh|,., =0; (9) 
而 知 令 h(b) =0,h(a) 关 0, 就 得 到 


@ 这 个 运算 要 求 补充 论证 ,因为 并 未 假定 出 现在 表达 式 -5 ,中 的 导数 存在. 关于 这 点 请 参看 任何 一 
本 变 分 法 教程 


和 
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f% |,-。=0. (10) 
这 样 一 来 ,由 条 件 (6)( 即 泛 函 (4) 的 微分 等 于 零 ) 推 出 ,使 泛 函 (4) 在 其 上 达到 极 值 
的 那个 函数 x, 应 该 满足 微分 方程 (7) 和 闭 区 间 [a,b] 的 端点 上 的 边 值 条 件 (9)、 
(10). 二 阶 微分 方程 的 通 解 包含 两 个 任意 常数 ,而 我 们 恰好 拥有 与 所 要 求 的 常数 数 
量 相同 的 边 值 条 件 . 

2 二 阶 微分 . 泛 函 极 值 的 充分 条 件 ”我 们 再 回 过 来 求 元 函数 的 极 值 . 设 函 数 
所 zi，…,%) 在 点 (和 ，…,%,) 满 足 条 件 df =0. 那么 ,大 家 都 知道 ,为 了 解决 在 给 定点 
是 否 真 正 有 极 值 的 问题 ,应 该 考虑 二 阶 微分 . 下 面 的 结论 是 正确 的 .. 

(1) 如 果 函 数 记 x ，…,%, ) 在 点 (i ,… ,x ) 有 极 小 值 ,那么 在 该 点 df 二 0. (类 似 
地 ,如 果 f 在 点 (和 ,… ,x%) 有 极 大 值 ,那么 在 该 点 df<0. ) 

(2) 如 果 在 点 (x1 ,…,% ) 满 足 条 件 


n 2 
df =0 和 df = 了 -dd > 0 
ji21 0Xi0X 


( 当 不 是 所 有 的 dx; =0) ,那么 在 该 点 所 xz) 有 极 小 值 . (类 似 地 有 极 大 值 ,倘若 df < 
0). 
简 言 之 ,二 阶 微分 的 非 负 性 是 有 极 小 值 的 必要 条 件 , 而 它 的 正定 性 是 有 极 小 值 
的 充分 条 件 . 
让 我 们 来 看 一 看 ,在 何等 程度 上 这 些 事实 可 以 推广 到 给 定 在 巴 拿 赫 空间 上 的 泛 
蚂 上 去 . . 
定理 2 设 上 是 一 个 给 定 在 巴 拿 赫 空间 丰 里 的 实 泛 函 , 且 在 点 x 的 某 一 领域 内 
有 连续 的 二 阶 导数 . 如 果 这 个 泛 函 在 点 xo 达到 极 小 值 ,那么 4 F(xo) 二 0%. 

证 明 根据 泰勒 公式 ,就 得 到 


F(xo + 上 ) — F(xo) 
= F'(x)h+ SF"(x0) (h,h) + ol | 天 | 2 


如 果 在 点 和 泛 函 有 极 小 值 , 那 么 (xo) =0, 从 而 有 等 式 
F(xo +h) — F(x0) = 方 到 (加 ) (hh) +o( | 天 1?)， (11) 
如 果 对 于 任何 满足 不 等 式 


F(xo)(h,h) < 0， (12) 


@ ”这 个 不 等 式 表示 对 于 所 有 的 h,F"(xo)(h,h) 宕 0. 
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那么 ,因为 P(xo) (sh,eh) = ef"(mo) (h,h) ,存在 范 数 可 以 任意 小 的 元 素 满 足 
(12). 但 对 于 充分 小 的 | 4 ,整个 表达 式 (11) 的 符号 决定 于 主 项 六 P(xo) (4,h) 的 
符号 ,因而 我 们 得 到 


F(x +h) -~ F(x) = FF"(x0) (hsh) +o( hl?) < 0， 


即 在 点 xo 没有 极 小 值 . 
可 以 陈述 关于 极 大 值 的 类 似 定理 . 
刚才 证 明 的 定理 ,是 关于 有 限 个 变量 的 函数 的 相应 定理 的 直接 推广 . 充分 条 件 
的 情形 则 不 然 . 上 面 提 到 的 条 件 户 (xo)(h,h) >0 是 nn 元 函数 有 极 小 值 的 充分 条 件 ， 
但 却 不 是 定义 在 无 穷 维 巴 拿 赫 空 间 上 的 泛 函 达到 极 小 值 的 充分 条 件 . 讨论 一 个 简单 
的 例子 . 设 在 希 尔 伯 特 空间 4 里 给 定 了 泛 函 


这 个 泛 函 在 点 0 的 一 阶 微分 等 于 0, 而 二 阶 微分 等 于 级 数 2 Si 2 的 和 , 即 是 一 个 正 
定 泛 函 . 然而 在 点 0 却 没有 极 小 值 ,因为 F(0) =0 而 0,……0,1/n,0,…) = ni 


-1/n < 0. 从 而 ,在 点 0 的 任何 邻近 ,都 存在 使 得 F(x) < 0) 的 点 x. 
引入 下 列 概念 . 二 次 泛 函 B 称 为 强 正 的 ,如 果 有 这 样 的 常数 c >0 存在 ,使 得 对 
于 所 有 的 x 都 有 B(x,x) 三 cx | ?. 
定理 3 ”如 果 定 义 在 巴 拿 赫 空 间 基 里 的 泛 函 满足 条 件 : 
1) dF( xo) =0, 
2) F(xo) 是 强 正二 次 泛 函 ,那么 在 点 x。 有 极 小 值 . 
证 明 设 F"(xo)(h,h) 宇 ch .选取 a>0 这 样 地 小 ,使 得 对 于 上 hh <e 等 


式 (11) 中 的 量 o( | 天 外) 满足 条 件 |o( hk?) | < 寺中 4 于 是 对 于 hl < 
,有 


F(xo + h) - F(xo) =3F"(x0) (h,h) +o( lil?) 
> 41hl? >0 


在 有 限 维 空间 中 ,二 次 型 的 强 正 性 与 它 的 正定 性 是 等 价 的 ,因此 (在 一 阶 微分 等 
于 零 时 ) 二 阶 微分 的 正定 性 是 函数 有 极 小 值 的 充分 条 件 . 在 无 穷 维 的 情形 (正如 上 面 
举 的 例子 表明 ) 强 正 性 是 比 正定 性 更 强 的 条 件 . 
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二 阶 微分 的 强 正 性 条 件 保证 了 函数 有 极 小 值 . 这 一 条 件 之 所 以 适宜 ,因为 它 适 
用 于 任意 的 巴 拿 赫 空间 中 的 任何 二 次 可 微 泛 函 (与 它 的 具体 形式 无 关 ). 此 外 ,这 个 
条 件 在 实际 的 重要 情形 下 ,通常 显得 过 于 粗糙 和 难于 检验 . 在 变 分 法 中 建立 了 关于 
极 值 的 更 精致 的 充分 条 件 ( 利 用 了 在 变 分 问题 中 所 考虑 的 那些 泛 函 的 具体 形式 ) ;但 
是 这 些 问 题 的 阐述 不 是 本 书 的 任务 . 

3. 有 约束 的 极 值 问题 上 面 说 过 关于 求 给 定 在 全 空间 上 的 泛 函 的 极 值 , 即 按 
习惯 的 说 法 ,无 约束 极 值 问题 . 当 有 这 样 或 那样 的 限制 (约束 ) 出 现时 ,这 些 约束 确定 
了 所 讨论 泛 函 的 区 域 . 在 这 种 情形 下 ,第 1 ,2 段 中 所 引述 的 那些 结论 ,一 般 是 不 正确 
的 . 关于 这 一 点 ,由 给 定 在 财 区 间 上 的 函数 的 那个 简单 例子 已 经 可 以 看 出 :如 果 这 样 
的 函数 在 边界 点 (端点 ) 达 到 极 值 ,那么 它 的 一 阶 微分 在 该 点 可 能 异 于 零 ,而 二 阶 微 
分 的 符号 则 可 能 是 任意 的 . 带 约束 的 极 值 问题 的 研究 ,构成 广阔 而 重要 的 数学 领域 ， 
包括 诸如 古典 变 分 法 ,最 优 控 制 ,线性 规划 和 凸 规划 等 分 支 . 我 们 这 里 仅 限 于 引述 一 
个 结 采 . 它 的 证 明基 于 在 极 值 问题 理论 的 许多 问题 中 起 重要 作用 的 刘 斯 切 尔 尼克 定 
理 的 应 用 . -、 

设 X 和 Y 是 巴 拿 赫 空 间 ,F 是 X 上 的 函数 ,而 B:X>Y 是 空间 XX 到 空间 了 内 的 
映射 . 假定 在 由 条 件 B(x) =0 所 确定 的 集 上 求 函数 F(x) 的 极 小 值 . 

定理 设 函 数 瑚 和 映射 @ 在 满足 条 件 B(xo) =0 的 点 6 的 某 一 邻 域内 连续 可 
微 ;又 设 空间 X 在 映射 B'(x。) :XY 下 的 象 是 闭 的 . 如 果 定 义 在 集 {x:@B(x) =0} 上 
的 函数 F(x) 在 点 xo 达到 局 部 极 小 值 ,那么 存在 数 和 A。 和 (定义 在 Y 上 的 ) 线 性 泛 函 
y ,并且 A。 和 y 不 同时 等 于 零 ,使 得 


AoE (xo) + [B'(xo)]*y” =0. (13) 

证 明 引入 记号 L=@B'(xo)X. 根据 条 件 ,L 是 一 个 闭 子 空间 . 如 果 工 关 了 ,那么 根 
据 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 推论 3( 第 四 章 §1 第 3 段 ) ,可 以 找到 在 上 上 等 于 零 的 非 零 
沁 明 yo E 7. 对 于 yo 和 对 于 所 有 的 x E X, 有 

([@B'(xo)] yo ,%) = (yo , PD' (xo )%) = 0， 

因为 @'(xo)x E 工 因此, 取 yo 为 y 且 令 Mo =0, 就 得 到 (13 ). 

我 们 现在 来 考虑 B(xo)X = 了 的 情形 . 将 刘 斯 切 尔 尼 克 定 理应 用 于 映射 B, 可 见 
对 于 每 一 满足 条 件 


PD'(xo)h=0 
的 h EX 和 所 有 的 充分 小 的 1, 存 在 这 样 的 元 素 
x(t,h) = xo+th+r(i), 


使 得 B(x(i,h)) =0, 当 二 ”0 时 z(t) 一 0. 
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f(t) = F(x(t,h)). 
它 在 4=0 时 的 导数 


和 = F'(xo)h 


t i=0 
应 该 等 于 零 . 事实 上 ,如果 
F'(xo)h =cz0, 
那么 关 
F(x(t,h)) 一 下 (x0) = ct +F'(xo)r(t) +o(t) 
的 符号 由 项 ci 的 符号 来 确定 . 从 而 当 上 换 为 -上 时 , 差 就 改变 符号 ,而 这 时 在 点 xo 不 
可 能 有 极 值 . 这 样 ,我 们 就 得 到 ,对 于 所 有 这 样 的 h,h E Ker 五 '(xo) 都 有 严 (xo) 交 = 


0. 换言之 ,F(xo) 是 与 子 空间 Ker B'(xo) CX 正 交 的 X* 里 的 元 素 . 但 是 根据 关于 算 
子 核 的 零 化 子 引 理 ( 参 看 第 四 章 $5 第 5 段 ) ,有 


[KerG'(xo)] = Im[ ®'(xo)]*. 
这 表示 ,如果 严 (xo) ELKerG'(xo)] ,那么 就 可 以 找到 这 样 的 泛 函 y*" E Y”* ,使 得 
F" (xo) =-[@'(x)]y". (14) 


令 Mo =1 并 且 就 取 满足 等 式 (14) 的 那个 泛 函 y” ,我 们 就 得 到 (13). 

刚才 证 明 的 定理 是 古典 分 析 里 有 名 的 ,关于 条 件 极 值 问题 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 的 
无 穷 维 推广 . 事实 上 ,如 果 和 和 了 是 有 限 维 空间 , 即 如 果 在 条 件 放 (xj ，…x,) =0(i= 
1,2,…,m) 下 求 函数 及 (xi，,…,x; ) 的 极 小 值 ,那么 泛 函 y* 就 是 这 m 个 数 A，… ,A 和。 
的 数组 . 在 线性 映射 下 空间 X 到 空间 Y 内 的 象 是 闭 的 ,这 个 条 件 在 有 限 维 情形 下 自 
动 满足 . 这 时 等 式 (13 ) 变 为 


六 Nm) = 0， 
即 变 为 有 名 的 求 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 . 


$4. 和 牛顿 (Newton ) 法 


求解 形 如 
f(x) =0 (1) 


Vf 是 一 个 定义 在 某 一 闭 区 间 [La,b] 上 的 数值 变 元 的 数值 函数 ) 的 方程 的 十 分 有 名 的 
方法 之 一 ,就 是 所 谓 的 牛顿 法 或 切线 法 . 其 方法 如 下 :根据 递 推 公式 


8$ 4. 牛顿 (Newton ) 法 “4035 ， 


f(x,) 

Worl = Kn ~ Fx) (2) 

求 逐 次 近似 解 . (这 时 , 取 f 的 定义 区 间 上 的 任意 一 点 为 零 次 近似 值 xo). 这 个 方法 的 

几何 意义 如 图 24 所 示 . 可 以 证 明 , 如 果 x* 是 方程 (1) 

在 闭 区 间 [a,b5] 上 的 唯一 根 ,而 孔 数 在 该 闭 区 间 上 有 

不 为 零 的 一 阶 导 数 和 有 界 的 二 阶 导数 ,那么 存在 “ 根 

x* 的 吸引 域 ”, 即 点 x* 的 这 样 的 邻 域 :对 于 点 x。 在 这 
个 邻 域 内 的 任何 取 法 ,序列 (2) 收 全 于 x*. 

牛顿 法 可 以 推广 到 算 子 方程 上 去 . 我 们 就 巴 拿 赫 


空间 中 的 方程 来 阐述 这 个 方法 . 
考虑 方程 : 
F(x) = 0， (3) 


图 24 


其 中 下 是 巴 拿 赫 空间 XX 到 巴 拿 赫 空间 了 内 的 映射 . 假 
定 映 射 下 在 某 一 半径 为 r 的 球 B(%,r) 内 是 强 可 微 的 . (我 们 取 球 心 x 为 所 要 求 的 
解 的 零 次 近似 值 ). 像 一 维 情形 一 样 ,将 表达 式 F(xo) -F(x) 用 它 的 线性 主 部 , 即 元 
素 F(xo) (xo -%) 来 替换 ,我 们 由 (3) 就 得 到 线性 方程 
F(xo)(xo —-%) = F(x%o), 
它 的 解 
X1 Xo [F(xo)] F(x) 
自然 可 视 为 方程 (3 ) 的 精确 解 x 的 一 次 近似 解 ( 这 里 当然 假定 算 子 [L(x。)] 存 
在 ). 重复 这 些 推理 我 们 就 得 到 方程 (3 ) 的 近似 解 序 列 
xnr = Mn — [F(x,)] (F(x,)). (4) 
在 无 穷 维 情形 求 逆 算 子 [ F(x%,)] ”可 能 是 十 分 复杂 的 问题 . 因此 这 里 有 时 适合 采用 
所 谓 的 修正 的 牛顿 法 (参看 [27,28] ). 修正 法 如 下 所 述 :用 公式 
xar = Mn ~ [F(xo)] (F(x,)) (5) 
所 定义 的 序列 来 代替 序列 (4) , 即 逆 算 子 [到 (x)] ”在 每 一 步 都 取 变 元 x = xo 的 同 
一 值 . 尽管 这 样 的 修正 降低 了 收敛 速度 ,但 从 计算 观点 看 它 经 常 显得 是 合理 的 . 我 们 
现在 转 过 来 陈述 和 证 明 精 确 的 结论 . 
定理 1 设 映 射 下 在 某 一 以 wo 为 球 心 以 > 为 半径 的 球 B(xo,r) 内 是 强 可 微 的 ， 
而 导数 所 (x) 在 该 球 内 满足 利 普 希 光 条件 : 


| F"'(x) —F'(x,) | <L|x - x | . 
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设 [ 玉 (xo)] 存在 , 且 记 
M = | [F(x0)] | ,k= [F(x0)] F(x) | ,h = MEL. 
于 是 ,如 果 h<1/4, 那 么 方程 F(x) =0 在 球 上 x -x 有志 Kt 内 (其 中 如 是 方程 
ji -t+1 =0 的 较 小 根 ) 有 唯一 解 x* , 且 由 递 推 公式 (5) 所 定义 的 序列 {x,} 收敛 于 
该 解 . 
证 明 在 空间 X 中 讨论 映射 4x =x 一 [下 (x。)] F(x). 它 的 强 导数 在 点 x 等 
于 0. 这 个 映射 将 球 | x -xo | 大 is 变 为 自己 ,事实 上 


Ax -xo =% -xo — [F(x0)] F(x) 
=[F’'(x0)]  {F'(xo) (x -xo) ~- F(x) + F(xo)} - 


[F(x0)]™ F(xo). 


因此 
Ax -zol < [EF (Gx)] 下 F(xo) (x — x0) —- F(x) + F(xo) | + 
[F(xo)] F(xo) |, 
即 
14x -zxol MNF (xo) (rx — x0) —- F(x) + F(xo) | 二 大 (6) 
考虑 辅助 映射 


D(x) = F(x) — F(xo) —-F'(xo) (x — Xo ). 


它 是 可 微 的 而 它 的 导数 等 于 B'(x) = 六 (x) -F(xo). 如 果 上 x--xo 有 <h, 那 


Bx) = F(x) -F(xo) | <LIr-xo) < Liok. 
由 此 根据 中 值 定理 ( $ 1 公式 (9) ) 就 得 到 
| B(x) = | B(x) - Bx) < Lklx-xol < Liok. (7) 


这 样 ,如 有 果 | x -so | 上 入 pp, 那么 由 (6) 和 (7) 就 得 到 
[Ax -xz < MLiok + 天 = 大 (CNMNOE +1) = 大 (po +1) = hi, 


而 这 表示 映射 4 将 球 上 x 一 xo | 科 jit 变 为 自己 . 现在 我 们 来 证 明 ,4 是 这 个 球 的 压缩 
映射 . 对 于 上 x -xo 上 <K。 有 。 


A'(x) = 了 - [F(x)] F(x) = [F(x0)] (F(x) - F'(x)), 
由 此 : 


8$4. 牛顿 (Newton ) 法 . 407 . 


TAG) WP(a) -Fe)N < ML -ml < ML 
但 是 方程 he -t+1=0 的 较 小 根 , 即 = 工 -YL1 -4 人 因此 


A'Cx) | < MI =hi, = hpi- Yi-4h -=- 工 -YL 二 4 


2h ， 2 


1 
=4 < 本 (8 ) 


由 此 | 4xi -4x | < 六 | za -加 目 , 即 4 是 压缩 映射 


从 而 ,映射 4 在 球 上 x -xo 志 h。 内 有 一 个 且 仅 有 一 个 不 动 点 x*. 对 于 这 个 
点 ,有 


x ”=% - [F(x)] -Fox ), 即 ROx ) = 0. 
同时 
Ax, = xn 一 [F(xo)] F(x, 二 和 n+l。 


因而 根据 压缩 映射 定理 ,序列 |x,| 收 全 于 
由 不 等 式 (8) ,立即 推出 修正 牛顿 法 的 收敛 速度 的 下 列 估计 式 ;: 


| x | < P(t)] FPC) 1 ， (9) 
一 《 


即 修正 牛顿 法 的 误差 按 几何 级 数 递减 . 为 便于 比较 ,我 们 指出 ,通常 的 牛顿 法 [ 它 由 
公式 (4) 而 不 是 由 公式 (5 ) 确定 近似 解 ] 收 敛 得 比 几 何 级 数 快 :对 于 通常 的 牛顿 法 


x. -x | 二 2h) kh 
例 “讨论 非 线性 积分 方程 
x(s) = [ KGsst,%(t)) dt, (10) 
其 中 K(s,t,u) 是 其 变 元 的 连续 的 和 连续 可 微 的 函数 . 引入 由 等 式 
y(s) = x(s) - { KCsstsr(t) dt 


所 定义 的 映射 y= (x) ,将 方程 (10) 写 为 F(x) =0. 
设 x。 是 这 个 方程 之 解 的 零 次 近似 值 . 于 是 第 一 校正 值 Ax(s) =xi -xo 就 由 方程 


F'(xo)Ax =— F(xo) (11) 
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所 确定 . 
如 有 果 函 数 K(s,i,u) 和 泛 卫 空 间 ( 在 其 中 讨论 方程 (10)) 是 这 样 的 ,使 得 映射 
的 导数 所 (x) 可 以 通过 “在 积分 号 下 微分 ”的 办 法 来 计算 , 即 如 果 


z = F' (x, )x 
表示 
z(s) = x(s) - { Kosstsxolt))a(t) dt, 
那么 方程 (11) 具 有 形式 | 
Ax(s) = [Kilsstor0(t)) Ar(t) dt + gols), (12) 
其 中 


po(s) = [Klsst0(t) ) dt -ma 


类 似 地 求 下 面 的 一 些 校 正 值 . 

这 样 一 来 ,每 下 一 近似 值 的 计算 ,化 为 求解 线性 积分 方程 . 如 果 应 用 修正 的 牛顿 
法 ,那么 这 时 在 每 一 步 都 必须 解 含 相同 核 的 线性 积分 方程 . 关于 牛顿 法 及 有 关 的 问 
题 更 详细 论述 ,参见 书 [28] 以 及 论文 [27]. 为 算 子 方程 的 牛顿 法 葛 定 理论 基础 的 一 
些 主要 结果 ,属于 [27 ] 的 作者 康 托 罗 维 奇 (KanToposma). 


附录 书 拿 持 代 数 ( B. M. 季 霍 米 洛 夫 ) 


季 堆 米 洛 夫 
本 书 第 三 章 研究 了 线性 空间 . 那里 引进 了 重要 的 一 类 线性 空间 , 即 巴 拿 赫 空间 . 在 这 个 附录 


中 ,我 们 现在 就 来 研究 巴 拿 赫 代数 , 即 在 其 中 定义 了 元 素 乘法 的 巴 拿 赫 空间 . 有 了 与 线性 和 度量 
结构 相 结 合 的 乘法 ,就 使 巴 拿 赫 代数 具有 一 系列 良好 的 性 质 . 


$1. 巴 拿 蘑 代数 的 定义 与 一 些 例子 


1. 巴 拿 赫 代数 , 巴 拿 赫 代数 的 同 构 “我们 记得 , 非 空 的 元 素 集 称 做 线性 空间 ,如 果 在 其 中 定 
义 了 两 种 运算 一 一 加 法 和 数 乘 ,而 且 这 两 种 运算 满足 第 三 章 $ 1 中 提出 的 八条 公理 . 

定义 1 线性 空间 X 称 为 代数 ,如 果 在 X 中 再 引进 一 种 代数 运算 一 一 乘法 运算 , 且 满 足以 下 
公理 : 

(1) (xy)z=x(yz). 

(2) x(y+2) =xy +xz;(y +2)% = yx + 2%. 

(3) a(xy) = (ax)y =x(ay). 

(4) 如 果 存 在 元 素 。E X, 使 得 对 一 切 x E 式 都 有 
则 称 e 为 代数 X 的 单位 元 ,而 代数 本 身 叫做 具有 单位 元 的 代数 Q@. 

(5) 如 果 乘法 运算 是 交换 的 , 即 如 果 乘 法 运算 满足 下 面 的 公理 : 


XY = Y%, 
则 称 代 数 X 为 交换 代数 . 


@ 代数 中 的 单位 总 是 唯一 的 . 因为 如 果 e' 也 是 具有 性 质 4 的 元 素 ,那么 我 们 就 可 以 得 到 ee' =e = 


. 410 . 附录 巴 拿 赫 代 数 (了 B. M. 季 霍 米 洛 夫 ) 


具有 单位 元 的 交换 代数 也 是 我 们 下 面 要 研究 的 基本 对 象 . 

在 本 附录 中 ,代数 到 处 都 是 在 复数 域 C 上 来 讨论 . 

在 第 三 章 8$3 中 ,我们 引进 了 赋 范 空间 的 概念 , 即 赋予 满足 第 二 章 8$3 第 1 段 中 所 说 的 三 条 公 
理 的 范 数 | x | 的 线性 空间 ， 

定义 2 设 X 是 赋 范 空间 . 如 果 它 是 具有 单位 元 的 代数 ,同时 还 满足 以 下 两 条 公理 : 

(6) llell =1; z 

《2) xy| a x» yl. 
则 称 X 为 赋 范 代数 . 

如 果 赋 范 代数 又 是 完备 的 ( 即 它 是 巴 拿 赫 空 间 ) , 则 它 称 为 巴 拿 赫 代数 . 

设 : Xo7 为 代数 到 代数 了 内 的 映射 . 如 果 映 射 下 满足 以 下 条 件 : 


F(x+7y) = Fx+Fy, (1) 
F(ax) = aFx, (2) 
F(xy) = Fx* Fy, (3) 


则 丰 称 为 同 态 . 

如 有 果 存 在 满足 条 件 (1) 一 (3) 的 一 对 一 的 映射 瑟 , 则 两 个 代数 与 Y 称 为 同 构 的 . 

设 X 与 Y 是 赋 范 空间 . 如 果 存 在 一 一 映射 :Xe 了 ,使 对 于 F 除 满足 前 述 条 件 (1) 与 (2) 外 ,还 
满足 


| Fx|y = xx, 
则 XX 与 了 称 为 等 距 的 . 
定义 3 ”两 个 巴 拿 赫 代数 工 与 了 我 们 称 为 等 距 同 构 的 ， 如 果 存在 代数 同 构 XoY, 并 且 它 同 
时 又 是 赋 范 空间 的 X 与 的 等 距 映 射 
2. 巴 拿 赫 代数 的 一 些 例子 
例 1. 域 C ”如果 在 复数 集 {z} 中 用 公式 


lz = |z|= Vr+r (z=x+iy) 


引进 范 数 , 则 复数 集 {z} 是 巴 拿 赫 代 数 最 简单 的 例子 . 

复数 构成 域 C. 在 C 中 对 于 除了 零 以 外 的 一 切 元 素 都 定义 了 除法 一 一 乘法 的 逆 运 算 . 下 面 我 
们 将 要 证 明 ,C 是 本 身 为 域 的 唯一 的 赋 范 代数 . 

例 2 代数 Cr 设 T 是 某 一 紧 豪 斯 多 夫 拓 扑 空 间 . 我 们 把 给 定 在 7 上 具有 通常 函数 加 法 与 
数 乘 运 算 的 ,一 切 复 连续 函数 x(1) 所 成 的 线性 空间 记 作 C7, 其 中 用 等 式 


Ix = max | C2) | 


定义 范 数 . 

在 前 面 第 二 章 与 第 三 章 中 ,我 们 曾经 讨论 过 空间 Cz 的 特殊 情形 , 即 了 = [a,6b] 为 实 直 线 的 闭 
区 间 时 的 情形 . n 维 复 向 量 空间 C" = | (2a ,… ,z,) | 是 空间 Cy 男 一 重要 特殊 情形 , 即 由 nn 个 点 的 孙 
数组 成 的 空间 . C" 中 的 加 法 、 数 乘 以 及 元 素 的 乘法 都 是 按 坐标 来 运算 的 ,而 范 数 则 由 


lz = max |z | 
l<ign 
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定义 . 
代数 Ci 是 交换 的 巴 拿 赫 代数 . 函数 e(t) =1 为 Cy 中 的 单位 元 . 验证 C; 满足 一 切 公理 并 不 
困难 . 
例 3 圆 中 解析 函数 的 代数 .多 考虑 圆 K= |z: |z | 大 二. 设 复 变 量 的 函数 x(z) 在 圆 天 上 有 
定义 并 且 连 续 ,而 在 圆 天 内 解析 . 以 .名 表示 由 一 切 满 足 上 述 条 件 的 函数 *(z) 组 成 的 线性 空间 . 把 
函数 的 普通 乘法 定义 为 .多 中 的 乘法 运算 ,而 .多 中 的 范 数 定义 为 


lx = max |x(z) |. 
1 z | <1 


用 这 种 方法 我 们 把 .如 变 为 具有 单位 元 的 交换 的 巴 拿 赫 代数 ,所 有 公理 的 正确 性 在 这 里 也 十 
分 明显 . 

例 4 ”代数 I 我 们 把 双向 绝对 可 和 的 一 切 复 序列 x =(… ,x ，，… ,x 1 ,x0 ;Xi ，…,%。，…) 的 
全 体 , 记 为 4, 其 中 范 数 


EA = 之 | x, | . (4) 
我 们 把 序列 


X= (EE 二 (Ys YY ) 
的 卷 积 z =x *y 叫做 这 两 个 序列 的 乘积 x. y, 亦 即 其 项 如 下 定义 的 序列 : 


za = (4 #7) = Dy (5) 


如 果 1 中 的 任 一 序列 x 对 应 于 傅 里 叶 级 数 x(1) = 了 %e*,0 < 1 < 27, 那 么 ,用 公式 (5) 定 


义 的 序列 就 与 由 序列 * 与 y 构 造 的 函数 乘积 x( 切 .7y(5) 相对 应 . 于 是 ,代数 4 与 代数 下 等 距 同 构 ， 
其 中 下 是 具有 绝对 收敛 依 里 叶 级 数 的 函数 x(1) 的 代数 ,其 范 数 由 (4) 定义 . 因此 ,不 难 验证 ,代数 
与 赋 范 空间 大 多 数 公 理 对 于 成 立 , 因 为 这 许多 公理 对 于 下 明显 成 立 .下面 我 们 来 验证 公理 7. 对 
于 z =x*y, 有 


lz => ||= > ] Dm | < 2 > | Ny | 


-5 (5 |) ly = zl yl 


代数 丈 显然 是 交换 的 ,因而 代数 六 也 是 交换 的 . 我 们 把 函数 e(t) =1 对 应 的 序列 。 作为 4 中 
的 单位 元 ,对 于 这 个 序列 ,除了 带 有 零下 标的 分 量 是 1 以 外 ,其 余 的 分 量 都 为 0. 以 后 我 们 将 利用 
同 构 te* 歼 与 对 应 {x| x(1) ,这 就 不 再 特别 说 明 . 

例 5 有 界 算 子 的 巴 拿 赫 代数 ” 设 X 是 巴 拿 赫 空 间 . 我 们 考察 将 下 变 为 自身 的 所 有 线性 连续 
算 子 组 成 的 空间 . 激 X,X) ,其 中 对 算 子 赋 以 通常 的 加 法 、 算 子 乘 以 数 的 乘法 及 算 子 的 乘法 (第 四 
章 , 85 ,第 3 段 ). 恒 等 算 子 是 及 XX,X) 中 的 单位 元 . 如 果 在 . 疼 X,X) 中 像 通 常 那样 定义 了 范 数 : 


141 = sup, 1 4z1 ， 
那么 它 就 变 为 巴 拿 赫 代数 
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事实 上 ,公理 7 已 经 在 前 面 (参见 第 四 章 8$5 第 3 段 中 的 公式 (4) 验证 过 了 . 在 那里 有 一 个 习 
题 ,证 明 .XE,E, ) 是 完备 的 , 现 请 读者 证 明 .ZKX,X) 的 完备 性 . 代数 .ZS(X,X) 是 具有 单位 元 的 不 
可 交换 的 巴 拿 赫 代数 中 最 重要 的 例子 之 一 

3. 极 大 理想 

定义 4 设 1 是 交换 代数 的 子 空间 ,如 果 它 具有 下 述 性 质 :对 于 任 一 y E 1 及 X 中 任何 的 x， 
乘积 yx € 1, 则 7 称 为 X 的 理想 . 由 一 个 零 元 组 成 的 理想 以 及 由 全 空间 X 组 成 的 理想 ,都 称 为 平凡 
理想 ,以 后 我 们 研究 除了 平凡 理想 以 外 的 理想 . 不 包含 在 任何 其 他 非 平凡 理想 中 的 理想 叫 极 大 
理想 

现在 我 们 在 代数 C; 的 例子 上 讨论 所 引入 的 概念 

设 .9 是 紧 统 7 的 非 空子 集 , Mz= {x(1)E Cr:x(1) =0,1 E FZ | 为 F 上 等 于 零 的 函数 组 成 的 
集 ,容易 看 出 ,这 个 集 构成 C 中 的 理想 . 在 Cr 中 的 极 大 理想 具有 简单 的 描述 ,这 对 于 理解 交换 巴 
拿 赫 代数 理论 整个 构思 是 个 关键 

引 理 ”代数 Cr 中 的 极 大 理想 ,是 C; 中 所 有 在 集 7 中 的 某 一 固定 点 +, 取 值 为 零 的 函数 组 成 
的 集 

证 明 a) 设 M， = {x(1) E Crz(m) =01. 这 时 以 ,是 一 理想 .我 们 来 证 明 它 是 极 大 的 . 事实 
上 , 设 徊 (DGM，, 即 加 (m ) 关 0. 对 于 任意 的 y(D)E Cr, 令 z(1) = ee 于 是 z(t) = 
0, 因 而 z(t) 属 于 MM， . 于 是 ,添加 非 M, 中 的 任何 元 素 ,就 导致 由 M。 和 这 个 元 素 生 成 的 理想 变 成 
平凡 理想 . 因此 ,M。 是 极 大 理想 . 

b) 反之 ,假设 是 Cr 中 的 任 一 极 大 理想 

我 们 来 证 明 , 属 于 MM 的 任 一 函数 都 在 某 点 为 零 . 事实 上 ,假设 不 然 ,那么 对 任 一 点 rE 7 可 以 
找到 函数 (1) E MM, 使 得 %(1) 0. 据 据 (1) 关 于 1 的 连续 性 ,可 以 找到 点 的 邻 域 以, 使 得 在 以 


中 x(z) 关 0. 从 开 覆 盖 TC J U, 中 可 选 出 有 限 覆 盖 U。 ,0 ,…,U,. 
这 时 ,根据 理想 的 定义 ， 


Wot) = x5 0) sn) te ta (DD sD) = > ss 


属于 M. 

由 于 在 了 上 处 处 xo(i) >0, 所 以 函数 1/xo (it) 连续 . 因此 1=(1/xo(t)) :xo(t)E M. 但 是 ,由 
于 y(t) =y(t)， 1, 因 此 包含 代数 的 单位 元 的 理想 也 包含 代数 的 任何 元 素 . 所 以 M 是 平凡 理想 ,这 
与 假设 M 是 极 大 理想 矛盾 ,因而 M 是 不 平凡 理想 . 

这 样 一 来 ,我 们 得 到 以 下 事实 , 极 大 理想 与 空间 承载 子 了 中 的 点 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 关 
系 . 这 就 可 以 把 了 上 的 函数 解释 为 “ 极 大 理想 空间 上 的 函数 ” 

我 们 指出 (下 面 研究 交换 巴 拿 赫 代 数理 论 的 目的 即 在 于 此 ) :任何 这 样 的 代数 X, 都 可 以 以 紧 
豪 斯 多 夫 拓扑 空间 上 的 连续 函数 代数 的 子 代数 的 形式 来 实现 ,而 此 紧 豪 斯 多 夫 拓 扑 空间 系 由 工 
的 极 大 理想 来 构成 . 


$ 2. 谱 和 预 解 式 


在 这 一 节 所 讨论 的 代数 X 不 一 定 是 交换 的 ,但 它 具 有 单位 元 ,这 里 讨论 的 许多 问题 和 第 四 章 
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§5 讨论 的 问题 类 似 . 

1， 定义 与 例子 

定义 ” 设 元 素 x EX. 如 果 * 有 逆 元 素 , 亦 即 如 果 可 以 找到 元 素 *-:! ,使 得 
则 元 素 x 称 为 可 逆 的 . 


否则 ,元 素 x 称 为 不 可 逆 的 . 
使 得 元 素 he - x (x E X) 不 可 逆 的 复数 入 的 集合 , 叫做 元 素 % 的 谱 o (x). 如 果 
A &o(x) , 则 点 入 称 为 正则 的 . 


在 元 素 x 的 正则 点 集 上 定义 的 函数 
RC\o(x) —X, Rx = x(A) = (Ae -x),， 
叫做 这 个 元 素 的 预 解 式 . 
数 
r(x) = sup, |A|, EX (1) 
称 为 元 素 x 的 谱 半 径 . 
我 们 举例 说 明 上 面 引进 的 重要 概念 . 


a) 如 果 X=C, 那 么 C 中 除 零 以 外 的 一 切 元 素 都 是 可 逆 的 . 
b) 如 果 针 = Cr ,那么 x( 切 是 可 逆 的 充 要 条 件 为 它 处 处 异 于 零 . 谱 o(%x) 与 (i) 的 值 集 重合 ; 预 
解 式 R 具有 以 下 形式 : 


1 
R A-x(t)’ 


r(x) = lxl = max |x(2) |. 


c) 如 果 X=.2XY,Y) 是 有 界 算 子 的 代数 ,那么 可 逆 元 素 就 是 可 逆 算 子 . 这 时 谱 与 预 解 式 跟 第 
四 章 85 第 7 段 所 引进 的 算 子 的 谱 与 预 解 式 (如 不 计 符 号 ) 一 致 . 其 实在 这 一 节 中 ,我 们 在 一 般 情 
形 下 研究 ,前 面 对 于 有 界线 性 算 子 的 巴 拿 赫 代数 所 引进 的 那些 概念 . 

2. 谱 的 性 质 

定理 1 1"， 对 于 共 思 空 间 X* 中 的 任意 线性 泛 函 f(x) ,函数 f(x(A)) =F(A) 在 C\o(x) 上 
是 解析 的 ,并 且 当 | A | 一 o 时 F(A) 一 0. 

2". 巴 拿 赫 代数 的 元 素 x 的 谱 o(x) 是 C 中 非 空 紧 集 . 不 等 式 

r(x) < ||x| (2) 


成 立 . 

在 证 明定 理 1 之 前 ,我 们 先 证 明 下 面 几 个 引 理 . 

引 理 1( 试 与 第 四 章 $5 定理 5 比较 ) ” 设 巴 拿 赫 代数 X 中 的 元 素 x 具 有 小 于 1 的 范 数 . 这 时 
元 素 e -x 可逆 ,并 且 


(e—-x)™ =e+x++X" + 
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事实 上 , 今 s， 二 十 和 十 +%x" ,于 是 有 : 


k 
ss — so) = He + a > x 
i 二 1 
x n+l _ x n+k+l 
一 >0. 
1 -|x 


因而 s, 是 基本 序列 . 因为 完备 ,所 以 s, 收敛 于 某 元 素 s EX 这 时 
s(e—-x) = lim sS (e -%) = lim(e -x"")=&e. 


类 似 地 可 证 明 (e -x)s=e. 
推论 ”对 于 任意 x E XX, 当 1 0 时 ,(e -以 ) -1'—e. 
事实 上 ,(e -ix) ~ =lim(e+tx + +(ix)") =e+0(t). 
引 理 2( 试 与 第 四 章 $5 定理 4 比较 ) 设 % 是 可 逆 的 元 素 , 且 | Ax | < x0' .这 时 x = 
+ Ax 也 是 可 逆 的 元 素 ; 同 时 

x = (e+xo! Ax) xo. 

事实 上 ， 
XI = X00 +Ax = xo(e +xo Ax) = xo(e -x%), 


一 
jx = | -x Axl <l1. 


应 用 引 理 1 ,我 们 得 到 x7" = (e -x) xo ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 

推论 1 巴 拿 赫 代数 可 逆 元 素 的 集 ( 在 巴 拿 赫 代数 赋 范 的 拓扑 中 ) 是 开 的 ,不 可 逆 元 素 的 集 是 
闭 的 . 

推论 2 预 解 式 x(A) 是 C\o(x) 上 的 和 的 连续 函数 . 

事实 上 ,根据 引 理 1 的 推论 : 


X(A + AA) = (Ave -x + AAe)™ 
=(e + AAx(Ao)) x(Ao) 0 *(Ao). 


引 理 3( 试 与 第 四 章 8$5 第 7 段 比较 ) 设 和 A,u E Cl\o(x). 那么 
a) Rx Rx=Rx. Rx, 
b) Rx 一 Rx= (jw -和 A)Rx Rx ( 希 尔 伯 特 恒等式 ). 
证 阴 
a) RX: Rx =(Ae—%) "(pe _x) -1 = [ (ue -x%) (Ae—x)] -! 
=[(Ae—x)(ue—x)]™ =Rx* RX. 
b) 根据 a) 与 R, 及 RR, 的 定义 ,我 们 有 
Rx = (ye-x)Rx: Rx, Rx = (Ae -x%)R x Rx, 
由 此 得 到 Rx -Rx = (pe -Ae)R,x Rx=(-A)Rx Rx, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
推论 如果 A。E Clo(x) ,那么 x (AM) = -x (Ao). 
根据 引 理 2 的 推论 2 和 引 理 3 的 b) ,有 
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%(A) — x(Ao) 


X (Ao) A = — limx(A) * x(Ao) 
=— x (Ao). 


现在 我 们 来 证 明定 理 1. 
1°. 设 拟 x) 为 x* 上 的 线性 连续 泛 函 , 即 凡 xz)EE. 令 FA) =f(x( 和 A)) =f(R,(x)). 根据 引 理 
3 的 推论 ,对 于 Ao 丘 OCX) ,有 


， 1 F(A) - F(Ao) 本 x(A) -x(Ao) 
Oo) (ee) 


_ ( im (全 人 — %(Ao) 


i))= A)). 
于 是 ,F(A) 的 解析 性 得 证 


其 次 , 当 | 入 | > x 上 时 ,根据 引 理 1 ,我们 得 到 
| FCA) | < flix HxCA) Nx = Nflxe | Ce mz) 
fx 


x \ -1 CG 
= e 之 | 一 一 一 一 0 
| 和 | 上) | IA| aA—% 
2°. a) 谱 o(x) 的 非 空 性 , 设 o(x) = 名 . 这 时 根据 1°, 对 任何 元 素 / E X* ,F(A) 是 当 | 和 | 一 
o 时 趋 于 零 的 整 函数 . 这 意味 着 F(A) =0, 亦 即 对 任意 f E X"* ,都 有 f( (Ae -x) -!) =0. 因此 , 根 
据 哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 推论 4( 第 四 章 $1 第 3 段 ) 知 (Ae -x) -! =0, 而 这 是 不 可 能 的 . 


pb) 谱 oz) 的 紧 性 . 如 果 | A | > | x | ,那么 根据 引 理 1 ,元 素 Xe -x =A( e - 人 ) 是 可 逆 的 ,由 


此 推 知 o(x) 有 界 , 而 由 此 同时 得 不 等 式 (2). o(x) 的 闭 性 立即 从 引 理 2 推 得 :如 果 A。 是 正则 的 ， 
那么 ,由 于 (AM +AA)e-x=Aoe-x+Ahe, 所 以 邻 域 | AA | < x(Ao) 1 -由 正则 点 组 成 . 

我 们 指出 定理 1 的 两 个 推论 . 

推论 1 阁 域 C 上 的 巴 拿 赫 代数 是 一 个 域 , 则 它 与 C 等 距 同 构 . 

事实 上 , 设 X 是 “ 巴 拿 赫 域 ”, 而 x 是 X 中 的 任 一 元 素 . 于 是 ,我 们 可 以 找到 这 样 的 人 ,使 得 元 素 
Ae -x 不 可 北 , 亦 即 Ae -x =0. 这 样 我 们 就 得 到 x =Ae. 易 见 ,对 应 x 和 A 是 与 C 的 一 个 同 构 . 因 
为 上 el =1, 所 以 x = | 入 |. 我 们 得 到 了 站 与 C 的 等 距 性 . 

推论 2 . 统 X,X) 中 任何 非 零 算 子 4 的 谱 非 空 . 

这 个 命题 ,前 面 (第 四 章 §$5 第 7 段 ) 已 经 提 到 ,但 未 加 证 明 . 

3. 谱 半 径 定 理 

定理 2， 对 于 谱 半 径 下 列 公式 


r(x) = lim Vs (3) 


成 立 . 
事实 上 , 设 f 是 X* 中 的 任 一 元 素 . 根据 定理 1 ,函数 FA) =f(x( 和 A)) 在 C\o(x) 上 解析 . 特别 ， 
F( 和 ) 在 区 域 | 入 | > || x | 中 解析 . 

根据 引 理 1 ,在 这 个 区 域 中 ， 
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“(和 ) = (0e-o "= 十 (e- 评 ) = > 和 
由 此 
F(A) = f(x(A)) = > 


同时 ,由 于 引 理 1, 对 | 和 A | = | x | 这 个 展开 式 正确 . 故 根据 解析 函数 唯一 性 定理 ,对 | 入 | >r(x) 
此 展开 式 也 应 当成 立 . 这 意味 着 


A 2 


< %. 


sup 


我 们 得 到 向 量 x"/AA"” 的 集合 是 弱 有 界 的 ,而 这 意味 着 它 是 强 有 界 的 (这 个 结果 在 第 四 章 $3 
中 已 经 证 明 , 它 有 时 叫做 一 致 有 界 性 原理 或 巴 拿 赫 -斯 坦 豪 斯 (Steinhaus) 定 理 ; 关 于 这 方面 的 详 
细 论 述 可 参阅 专著 [21 ] 第 二 章 ). 于 是 ,存在 与 A 有关 的 数 c(A) ,使 得 


x" 
| 入 mt 


由 此 ,对 于 一 切 [A: | 和 | >r(x)} ,lm |x < | 和 |, 即 


<c(A). 


lim | x" | < r(x). 
Nn-—>00 


另 一 方面 ,如 果 A E ol(x) ,那么 A"”E o(w") ,因为 元 素 A"e -x" 显然 被 Ae -x 整除 
根据 定理 1, 如 果 j E o(x) ,那么 |w| 三 1 x| 


令 4=A ,我 们 可 从 A E a(x) 推 出 | | < Vw 有 ,由 此 r(x)<limV jx" 中 .定理 证 毕 . 


$3， 几 个 辅助 结果 


在 这 简短 的 一 节 中 ,我 们 汇集 了 一 系列 辅助 命题 ,对 于 这 些 命 题 将 采用 标准 技巧 的 方法 来 
证 明 . 

1。 商 代数 定理 ” 设 X 是 具有 单位 元 的 交换 巴 拿 赫 代数 ,1 是 关中 的 理想 . 

首先 指出 ,7 仅 由 不 可 逆 的 元 素 组 成 . 因为 如 果 z E 可逆, 那么 对 于 任意 x E X, 我 们 得 到 
(xz )z=x ET, 即 7 是 平凡 的 ,而 我 们 不 讨论 这 种 情况 的 理想 . 其 次 指出 ,根据 82 的 引 理 1 ,从 单 
位 元 e 到 任 一 不 可 逆 元 素 的 距离 , 亦 即 单位 e 到 任 一 理想 的 距离 不 小 于 1. 

现在 我 们 讨论 商 空间 X/1( 参 见 第 三 章 $ 1) ,并 定义 乘法 运算 ,把 X7 中 含 元 素 x* .y 的 类 称 
为 X/T 中 的 两 类 与 n 之 积 ,其 中 x 与 y 是 类 上 与 7 的 代表 (请 验证 ,如 果 * 与 y 用 同类 上 与 7 的 
任何 其 他 代表 替换 ,那么 ,它们 的 乘积 仍 属于 7, 并 且 所 引进 “乘法 ”运算 满足 $1 的 公理 1 -5). 

于 是 ,ZX 成 为 交换 代数 . 我 们 称 它 为 了 关于 理想 1 的 商 代数 . 

像 第 三 章 8 3 第 3 段 一 样 ,我 们 引进 XVI 中 的 范 数 : 


él = inf Hx +yl, 


其 中 x 是 上 的 代表 . 
对 于 商 代数 下 面 的 定理 成 立 . 
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定理 1 如 果 针 是 巴 拿 赫 代 数 ,而 1 是 中 的 闭 理 想 ,那么 商 代数 X/I 也 是 具有 单位 元 的 巴 拿 
赫 代 数 . 
在 第 三 章 $3 第 3 段 中 已 经 证 明 , 巴 拿 赫 空间 关于 它 的 任何 闭 子 空间 的 商 空间 仍 是 巴 拿 赫 空 
间 . 因此 , 剩 下 只 要 验证 满足 81 第 1 段 中 的 公理 6 与 公理 7. 
a) | én =inf xy+zll < inf | (x+u) (y+v) | 
<mtlzx+ul :infly+tvl = él * nl. 
b) =e+71, 即 E =e +1=e+17, 于 是 妃 =E. 由 此 ,有 EW = 中 辟 < 呈 E*. 但 元 素 E 不 等 
价 于 零 ,因为 点 e 的 邻 域 像 我 们 上 面 已 经 指出 那样 , 它 不 包含 由 I 组 成 的 不 可 逆 的 元 素 . 因此 1 =< 
I .但 男 一 方面 , 让 =inf | ety ,BREN < NE =1. 定理 证 毕 . 
2. 三 个 引 理 后面 我 们 要 用 到 三 个 引 理 , 即 集 论 的 ,代数 的 与 拓扑 的 引 理 . 
引 理 1 任 一 不 平凡 的 理想 1 包含 在 极 大 理想 中 . 
这 个 引 理 的 证 明 根据 第 一 章 $ 5 第 7 段 中 叙述 的 佐 恩 引 理 . 
事实 上 , 设 了 是 包含 1 的 一 切 不 平凡 理想 所 成 的 集 . 它 按 下 述 垦 和 人 关系 是 偏 序 的 :如 果 攻 C5 


,那么 石生 有 对 于 中 任 一 线性 有 序 集 {7。1 ,并 LU 1 作为 11.1 的 上 界 是 不 平凡 的 理想 ,这 就 是 
说 ,根据 佐 恩 引 理 ,1 从 属于 .中 的 极 大 元 素 , 即 从 属于 中 的 极 大 理想 . 

推论 。、 如 果 X 不 是 域 ,那么 在 X 中 存在 极 大 理想 . 此 外 ,每 一 异 于 零 的 不 可 道 元 素 包含 在 某 
一 极 大 理想 中 . 

事实 上 ,我 们 取 任 一 不 可 逆 元 素 * 0, 并 考察 集合 *。* X. 这 个 集合 当然 是 理想 . 它 包含 “ 而 
不 包含 的 单位 元 。, 即 它 不 是 平凡 理想 . 因而 ,根据 引 理 1, 它 包含 在 极 大 理想 中 . 

引 理 2 理想 1 包含 在 某 一 不 平凡 理想 CX 中 的 充 要 条 件 为 ,代数 X/1 具 有 不 平凡 理想 

我 们 来 证 明 必要 性 . 设 
ICTCX,Iz#xI,X#T. 


在 类 & E X/I 当中 分 出 使 x'E 了 的 那些 类 &" =x +1. 不 难 验证 ,在 X/I 中 可 得 到 不 平凡 理想 . 
充分 性 可 类 似 地 证 明 . 

引 理 3 不 平凡 理想 7 的 闭 包 仍 是 不 平凡 理想 . 

从 7 只 由 不 可 逆 元 素 组 成 推 得 不 平凡 性 , 剩 下 的 从 代数 运算 的 连续 性 推 得 

推论 极 大 理想 是 闭 的 . 
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在 这 一 节 中 外 是 具有 单位 元 的 交换 巴 拿 赫 代数 . 
1. 线性 连续 可 乘 泛 函 与 极 大 理想 
定义 1 设 / 是 巴 拿 赫 代 数 工 上 的 线性 连续 泛 函 . 如 果 对 于 任意 x 与 y, 有 
败 x 7yY) = f(x) :f(y), (1) 
则 称 f 是 可 乘 的 . 
我 们 把 不 平凡 线性 连续 可 乘 泛 函 的 全 体 记 作 . 妈 
注意 ,我们 可 以 把 线性 连续 可 乘 泛 函 定义 为 式 到 C 内 的 连续 同 态 . 
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如 果 f E . 确 , 那 么 


[ARx) |< Ix), (2) 

因为 如 果 对 范 数 等 于 1 的 某 一 xz, |f(xo) | =A>1, 那 么 |f(xs) | = 入 一 o , 亦 即 我 们 得 到 ,f 不 
是 连续 的 . 
其 次 ， 


fle) =fle’) = (Ke)) ， 
由 此 可 见 ,或 者 败 e) =0, 即 f 是 平 几 的 ;或 者 
fle) = 上 | (3) 

由 (2) 与 (3) 推 得 不 平凡 线性 连续 可 乘 泛 函 具有 范 数 1, 因 而 . 必 是 共 思 空 间 X* 中 单位 球 的 
子 集 . | 

泛 函 /的 零 子 空间 (即使 得 凡 x) =0 那些 x EX 组 成 的 集 ) 记 作 Ker 了, 并 把 它 叫做 /的 核 . 

引 理 1 当 f E .有 多时 , 核 Kerf 是 一 极 大 理想 . 

事实 上 ,由 


yEIT= Kerf 及 xEX 
推 得 
fly*:x) =f(y) :f(x) = 0， 
即 
yx EE Kerf. 
于 是 ,Ker f 是 一 理想 . 我 们 来 证 明 , 它 是 一 极 大 理想 . 假定 不 然 , 即 Kerf 可 以 扩张 到 包含 xo 丘 Ker / 
的 理想 1 关上 .但 Ker f 具 有 余 维 数 1( 参 见 第 三 章 §1 第 6 段 ). 这 就 是 说 元 素 e 可 以 表 为 
& 一 Axo + 7， 
其 中 y E Kerj 由 此 推 得 e E 1, 于 是 1=X. 这 与 假定 矛盾 , 引 理 得 证 . 
引 理 2 对 任 一 极 大 理想 M 都 可 唯一 地 作出 线性 连续 可 乘 泛 函 太 E . 故 , 使 得 M = Kerf 
事实 上 ,根据 8$83 引 理 3 的 推论 ,WM 是 闭 理想 . 利用 $3 定理 1 ,我 们 知道 X/M 是 巴 拿 赫 代 数 . 
但 由 于 $3 引 理 2,X/M 没有 不 平凡 理想 , 即 代数 X/M 不 包含 异 于 零 的 不 可 闭 元 素 (人 参见 8$3 引 理 
1 的 推论 ). 于 是 X/M 是 域 , 它 是 巴 拿 赫 代数 . 本 
根据 §2 定理 1 的 推论 1, 域 XAM 同 构 于 C. 按 定义 ,这 意味 着 对 于 任意 的 x E 和 ,可 以 找到 唯 
一 的 数 A 信 x) E C ,使 得 
x%=f/(x):et+u,uEM. (4) 
我 们 来 证 明 /为 同 态 . 例如 ,证 明 f(x .y) =f(x) : f(y). 我 人 有 - 
x = f(x)*e+u, u EM, 
y =f(y)*e+yv, vEM, 
由 此 


xy = f(x) :f(y) ‘et+w, wEM. 
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这 就 意味 着 所 xz .7y) =f(x): f(y). 类 似 地 可 证 明 关 系 式 f(x +y) =f(x) +f(y) 与 f(Ax) = 
AKx). 此 外 ,如 果 x E 以 ,那么 从 (4) 推 得 fx) =0, 而 如 果 %=e, 那 么 f(x) =1. 

引 理 证 毕 . 

于 是 ,我 们 得 到 : 极 大 理想 {M} 与 . 帮 中 的 泛 函 /之 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 鉴于 此 ,我 们 约定 ， 
.人 放 中 的 泛 函 记 为 有 ,而 与 它 对 应 的 极 大 理想 用 字母 W 表示 . 对 于 一 切 极 大 理想 所 成 的 集 | M | ,我 
们 将 用 与 它 对 应 的 集 {f1 的 同一 字母 . 尹 来 表示 . 

设 x 为 X 中 某 一 元 素 . 

我 们 考察 定义 在 集 . 尹 上 ,由 公式 

x(M) = 户 (x) (5) 

给 出 的 函数 *(M) ( 按 元 素 x 构造 的 函数 *(W) 在 极 大 理想 上 的 值 等 于 数 户 (x*) , 即 与 理想 M 对 应 
的 同 态 在 元 素 x 上 的 值 ). 这 时 便 得 到 $ 1 末尾 说 到 的 :代数 的 元 素 以 集 . 尹 上 的 函数 形式 来 

2. 集 . 尹 中 的 拓扑 . 基本 定理 ”我们 剩 下 证 明 ,. 儿 在 某 一 拓扑 中 是 紧 的 ,并 且 函 数 *(MN) 在 
同一 拓扑 中 是 连续 的 . 

前 面 我 们 曾经 提 到 ,. 帮 是 单位 球 的 子 集 . 另 一 方面 ,在 第 四 章 83 第 4 段 中 ,我 们 证 明了 下 述 
命题 的 可 分 情形 : 

巴 拿 赫 空间 的 共 罗 空间 式 " 的 单位 球 , 在 弱 * 拓扑 中 是 紧 的 . 

在 一 般 情况 下 的 这 个 定理 的 证 明 , 例 如 ,可 以 在 [21] 中 459 页 中 找到 . 

我 们 记得 , 弱 * 拓扑 定义 的 邻 域 系 


U, aa) = [EX :fx,) -f(x) | < 6k = 1,.…,m|. (6) 
我 们 正 是 在 弱 * 拓扑 中 来 讨论 集 . 夏 从 上 面 建立 的 结果 和 下 面 的 引 理 可 推 得 . 尹 的 紧 性 . 
引 理 3 集 . 帮 是 X "中 单位 球 的 闭 子 集 , 并 且 函 数 x(W) 在 .多 上 是 连续 的 . 
事实 上 , 设 泛 函 帮 属于 . 确 的 财 包 . 这 意味 着 ,映射 有 的 任 一 基 邻 域内 部 ,都 可 以 找到 由 极 大 
理想 MM 生成 的 同 态 .fr. 我 们 取 邻 域 0.,,,,,(h). 根据 (6) 及 x(M) 的 定义 ,于 是 得 到 


[fu(x) -f(x)|< 6, 
[fu(y) -f(y)1< 6， (7) 


[ful(x +y) -f(x+7y)|<6. 
但 记 为 同 态 , 即 
fulx +y) = fu(x) +fu(y). 
这 时 由 (7) 推 得 
h(x +7y) = h(x) +h(y). 
”类似 地 可 证 明 ,fh(ax) =afp (x) 与 (xy) = 有 (x) 有 (7Y).( 这 时 须 取 邻 域 0, (fh) 与 
U, ,8 (ho). ) 
这 表示 /是 线性 连续 可 乘 泛 函 . 其 次 , 取 邻 域 0. (有 ), 则 得 有 (e) =1, 即 万 是 非 平 凡 的 . 于 是 ， 
有 hE . 尹 , 即 . 尹 是 闭 的 . 
现在 我 们 来 证 明 ,函数 x(M) =f(%o) 在 . 尹 上 是 连续 的 . 
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设 M。E . 放 对 于 s>0, 我 们 取 邻 域 Co-(Mo) :如果 HM E Us,。, 那 么 ,由 于 (6) , 便 得 
[fu (xo) — fu (Xo ) | = |xo(M) -x (M,) | < 6. 

这 意味 着 函数 mm (M) 在 点 Mu 的 连续 性 . 

引 理 证 毕 . 

定理 1 映射 x 一 x(M) 给 出 了 代数 式 到 代数 Ce 内 的 同 态 , 其 中 Cj 是 代数 X 的 极 大 理想 之 
紧 豪 斯 多 夫 空间 .多 上 的 连续 函数 的 代数 ;这 时 

|x(M) | = max|x(M) | 和 | x. (8) 

根据 本 节 上 面 讨论 的 结果 ,我 们 只 剩 下 证 明 关系 式 (8). 

注意 ,对 于 任 一 M 来 说 ,根据 户 (x) 的 定义 ,元 素 x*- 户 (x)e 属于 理想 MM, 即 x -f(x)e 是 不 可 
逆 的 . 所 以 f(x) E o(x). 另 一 方面 , 任 取 一 数 入 。E o(x) ,我 们 看 到 x - Auoe 不 可 逆 , 这 表示 它 属 
于 极 大 理想 M, 由 此 

0 = fu(x 一 Aoe) , 即 Ao = fu (%*). 

这 时 ,在 *(M) 的 映射 下 象 .多 与 r(x) 重 合 . 因而 ,根据 $2 定理 1 的 2°, 我 们 得 到 不 等 式 (8). 

现在 我 们 在 对 代数 的 不 同 假定 下 ,把 定理 1 精确 化 . 下 面 引进 三 个 概念 的 定义 . 

定义 2 我 们 把 所 有 极 大 理想 的 交情 = 三) MM 叫做 的 根基 . 如 果 R= {01 , 则 说 X 没 有 根基 
如 果 上 x 上 = jx 中”, 则 巴 拿 赫 代数 叫做 正则 的 . 如 果 对 于 任 一 函数 x(MM) ,可 以 找到 元 素 y E 
X, 使 得 

y(M) = x(M), 

则 巴 拿 赫 代数 X 叫做 对 称 的 (x(MM) 表 示 x(M) 的 复 共 红 函 数 ). 

定理 2 a) 如 果 代 数 开 的 根基 由 一 个 零 元 组 成 ,那么 映射 xx(M) 是 一 对 一 的 . 

b) 如 果 代 数 荆 是 正则 的 ,那么 X 与 其 在 Cy 中 的 象 是 等 距 同 构 的 ,特别 ,X 没有 根基 . 

c) 如 果 代 数 X 是 对 称 的 ,那么 X 在 映射 <x(MM) 下 的 象 在 Cj 中 处 处 稠密 . 

d) 如 果 代数 开具 有 性 质 b) 和 e) ,那么 等 距 同 构 于 Cu. 

证 明 首先 我 们 由 前 三 个 命题 推出 最 后 一 个 命题 . 由 于 b) ,一 一 映射 xc*x(MN) 是 等 距 的 : 

Ix lx = max|x(M) | 

由 于 e) , {x(M) 1 在 Cs 中 处 处 稠密 .但 X 是 完备 空间 ,因此 {x(M)} 也 是 完备 的 (因为 X 中 的 范 
数 与 Cs 中 的 范 数 相等 ). 由 此 推出 {x(M)} = Cu 

其 次 我 们 来 证 明 a). 设 和 关 0, 而 在 .多 上 x(MN) =0. 因此 ,对 于 一 切 M,fy(xo) =0, 亦 即 对 于 
一 切 M ,xo E Ker fi ,这 也 就 表示 Xo ER. 但 R= 10| ,由 此 Xo =0. 这 与 假设 矛盾 ,于 是 'a) 得 证 . 

为 了 证 明 b) ,我 们 注意 到 从 等 式 x = 上 x? 立即 推出 


lim Ye = sl. 
应 用 谱 半 径 定理 (§2 定理 2) ,我 们 得 到 
r(x) = zl. (9) 
这 时 从 (9) 首先 推 得 天 的 根基 只 由 零 元 组 成 . 事实 上 ,如 果 假设 0x。E RR, 那么 对 于 一 切 MM， 


$4: 基本 定理 .421 . 


表达 式 f(xo) =0, 即 o(%o) 只 与 零 元 重合 ,这 与 r(x。) = | xo ‖ 关 0 了 矛盾. 
其 次 ,从 (9) 推 得 ,映射 xe>x(MM) 作 为 X 与 C% 中 相应 的 子 代数 [x(M) | 的 同 构 是 等 距 的 ， 因 
为 由 (8) 


| x(M) | ey = max|x(M)|= r(x) = |xl. 


证 明 e) 时 ,需要 用 到 代数 与 分 析 学 中 一 个 很 有 名 的 定理 , 即 斯 通 - 魏 斯 特 拉 斯 (Stone - 
Weierstrass ) 定理 

设 C; 是 紧 统 7 上 连续 函数 组 成 的 巴 拿 赫 代数 ,如 果 Cv 的 子 代数 4 满足 下 述 条 件 : 

1) 单位 元 ( 即 函 数 e(1) =1) 属 于 4; 

2) 代数 4 分 离 了 的 点 ( 即 对 任意 的 关 , 存 在 函数 x(t) E 4, 使 得 x(t) x(t,)); 

3) 代数 4 关于 复 共 示 不 变 ( 即 从 x(:) E 4 推出 x(i) € 4). 

那么 4 在 Ci 中 处 处 稠密 . 

斯 通 - 魏 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 可 参阅 [13] 中 第 53 至 56 页 ;[21] 中 第 296 至 297 页 ;[26] 中 
第 20 页 . 

现在 我 们 来 证 明 ce). 设 4 = {x(M) | 表示 在 映射 *x(M) 下 X 的 象 . 

从 (4) 立 即 推出 ee(M) =1, 即 e(M)=1 E 4. 设 1 与 1 为 两 个 相 异 的 极 大 理想 . 这 意味 
着 存在 属于 Mi 而 不 属于 M, (或 属于 M, 而 不 属于 MM ) 的 元 素 x ,由 此 

xo(Mi) =fu (x0) =0, zo(M) = fy, (x0) #0, 

这 表示 4 分 离 . 尹 的 点 . 其 次 , 按 定义 本 身 , 对 称 代数 4 关于 复 共 示 是 不 变 的 . 应 用 斯 通 - 魏 斯 特 
拉 斯 定理 便 证 得 c). 

定理 证 毕 . 

3. 维 纳 ( Wiener) 定理 ; 习题” 巴 拿 赫 代数 理论 的 应 用 是 多 种 多 样 的 . 

我 们 提示 ,通过 上 面 讨论 得 到 的 代数 与 分 析 学 中 的 如 下 一 系列 结果 : 

域 C 上 的 巴 拿 赫 代 数 是 一 个 等 距 同 构 于 C 的 域 ; 

在 巴 拿 赫 空间 中 ,任何 非 零 有 界 算 子 的 谱 是 非 空 

在 巴 拿 赫 空 间 X 中 ,对 于 任何 有 界 算 子 4, 都 存在 极限 lim V | 4" |‖ =r(4) ,并 且 4 的 谱 完 全 
位 于 圆 | A | <r(4) 中 . 

现在 我 们 利用 交换 巴 拿 赫 代数 理论 ,来 证 明 下 面 的 维 纳 定理 : 


如 果 *(9) 可 展 为 绝对 收敛 的 仿 里 叶 级 数 (9) = > xuew 且 处 处 不 为 零 ,那么 函数 y(b) = 
1/x(0) 也 可 展 为 绝对 收敛 的 伟 里 叶 级 数 

我 们 来 考察 等 距 同 构 的 代数 与 W( 参 见 $1 第 2 段 例 4). 我们 求 这 商 个 代数 的 空间 . 必 不 
难看 出 ,到 C 内 的 同 态 只 要 给 定 在 函数 四 (i) =e* 上 就 够 了 ,其 次 可 以 将 它 单 值 地 扩张 到 
上 . 令 

fu(x0) = (er) = 
这 时 
fa(x6') = 万 (e) = 

根据 (2) 
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上 | = |f(x) | < ,| 1 = |r) |s lx =1, 
由 此 | | =1, 即 ¢ =e*. 于 是 我 们 得 到 ,. 尹 与 圆周 | | =1 成 一 一 对 应 . 对 于 任 一 序列 x = (… 
0 巨 民 以 及 和 它 对 应 的 函数 x(1) = 》 xie*E 于 ,有 


ful%) = 如 (ze(D) = 应 ( 并 me ) 


= Dlfule)] = me = x(0). 


由 此 看 到 , 孙 数 x(9) 在 -7<0<7 的 任何 一 点 都 不 为 零 , 这 一 事实 说 明 x 不 属于 任 一 极 大 理想 . 
根据 $3 引 理 1 的 推论 ,这 序列 在 代数 4 中 是 可 道 的 . 令 y=x ”= (yy 
这 时 


yY(M) =fu(7) = 之 yre™® = f(x ) 二 
1 


一 oo 
ik0 
Se 


k=-% 


» 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 

巴 拿 赫 代数 理论 的 另外 两 个 重要 的 应 用 ,是 有 界 算 子 谱 论 和 斯 通 - 切 赫 (Stone - Cech) 定 
理 ,我 们 将 以 习题 的 形式 叙述 于 下 (参看 习题 8 与 9). 

习题 1 a) 证 明 : 代数 .%( 参 见 $1 第 2 段 例 3) 的 极 大 理想 的 空间 与 单位 圆 | z | <1 的 点 ， 
可 以 建立 连续 的 一 一 对 应 . 

b) 证 明 .加 正则 ,不 对 称 且 没有 根基 . z 

习题 2 什么 情况 妨碍 确立 11 (参见 $1 第 2 有 段 例 4) 等 距 同 构 于 空间 Cw( 即 圆周 |z | =1 上 
的 一 切 连 续 函 数 所 成 空间 )? 

习题 3 ”证明 如 下 定理 : 设 


X(z) = > 和 之 [x | < %, 
全 = 


并 且 当 |z | <1 时 x(z) 0. 则 函数 y(z) = xz 7 可 展 为 当 |z | <1 时 绝对 收敛 的 泰勒 级 数 . 


习题 4 记 [a,b] 上 nn 阶 连续 可 微 函 数 的 全 体 为 C”"[a,b]. 
a) 证 明 : 对 于 普通 的 运算 及 由 下 式 


__ _ (k) 
Ixl = > 二 max | zx (1) | 


给 出 的 范 数 ,C"L a,b] 构 成 巴 拿 赫 代数 . 
b) 求 C"[a,b] 的 极 大 理想 (参看 [13] ,第 19 ,20 页 ). 
c) 证 明 :;C"[L a,6b] 是 没有 根基 的 对 称 代数 . 在 这 种 情况 下 ,应 用 定理 2 得 到 什么 结果 ? 
习题 5 设 CBV[0,1 ] 表 示范 数 为 
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lz = sup |x(1) | + Volx] 


的 财 区 间 [0,1] 上 的 有 界 变 差 连续 复 函 数 所 成 的 代数 

a) 证 明 ;CBV[0,1j] 是 巴 拿 赫 代 数 . 

b) 求 这 个 代数 的 极 大 理想 . 

习题 6 举 出 一 个 与 自己 的 根基 重合 的 巴 拿 赫 代数 的 例子 . 

习题 7 描述 代数 CLa,b] 中 的 一 切 闭 理想 . 

习题 8 设 了 为 完全 正则 拓扑 空间 (参看 第 二 章 8$5 第 6 段 ). 记 Bi 为 定义 在 7 上 的 一 切 有 
界 复 函数 所 成 的 集 , 其 中 具有 普通 的 运算 和 范 数 


lx = sup |x(#) |. 


a) 证 明 :Br 是 没有 根基 的 正则 对 称 代数 . 

b) 证 明 :7 的 点 同 有 径 地 能 和 代数 Bi 的 极 大 理想 空间 . 尹 中 ,同时 7 的 象 在 这 个 媒人 下 是 . 胡 
中 的 处 处 稠密 子 集 . 

c) 证 明 : 在 这 个 散人 下 ,7 的 象 上 的 任何 有 界 复 函数 有 到 . 必 上 的 唯一 连续 延 拓 . 

命题 b) 加 上 “. 尹 是 紧 统 ”这 一 论断 后 (如 果 应 用 $4 定理 1 与 定理 2, 则 从 a) 立即 推 得 该 论 
断 ) , 便 组 成 关于 重 紧 扩 张 的 著名 吉 洪 诺 夫 定理 的 内 容 . 命题 c) 是 属于 斯 通 与 切 赫 . 具有 性 质 c) 
的 重 紧 扩张 叫做 极 大 的 . 命题 e) 意味 着 . 尹 是 极 大 重 紧 扩 张 (参看 [22] 第 23 页 ). 

习题 9 设 有 五 是 希 尔 伯 特 空间 . 在 代数 .2% 及 ,HH) 中 考虑 由 自 共 思 f 算 子 4。 生成 的 交换 子 代数 
B(4。)( 即 是 由 4。 客 次 的 线性 包 的 闭 包 生成 的 ). 

a) 证 明 :B(4o) 正 则 且 没 有 根基 . 

b) 证 明 :B(4o) 对 称 ,并 且 


x(M) = x (M), 


这 里 * 是 算 子 x E B(4,) 的 共 轿 算 子 ,x(M) 是 $4 中 构造 的 上 映射. 关于 b) 也 可 参看 习题 10 中 的 
c). 
应 用 $4 定理 2 于 代数 B(4,) , 便 得 到 所 谓 自 共 斩 算 子 的 谱 定理 (参看 [22] 第 十 章 ;[26] 第 
习题 10 如 果 存 在 具有 下 述 性 质 的 映射 了 -> 工 : 


(x%+7)” =x + , (%)” =y"%x", (ax)” =ax", (x")” =%, 


我 们 就 说 (不 一 定 交 换 的 ) 巴 拿 赫 代数 是 对 合 代数 . 此 外 ,如 果 | xxz* | = |x | , 则 具有 对 合 的 代 
数 叫 做 B* 代数 

a) 证 明 : 代 数 .XH,H) 是 B* 代数 (参看 [22] 第 26 页 ). 

b) 证 明 : 交 换 B* 代数 是 正则 的 (参看 [22] 第 26 页 ). 

c) 证 明 :8* 代数 是 对 称 的 ,此 外 ,x(M) =x* (M) (参看 [22] 第 27 页 阿 伦 斯 ( Arens) 引 理 ). 

命题 b) 和 c) 与 定理 2 结合 起 来 , 便 得 到 属于 盖 尔 芳 德 - 纳 依 玛 尔 克 (Tempdaaa - Haiapx ) 的 
结果 ,这 个 结果 有 时 称 为 交换 巴 拿 赫 代数 理论 的 基本 定理 : 

交换 B* 代数 等 距 同 构 于 代数 Ca, 并且 在 这 个 同 构 下 
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x(M) = x* (M). 


于 是 ,由 24 条 公理 (13 条 交换 代数 公理 ,5 条 与 范 数 有 关 的 公理 ,完备 公理 与 5 条 B' 代数 公 
理 ) 所 描述 的 抽象 代数 的 对 象 ,可 以 由 紧 豪 斯 多 夫 拓 扑 空 间 上 的 一 切 连 续 函 数 的 代数 形式 来 
实现 . 

这 个 结果 ,使 我 们 能 够 用 统一 观点 来 考虑 这 样 一 些 看 起 来 彼此 相隔 甚 远 的 事实 ,诸如 三 角 级 
数 绝对 收敛 的 维 纳 定理 、 自 共 罗 算 子 的 谱 展开 定理 、 吉 洪 诺 夫 拓 扑 定理 ,斯 通 和 切 赫 定理 以 及 一 
系列 其 他 定理 . 
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三 角 级 数 

傅 里 叶 ~ 

复 形 式 的 傅 里 叶 ~ 
n 元 函数 的 傅 里 叶 ~ 
子 集 


图 


线性 泛 函 与 超 平面 之 间 的 ~ 
一 致 范 数 


画 


二 阶 微分 方程 化 为 积分 方程 
几乎 处 处 


线性 泛 函 的 零 ~ 
关于 ~ 的 剩余 类 

希 尔 但 特 空间 的 ~ 

线性 空间 的 ~ 
线性 赋 范 空间 的 ~ 

由 元 素 之 集 生 成 的 线性 空间 的 ~ 
度量 空间 的 ~ 

拓扑 空间 的 ~ 


中 2.2.2 表示 第 二 章 $2 第 2 段 ,附录 记 为 11. 余 同 。 


3.1.6 
3.5.3 


9.1.2 
5.4.3 


1.1.1 
2.5.3 


3.1.6 
3.1.4 
3.4.7 
3.1.3 
3.3.3 
3.1.3 
2.1.2 
2.5.2 


广义 测度 
广义 导数 


广义 导数 与 常 义 导 数 的 比较 


广义 函数 
复 ~ 
圆周 上 的 ~ 
空间 天 上 的 ~ 


反对 称 性 

双 射 

双 线 性 映射 

内 测度 

内 积 

复 空间 的 ~ 
复 空间 瑟 的 ~ 

无 限 集 

无 限 维 线性 空间 


切线 法 
切 流 形 

与 集 相 切 的 流 形 
牛顿 法 

修正 的 ~ 

~ 的 例 

~ 收敛 速度 的 估计 


分 离 性 
线性 空间 中 凸 集 的 ~ 


赋 范 空间 中 凸 集 的 ~ 
E "中 强 拓 扑 的 ~ 
开 集 

~ 的 平移 

~ 的 分 文 

度量 空间 的 ~ 
拓扑 空间 的 ~ 
直线 上 的 ~ 
开 和 覆盖 
开 性 


1.4.1 
1.2.1 
10.1.8 


5.3.2,5.3.4 
3.4.1,3.4.9 


3.4.9 
7.2.1 


1.3.1,1.3.4 


3.1.2 


10.4 


10. 2. 3 
10.4 
10.4 
10.4 
10.4 


3.2.5 


4.1.3 
4.2.2 


3.5.1 
2.2.5 
2.2.4 
2.5.1 
2.2.5 
2.5.3 
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~ 的 原 函 数 4.4.6 
周期 ~ 4.4.7 
~ 的 导数 4.4.4 
正则 ~ 4.4.3 
奇异 ~ 4.4.3 
~ 论 4.4.1 
男 | 
闭 有 界 算 子 集 的 ~ 4.5.4 
巴 拿 赫 代数 逆 元 素 集 的 ~ 11.2.2 
开 线 段 3.2.1 
开 球 2.2.1 
巴 拿 赫 代数 11.1.1 
有 界 算 子 的 ~ 11.1.2 
正则 的 ~ 11.4.2 
交换 ~ 基本 定理 11.4.3 
对 称 的 ~ 11.4.2 
~ 的 根基 11.4.2 
巴 拿 赫 空间 3.3.1 
~ 中 的 单位 算 子 非 紧 性 4.6.1 
公理 
选择 ~ 1.4.7 
正规 性 ~ 2.5.6 
分 离 性 ~ 也 2.5.6 
分 离 性 ~ 7 ( 豪 斯 多 夫 ) 2.5.6 
分 离 性 ~ 7 2.5.6 
分 离 性 ~ 了 7 2.5.6 
第 一 可 数 性 ~ 2.5.3 
第 二 可 数 性 ~ 2.5.3 
三 角形 ~ 2.1.1 
策 梅 洛 ~ 1.4.7 
豪 斯 多 夫 分 离 性 ~ 2.5.6 
公理 化 集 论 1.4.7 
方差 6.6.3 
方程 
阿 贝 耳 ~ 9.1.1 
沃 尔 泰 拉 ~ 2.4.4 
第 一 类 沃 尔 泰 拉 ~ 9.1.1 
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第 二 类 沃 尔 泰 拉 ~ 9.1.1,9.2.5 
弦 振 动 ~ 9.1.2 
负载 弦 的 平衡 ~ 9.1.2 
热传导 ~ 8.4.6,8.4.7 
第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 ~ 2.4.4,9.1.1 
含 对 称 核 的 第 二 类 弗 雷 德 霍 姆 ~ 9.2.2 
第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 ~ 9.1.1 
抽象 的 第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 ~ 9.2.6 
不 可 测 集 5.1.3 
不 可 交换 巴 拿 赫 代数 11.1.2 
不 适 定 问题 9.2.6 
不 可 比较 的 元 素 1.4.3 
不 可 数 集 1.3.2 
不 等 式 
贝 塞 耳 ~ 3.4.4,3.4.9 
三 角 函 数 系 的 ~ 7.3.1 
赫 尔 德 ~ 2.1.1 
赫 尔 德 积分 ~ 2.1.1 
柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 ~ 2.1.1,3.4.1 
柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 积 分 ~ 2.1.1,7.2.1 
闵可夫 斯 基 ~ 2.1.1 
闵可夫 斯 基 积 分 ~ 2.1.1 
契 贝 谢 夫 ~ 5.5.4 
分 解 
哈恩 ~ 6.5.1 
约 当 ~ 6.5.1 
勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 测度 ~ 为 绝对 连续 、 离 
散 与 奇异 三 者 分 量 之 和 6.6.1 


函数 ~ 为 傅 里 叶 级 数 (参见 傅 里 叶 级 数 ) 

单调 函数 ~ 为 连续 函数 与 阶 跃 函数 之 和 6.1.1 
有 界 变 差 图 数 ~ 为 单调 函数 之 差 6.2 
有 界 变 差 函 数 ~ 为 绝对 连续 、 奇 异 与 阶 坚 也 


数 6.4 
五 

外 测度 5.1.2,5.3.1,5.3.4 
~ 的 半 加 性 5.1.2 
~ 的 可 数 半 加 性 5.3.1 
处 处 稠密 子 集 2.2.3 


引 

公式 

代数 元 素 谱 半径 的 ~ 11.2.3 
映射 的 有 限 增 量 ~ 10. 1.3 
牛顿 - 莱 布 尼 获 ~ 6.4 
广义 牛顿 - 莱 布 尼 欧 ~ 10.1.7 
傅 里 叶 变 换 反 演 ~ 8.4.1,8.4.7 
罗 德 里 格 斯 ~ 7.3.4 
映射 的 泰勒 ~ 10.1. 10 
傅 里 时 ~ 8.3.1 
复 傅 里 叶 ~ 8.3.2 

引 理 
阿 伦 斯 ~ 11.4.3 
海 因 - 博 雷 尔 ~ 2.6.1 
象 的 闭 性 ~ 9.2.4 
代数 理想 的 闭 包 ~ 11.3.2 
连续 函数 代数 的 极 大 理想 11.1.3 
函数 紧 集 的 傅 里 叶 系 数 一 致 趋 于 零 的 ~ 

: 8.1.2 
希 尔 伯 特 空间 分 解 为 Ker7 与 Im7” 直 和 的 
~ 9.2.4 

子 空间 可 分 性 ~ 3.4.7 
可 和 哨 数 的 健 里 叶 系数 趋 于 零 的 ~ 8.1.1 
极 大 理想 存在 ~ 11.3.2 
拼 三 组 ~ 4.5.4 
可 乘 泛 函 的 核 ~ 11.4.1 
零 化 子 ~ 4.1.3 
算 子 核 的 零 化 子 ~ 4.5.5 
商 代数 理想 ~ 11.3.2 
接近 于 1 的 元 素 可 逆 性 ~ 11.2.2 
接近 于 可 逆 元 素 的 元 素 可 逆 ~ 11.2.2 
不 可 见 点 集 里 斯 ~ 6.1.2 
广义 里 斯 ~ 6.1.2 
体 恩 ~ 1.5.7 
画 | 

空间 工 中 的 ~ 7.1.2 
空间 忆 中 的 ~ 7.2.4 

“朴素 ”的 集 论 1.4.7 

右 或 左 不 可 见 点 6.1.2 
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一 


对 偶 原 理 1.1.2 ~ 的 逆 元 素 11.2.1 
对 偶 基 4.2.3 ~ 的 不 可 逆 元 素 11.2.1 
对 称 差 1.1.2 ~ 的 平 几 理想 11.2.3 
对 称 巴 拿 赫 代数 11.4.2 ~ 中 的 乘法 11.1.1 
必要 条 件 B" 代数 11. 4.3 
沁 函 极 小 的 ~ 10. 3.2 6 代数 1. 5.4 
对 于 约束 问题 泛 函 极 小 的 ~ 10. 3.3 o 代数 1. 5.4 
泛 函 极 小 ~ 的 反例 10.3.2 可 测 集 的 o 代数 5. 1.2,5.3.1,5.3.2 
沁 孔 极 值 的 ~ 10.3.1 | 正规 空间 2.5.6 
止 包 3.2.1 | 正 交 补 3. 4.7 
凸 集 3.2.1 | 正 交 化 3. 4.3 
同体 3.2.1 | 正 交 化 过 程 3.4.3 
赋 范 空间 的 ~ 4.1.3 | 正 交 性 
同 泛 函 3.2.2 回 量 的 ~ 3.4.1,3.4.9 
凸 核 拓扑 3.5.2,4.1.1 关于 权 ~ 7.3.6 
弗 雷 德 霍 姆 择 一 定理 .2.4 | 正 交 多 项 式 
弗 雷 德 霍 姆 子 式 - ”9.3.2 拉 盖 尔 ~ 7. 3.7 
半 环 1.5.2 勒 让 德 ~ 7.3.4 
半 连 续 性 带 离 散 权 的 ~ 7. 3. 8 
下 (上 ) -~ 2.6.3 契 贝 谢 夫 ~ 7. 3.7 
度量 空间 中 曲线 的 长 的 下 ~ - .2.8 埃 尔 米 特 ~ 7.3.7 
平面 上 的 初等 集 5.1.1 | 正 交 系 
代数 乘积 空间 上 的 ~ 7.3.5 
( 巴 拿 赫 ,交换 , 赋 范 ,具有 单位 元 的 ) ~ L 中 函数 的 ~ 7.3 
11.1.1 拉 德 马赫 - 沃 尔 什 ~ 7.3.9 
集 ~ 1.5.1 拉 德 马赫 - 哈 尔 ~ 7. 3. 9 
可 测 集 ~ 5.3.1 向 量 的 ~ 3.4.1 
具有 对 合 的 ~ 11.4.3 | 拉 德 马赫 函数 ~ 7.3.9 
圆 中 解析 函数 的 ~ 11.1.2 沃 尔 什 函 数 ~ 7.3.9 
紧 统 上 连续 函数 的 ~ 11.1.2 哈 尔 函 数 ~ 7.3.9 
具有 绝对 收敛 傅 里 时 级 数 的 函数 的 ~ 正 交 基 3.4.1 
11.1.2 空间 L(-%,%m) 与 (0,%) 中 的 ~ 7.3.7 
1 的 ~ 11.1.2 特征 向 量 的 ~ 4. 6. 5 
~ 维 数 3.1.3,3.3.3,4.1.1 标准 ~ 3.4.1 
~ 共 斩 空 间 4.2.1 | 正则 的 
可 测 函 数 的 ~ 运算 5.4.2 ~ 巴 拿 赫 代数 11. 4.2 
~ 数 1.3.2 算 子 的 ~ 点 4. 5.7 
~ 同 态 11.1.1 代数 元 素 的 ~ 点 11.2.1 
o 代数 的 不 可 约 性 1.5.4 ~ 映射 10. 2.3 


~ 元 素 的 谱 的 非 空 性 11.2.2 ~ 拓扑 空间 2.5.6 
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可 加 泛 郴 3. 1.5 
可 微 沁 函 10. 1. 5 
可 乘 泛 也 11.4.1 
可 度量 化 空间 2. 5.7 
可 分 离 的 拓扑 空间 3.5.1 
可 分 离线 性 拓扑 空间 的 正则 性 3.5.1 
可 分 度量 空间 2.2.3 
可 分 拓扑 空间 2. 5.3 
可 分 性 

可 分 度量 空间 的 子 集 的 ~ 3. 4.7 


空间 R ,Ri ,R。 ,b,Cla,b6] ,Ca,b 的 ~ 


2. 2.3 
空间 五 的 -~ 6.6.6 
空间 蕊 的 ~ 7. 2.3 

0 可 加 性 
勒 贝 格 积分 的 ~ 5.5.4 
测度 的 ~ 5.1.1,5.1.2,5.2.3, 

5.3.1 
勒 贝 格 测度 的 ~ 5.5.4 

可 比较 范 数 3.5.3 

可 数 赋 范 空间 3. 53.3 

可 数 赋 范 空间 的 线性 泛 本 4.1.4 

可 数 赋 范 空间 上 泛 函 的 序数 4.1.4 

可 数 可 加 性 
测度 的 ~ 5.1.1,5.2.3,5.3.1 
勒 贝 格 测度 的 ~ 5.1.2 

可 数 基 2. 5.3 

7s 

全 连续 算 子 4.6.1 

全 原 象 1.2.1 
集 族 的 ~ 1. 5.5 

吸收 3.2.3 

权 ( 权 函数 ) 7.3.6 

传递 性 1.4.1 

负载 弦 的 平衡 9.1.2 

交换 代数 11.1.1 

交 
集 的 ~ 1.1.2 


引 

完全 有 界 度量 空间 的 ~ 2.7.1 
可 数 紧 性 2. 6.4 
可 数 希 尔 伯 特 空间 3.5.3 
可 数 集 1.3.2,1.3.3 
可 数 紧 拓扑 空间 2. 6.4 
可 数 准 紧 集 2. 6.5 
可 数 性 

有 理 数 集 的 ~ 1.3.2 

可 分 欧 几 里 得 空间 正 交 系 的 ~ 3.4.3 
可 和 函数 5.5.2,5.5.6 
可 测 函 数 5.4.1,5.5.1 

~ 的 运算 5.4.2 
B 可 测 函 数 5.4.1 
人 可 测 函 数 5.4.1 
可 测 集 5.1.2.5.3.1-5.3.4,6.5.2 
可 测 集 的 性 质 5.1.2 
可 测 性 

按 卡 拉 泰 奥 多 里 的 ~ 5.3.2 
可 积 函 数 5. 5. 3 

简单 ~ 5.5.1 
可 测 博 雷 尔 函数 的 复合 5.4.1 
可 测 函 数 的 复合 5.4.1 
可 赋 范 性 3.5.2 


局 部 凸 , 局 部 有 界线 性 拓扑 空间 的 ~ 3. 5.2 


赋 范 空间 的 共 思 空 间 的 ~ 4.2.2 
哈恩 - 巴 拿 赫 定理 的 几何 解释 4. 1.3 
面 

线性 空间 子 空间 族 的 ~ 3.1.3 
压缩 映射 原理 的 拓 广 2.5.4 
压缩 映射 原理 的 应 用 2.4.2-2.4.4 
关系 

二 元 ~ 1.2.2 

等 价 ~ 1.2.2 
同 胚 

度量 空间 的 ~ 2. 1.2 

拓扑 空间 的 ~ 2.5.5 


同 构 
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代数 的 ~ 11.1.1 
和 希 尔 伯 特 空间 与 其 共 斩 空 间 之 间 的 ~ 4. 2.3 
可 分 硕 尔 但 特 空间 的 ~ 3. 4.6 
复 可 分 希 尔 伯 特 空间 的 ~ 3.4.9 
欧 几 里 得 空间 的 ~ 3.4.6 
线性 空间 的 ~ 3.1.1,3.1.3 
空间 LL(X,n) 的 ~ 7. 2.3 
复 空 间 (X,n) 的 ~ 7.2.4 
偏 序 集 的 ~ 1.4.2 
多 项 式 
拉 盖 尔 ~ 7.3.7 
勒 让 德 ~ 7.3.4 
契 贝 谢 夫 ~ 7. 3.6 
埃 尔 米 特 ~ 7.3.7 
自 反 的 线性 拓扑 空间 4. 2.4 
自 反 性 1.2.2,1.4.1 
自 共 斩 算 子 4.5.6,4.6.5 
五 到 天 “内 的 自然 映射 4. 2.4 
行列 式 
格拉 姆 ~ 7.3.8 
弗 雷 德 霍 姆 ~ 9. 3.2 
回 量 空间 3.1.1 
向 量 间 的 夹 角 3.4.1 
癌 量 的 完全 系 3.4.5 
充分 条 件 
沁 函 极 小 值 的 ~ 10. 3.2 
传 里 叶 积 分 收敛 的 ~ 8.3.1 
多 元 传 里 叶 积 分 收敛 的 ~ 8. 4.7 
傅 里 叶 级 数 收敛 的 ~ 8.1.1 
傅 里 时 级 数 一 致 收敛 的 ~ 8.1.2 
共 斩 的 
~ 空间 4.2.1 
~ 核 9.2.1 
~ 线性 同 构 4.2.3 
~ 泛 郴 3. 1. 5 
~ 齐 次 泛 函 3.1.5 
~ 算 子 4.5.5 
欧 几 里 得 空间 的 ~ 算 子 4.5.6 
~ 算 子 的 性 质 4.5.5,4.5.6 
收敛 序列 2. 2.2,2.5.4 


引 . 435 . 
可 数 赋 范 空间 的 ~ 3.5.3 
广义 函数 的 ~ 4. 4.4 
弱 ~ 4.3.1 

收敛 (性 ) 
空间 天 中 的 ~ 4.4.2 
空间 六 中 的 ~ 7.1.1,7.2.5 
空间 中 的 ~ 7.2. 1 ,7.2.5 
空间 $。 中 的 ~ 4. 4.7 
空间 2Z 中 的 ~ 8. 8 
平均 ~ 7.1.1 
均 方 ~ 7.2.1 
依 测度 ~ 5.4.6,7.3.5 
度量 空间 中 序列 的 ~ 2. 2.2 
拓扑 空间 中 序列 的 ~ 2.5.4 
各 种 形式 函数 序列 ~ 的 比较 7. 2. 5 
几乎 处 处 ~ 5.4.4,7.3.5 

闭 集 
度量 空间 的 ~ 2. 2.4 
拓扑 空间 的 ~ 2.5.1 
直线 上 的 ~ 2. 2. 5 

闭 覆 六 2. 5.3 

闭 性 
极 大 理想 的 ~ 11. 3.2 
巴 拿 赫 代数 的 不 可 首 元 素 集 的 ~ 11.2.2 

闭 算 子 4. 5.4 

闭 线 段 .3.2.1 

闭 球 2.2.1 

闭 包 
线性 ~ 3. 3.2 
度量 空间 中 集 的 ~ 2.2.1 
拓扑 空间 中 集 的 ~ 2.5.1 

有 限 集 1.3.1 

有 限 维 算 子 4.6.1,9.2.1 

有 界 可 测 函 数 的 可 积 性 5. 5. 3 

有 向 集 1.4.1 

有 序 集 1.4.3 

有 序 积 1. 4.5 

有 序 和 1.4.4 

有 序 集 的 始 截 段 1. 4.6 

有 序 集 的 剩余 1. 4.6 
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有 界 映 射 10. 1.7 
有 界 性 

赋 范 空间 的 弱 有 界 子 集 的 ~ 4.3.2 

巴 拿 赫 空 间 上 弱 收 敛 泛 也 序列 的 ~ 4.3.3 

赋 范 空间 弱 收 敛 元 素 序 列 的 ~ 4.3.2 
有 心 的 集 族 2.6.1 
导数 6.1.2 

伽 托 ~ 10. 1. 2 

荷 对 测度 的 ~ 6. 5.3 

积分 对 上 限 的 ~ 6. 1.3,6.3 

七 
沃 尔 泰 拉 抽 象 算 子 9. 2.4,9.3.1 
余 维 数 3.1.4 

线性 泛 函 核 的 ~ 3.1.6 
希 尔 但 特 砖 2.7.1,3.2.1 
希 尔 伯 特 空间 3.4.6,7.2.3 
复 希 尔 伯 特 空间 3.4.9,7.2.4 
希 尔 伯 特 空间 的 基本 平行 六 面体 2.7.1 
希 尔 但 特 恒 等 式 11.2.2 
邻 域 

集 的 ~ 2. 5. 6 

点 的 ~ 2.5.1 

2 邻 域 2.2.1 
条 件 

迪 尼 ~ 8.1.1,8.1.2 

利 普 希 芯 ~ 2. 2. 5 
可 压缩 ~ 2. 4.2 

~ 极 值 10. 3.3 
局 部 同性 

赋 范 空间 的 ~ 3. .2 

在 五 " 中 强 拓扑 的 ~ 4. 2.2 
局 部 有 界 性 

赋 范 空间 的 ~ 4.1.3 
局 部 凸 线性 拓扑 空间 3.5.2 
局 部 有 界线 性 拓扑 空间 3.5.1 
极 大 链 1.4.7 
极 大 重 紧 扩 张 11.4.3 
极 大 理想 11.1.3 
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线性 映射 的 ~ 
广义 函数 的 ~ 
复合 函数 的 ~ 
弗 雷 吹 ~ 
高 阶 ~ 
(上 ,下 , 左 , 右 ) ~ 
按 其 ~ 求 函 数 
极 值 问题 
约束 ~ 
2 网 


图 


代数 Cr 的 ~ 
极 大 元 
极 小 o 代数 
极 小 元 
极限 
度量 空间 中 序列 的 ~ 
左 或 右 ~ 
极限 点 

度量 空间 中 的 ~ 
拓扑 空间 中 的 ~ 
7 空间 的 ~ 
连续 统 假 设 
连续 性 
线性 算 子 的 ~ 
测度 的 ~ 
左 与 右 的 ~ 
复合 函数 的 ~ 
连续 荷 
连续 谱 
连通 的 两 点 
连通 性 

R" 中 开 集 的 ~ 
拓扑 空间 的 ~ 
序数 

~ 的 和 

~ 的 积 

~ 的 比较 


10. 1. 
4. 4. 
10. 1. 
10. 1. 
10. 1. 
6.1. 
4.4.6,6.4,10.1. 
10. 
10. 3. 
2.7. 
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11. 1.3 
1.4.1 
1. 5.4 
1.4.1 


2.2.2 
6.1.1 


2.2.1 
2.5.1 
2.5.6 
1.4.7 
4.5.2 
5.1.2,5.3.1 
2. 5.5 
2. 5.5 
6. 5.2 
4.5.7 
2.5.1,2.5.6 


2.2.5 
2.5.3 
1.4.5 
1.4.4 
1.4.5 
1.4.6 
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~ 的 相等 1.4.6 拓扑 空间 映射 连续 性 的 ~ 2.5.5 
~ 集 的 开 区 间 2.6.4 度量 空间 完备 性 的 ~ 2.3.2 
序 型 1.4.3 标准 正 交 系 完备 性 的 ~ 3.4.5 
~ 1.4. 3 可 数 赋 范 空间 完备 性 的 ~ 3. 5.3 
~ 1.4.6 7 空间 中 极限 点 的 ~ 2.5.6 
完全 有 界 集 2.7.1 | ”完备 度量 空间 中 集 的 准 紧 性 ~ 2.7.3 
完全 正则 拓扑 空间 2.5.6 赋 范 空间 中 弱 收 伍 ~ 4 3.2 
完全 有 界 度 量 空间 存在 可 数 基 2.7.1 泛 函 序列 弱 收 伍 ~ 4. 3.3 
完全 正则 遗传 性 2.5.6 简单 函数 可 和 性 ~ 551 
天 全 测度 5.3.2 | 。 拓扑 空间 可 数 紧 性 ~ 2.6.4 
宛 全 有 办 性 “7 工 | 泛 函 2.6.3.3.1.5 
ee 1 4.5 可 加 ~ 3. 1.5 
完 1.4.3 
这 条 计量 空间 2.3.1 了 1 
全 线性 ~ 3. 1.5 
自 反 赋 范 空 间 的 ~ 4.2.4 、 
在 强 拓扑 中 与 赋 范 空间 共生 的 空间 的 ~ 人 1 
人? | 连续 的 线性 - 4.1.1 
a ，3 ，】 | 。 希 尔 伯 特 空间 上 的 线性 连续 ~ 4.2.3 
空间 上 的 ~ 7 ] 1 赋 范 空间 上 的 线性 连续 ~ 4.1.2 
六 间 卫 的- 7 2 1 7 2 2 | “可 数 赋 范 空间 上 的 线性 连续 ~ 4.1.4 
空间 4 的 ~ 231 空间 CLa,b5] 上 的 线性 连续 ~ 6.6.6 
六 间 普 的 - ) 3 | | ”空间 C'[a,5] 上 的 线性 连续 ~ 6.6.6 
穴 间 Re 的 -~ 2 3 1 空间 上 的 线性 连续 ~ 4.2.3 
空间 Re Re 的 ~ 2 3 1 空间 0 , 上 的 线性 连续 ~ 4. 2.3 
完备 系 空间 R* 上 的 线性 连续 ~ 4.1.2 
拉 盖 尔 函 数 ~ 8 43 线性 连续 ~ 的 例 4.1.2 
三 角 函 数 ~ 7.3.1.7.3.2.8.2.2 有 界线 性 ~ 4.1.1,4.1.2 
沃 尔 什 函 数 ~ 7.3.9 线性 ~ 的 例 3.1.5 
哈 尔 函 数 ~ 739 闵可夫 斯 基 ~ 3.2.3 
埃 尔 米 特 函数 ~ 8. 4.3 可 乘 ~ 11.4.1 
判别 准则 连续 ~ 4.1.1 
拓扑 基 的 ~ 2. 5.3 齐 次 凸 ~ 3. 2.2 
可 测 函 数 的 ~ 5.4.1,5.5.1 复 空 间 上 的 齐 次 凸 ~ 3.2.4 
简单 可 测 函 数 的 ~ 5.5.1 齐 次 ~ 3.1.5 
度量 空间 紧 性 的 ~ 2.7.2 正 齐 次 ~ 3.2.2 
拓扑 空间 紧 性 的 ~ 2.6.1 分 离 集 的 ~ 3.2.5,4.1.3 
赋 范 空间 中 线性 泛 函 连续 性 的 ~ 4.1.2 共 固 线性 ~ 3.1.5 
拓扑 空间 中 线性 泛 函 连续 性 的 ~ 4.1.1 共 轿 齐 次 ~ 3.1.5 
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~ 的 极 大 值 10. 3.1 
~ 的 极 小 值 10.3.1 
~ 的 极 值 10. 3.1 
八 
枚 举 序 列 集 5.5.6 
抽象 清 数 10.1.6 
博 雷 尔 函 数 5.4.1 
博 雷 尔 集 1. 5.4,2.2.4 
变 分 法 10. 3 ,10. 3.3 
变 差 
荷 的 上 ~ ,下 ~ 与 全 ~ 6.5.1 
弦 9. 1.2 
~ 的 振动 9.1.2 
奇异 函数 6.4 
奇异 何 6. 5. 2 
直 和 3. 4.7 
可 数 个 子 空间 的 ~ 3.4.7 
0o 代数 的 ~ 5.3.3 
直 积 
集 的 ~ 5.6.1 
集 族 的 ~ 5.6.1 
卷 积 8.4.5 
/ 中 的 ~ 11. 1.2 
有 界 变 差 函数 的 ~ 8.7.2 
齐 次 凸 泛 好 3.2.2 
复 空间 上 的 ~ 3.2.4 
齐 次 泛 表 3. 1. 5 
实 线性 空间 3.1.1 
实数 集 的 不 可 数 性 1.3.4 
势 
连续 统 的 ~ 1.3.6 
集 的 ~ 1.3.6 
自然 数列 的 一 切 子 集 所 成 的 集 的 ~ 1.3.6 
~ NI 1. 4.6 
环 
集 ~ 1.5.1 
可 测 集 ~ 5.3.1 
按 约 当 可 测 的 集 ~ 5.3.4,5.3.5 


引 


~ 极 值 的 必要 条 件 
良 序 集 
均 方差 

男 | 
用 半 环 生成 的 集 ~ 
初等 集 ~ 

6 环 
可 测 集 8 环 
0o 环 
拉 格 明日 乘 子 
拉 格 朗 日 乘 子 法 
非 排 斥 的 “或 ” 
非 线 性 积分 方程 
欧 几 里 得 空间 
复 ~ 

n 维 算 术 ~ 

~ 的 特性 

~ 的 向 量 坐 标 
欧 拉 折线 
单身 
单调 也 数 
单位 (元 ) 
代数 的 ~ 

集 族 的 ~ 
单位 算 子 
单纯 形 

~ 的 边界 

~ 的 下 维 边 界 
n 维 ~ 
范 数 

双 线 性 映射 的 ~ 
线性 算 子 的 ~ 
共 斩 线 性 算 子 的 ~ 
泛 函 的 ~ 

~ 的 等 价 性 
性 质 

C 性 质 

绝对 连续 函数 的 ~ 


10. 3. 1 ,10. 3. 3 


1. 4. 3 
7.2.1 


1. 5.3 
5.1.1 
1.5.4 
5.3.2 
1.5.4 
10. 3.3 
10. 3.3 
1.1.2 
2.4.4,10.4 
3.4.1,3.4.8 
3.4.9 
2.1.1 


3. 4.8 
3.4.4 
2.7.5 
1.2.1 
6.1.1 


WW ND nh DD O00 = MM 


只 
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a 
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可 测 集 的 ~ 5.1.2,5.3.1 凸 核 ~ 3. 5.2 
可 测 函 数 的 ~ 5.4.1 ~ 的 比较 2. 5.2 
抽象 函数 积分 的 ~ 10. 1.7 相对 ~ 2. 5.2 
勒 贝 格 积分 的 ~ 5.5.3 | 拓扑 空间 2.5.1 
黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 ~ 6. 6.4 线性 ~ 3.5.1 
全 变 差 的 ~ 6. 2 具 可 数 基 的 ~ 2.5.3 
健 里 叶 变 换 的 ~ 8. 4.2 ~ 的 连续 映射 2. 5. 5 
弗 雷 软 导 数 的 ~ 10.1.1 ~ 中 的 闭 包 运算 2. 5.7 
代数 的 元 素 的 谱 与 预 解 式 的 ~ 11.2.2 ~ 的 完全 正则 性 2.5.6 
可 数 集 的 ~ 1.3.2 | 拓 广 的 阿尔 采 拉 定理 2.7.7 
平方 可 积 函数 ~ 7.2.1 | 线性 空间 3.1.1 
平行 四 边 形 的 ~ 3.4.8 | 线性 拓扑 空间 3.5.1 
变换 线性 空间 的 维 数 3. 1.2 
拉 普 拉 斯 ~ 8.6 1 | 线性 空间 中 的 对 称 集 3. 5.2 
拉 普 拉 斯 ~ 对 解 微分 方程 的 应 用 。 8.6.2 | 线性 拓扑 空间 中 的 有 界 集 3.5.1 
储 里 叶 - 8 4 1 | 线性 拓扑 空间 上 的 连续 泛 函 4.1.1 
快速 下 降 函数 的 傅 里 叶 ~ 8.4.4 | 线性 泛 国 3.1.5 
空间 万 ( - m ,o ) 中 的 仿 里 叶 ~ 个 连续 ~ 4.1.1 
8. 5. 1,8. 5.2 ea 1.0 
、 ~ 范 数 的 几何 意义 4.1.2 
三 六 亲 数 的 伴 里 叶 ~ “| 可 数 赋 范 空间 中 的 ~ 4.1.4 
广义 也 数 依 里 叶 ~ 的 例 8.8 
传 里 时 ~ 的 丽 数 的 唯一 确定 性 。 8.41 | 用 ~ 分 高 总 子 集 3 
侍 里 叶 ~ 的 基本 性 质 8.4.2 过 性 泛 孙 的 一 般 形式 
希 尔 但 特 空间 中 ~ 4. 2.3 ,7. 2.3 
和 时 和 的 全 “人 | 。 有限 维 空间 中 - 4.2.3 
管 积 的 全 里 叶 ~ 8.4.5 | 。 可 数 赋 范 空间 中 - 4.1.4 
傅 里 叶 ~ 的 反 演 公式 8.4.1 | 守则 Cra 中 中 - se 
n 元 函数 的 伟 里 叶 ~ 8.4.7 空间 Cifa,b] 中 ~ 666 
记 也 的 健 里 叶 ~ 8.8 空间 c 中 -~ 4.2.3 
传 里 叶 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 8. 7.1,8.7.2 空间 六, 多 中 ~ 4.2.3 
有 和 办 变革 函数 的 卷 积 的 传 里 叶 -斯 蒂 尔 切 | 线性 算 子 ( 亦 可 参见 算 子 ) 4.5.1 
斯 ~ .12 ~ 的 图 4.5.4 
拓扑 2.5.1 闭 ~ 4 54 
极 大 理想 集中 的 ~ 11. 4.2 连续 的 ~ 451 
可 数 赋 范 空间 中 的 ~ 3.5.3 有 界 ~ 4.5.2 
离散 ~ 2.5.1 自 共 二 ~ 4.5.6 
弱 ”~ 4.3.3 与 已 知 算 子 共 思 的 ~ 4.5.5 
集 族 生成 的 ~ 2. 5.2 埃 尔 米 特 共 罗 f ~ 4.5.6 
, 给 定 ~ 的 方法 2. 5.7 从 R" 到 R” 内 ~ 的 一 般 形式 4.5.1 
平凡 ~ 2.5.1 | 线性 相关 与 线性 无 关 3. 1.2 
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线性 包 3.1.3 度量 空间 中 的 连续 ~ 2.1.2 
线性 有 序 集 1.4.3 拓扑 空间 中 的 连续 ~ 2.5.5 
线性 闭 包 3.3.2 广义 ~ 4.4.3 
线性 流 形 3. 3.2,3.4.7 基本 ~ 4.4.2 
绝对 连续 函数 的 ~ 6.4 简单 ~ 5.5.1 
希 尔 伯 特 空间 中 的 ~ 3.4.7 分 布 ~ 6.6.3 
与 集 相 切 的 ~ 10. 2.3 平方 可 积 ~ 7.2.1 
线性 规划 与 凸 规划 10. 3. 3 复 平方 可 积 ~ 7.2.4 
n 线性 映射 10. 1.8 有 界 变 差 ~ 6.2 
例子 奇异 ~ 6.4 
可 加 的 但 不 是 o 可 加 测度 的 ~ 5. 2.3 可 积 ~ 5.5.3,5.5.6 
不 可 测 集 的 ~ 5.1.3 有 限 支 集 ~ 4.4.1 
非 完 全 有 界 集 的 ~ :+ 2.7.2 海 维 赛 ~ 4.4.4 
不 可 分 空间 的 ~ 2.2.3,3.4.3 B 可 测 ~ 5.4.1 
非 r 有 限 测度 的 ~ 5.3.3 可 测 ~ 5.4.1 
可 数 紧 但 不 是 紧 空 间 的 ~ 2. 6.4 (7,Sy) 可 测 ~ 5.4.1 
仅 是 弱 可 微 函数 的 ~ 10. 1.4 6 函数 3.1.5,4.1.2,4.3.2 
巴 拿 赫 代数 的 ~ 11. 1.2 4.3.3,4.4.3,8.1.1 
线性 算 子 的 ~ 4.5.1 6 函数 的 导数 4.4.3 
线性 沁 函 的 ~ 3.1.5 移 位 的 6 函数 4.4.3 
赋 范 空间 上 线性 泛 函 的 ~ 4.1.2 亦 凑 尔 ~ 7.3.7 
正 交 基 的 ~ 3. 4.2 立 盖 尔 ~ 的 完备 性 8. 4.3 
傅 里 叶 变 换 的 ~ 8.4.1 埃 尔 米 特 ~ 7.3.7 
广义 函数 传 里 叶 变 换 的 ~ 8.8 埃 尔 米 特 ~ 作为 傅 里 叶 变 换 的 原 函 数 8. 5. 2 
广义 函数 的 导数 的 ~ 4.4.4 埃 尔 米 特 ~ 的 完备 性 8. 4.3 
回 量 空间 的 ~ 3.1.1 ~ 在 点 的 上 极限 2. 6. 3 
赋 范 空间 的 ~ 3.3.1 ~ 在 点 的 下 极限 2. 6. 3 
共 斩 空 间 的 ~ 4. 2.3 ~ 在 点 的 振幅 2. 6.3 
可 数 赋 范 空间 的 ~ 3. 5. 3 在 间断 点 的 阶 牙 ~ 6.1.1 
线性 拓扑 空间 的 3.5.1 ~ 的 值 域 1.2.1 
弱 收 敛 序列 的 ~ 4.3.2 ~ 的 定义 域 1.2.1 
极 值 问题 的 ~ 10. 3.1 ~ 的 全 变 差 6.2 
肾 数 1.2.1 ~ 族 一 致 有 界 性 2.7.4 
绝对 连续 ~ 6.4 ~ 族 等 度 连 续 性 2.7.4 
抽象 ~ 10. 1.6 ~ 按 勒 让 德 多 项 式 展开 7.3.4 
权 ~ 7. 3.6 ~ 光滑 程度 与 其 傅 里 叶 变 换 在 无 穷 大 处 减 
犹 利 克 雷 ~ 5.4.3,5.5.7 小 之 间 的 关系 8.4.2 
可 测 ~ 5.4.1 和 
按 博 雷 尔 可 测 的 ~ 5.4.1 集 的 ~ 1.1.1 
单调 非 递减 ( 非 递增 ) ~ 6.1.1 集 的 有 序 ~ 1.4.4 
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算 子 的 ~ 4.5.3 具有 可 数 基 的 度量 ~ 2. 5.3 
序数 的 ~ 1.4.5 共 斩 ~ 421 
沁 函 的 ~ 4.2.1 与 快速 下 降序 列 空间 共 斩 的 ~ 4.2.3 
门 量 空间 的 元 素 的 ~ 3.1.1 与 希 尔 伯 特 空间 共 罗 的 ~ 4.2.3 
达 布 ~ 5.5. 7 与 可 数 赋 范 空间 共 思 的 ~ 4.1.4 
费 耶 ~ 8.2.1 | 与 空间 的 C[ ,中 巷 的 ~ 6.6.6 
空间 与 空间 co 共 罗 的 ~ 4.2.3 
则 是 ~ 1.2,2.5.5 与 空间 ,l, 共 斩 的 ~ 4.2.3 
Ta 。 四 与 空间 R",C" 共和 的 ~ 4.2.3 
可 数 希 尔 伯 特 ~ 3.5.3 
线性 同 构 ~ 3.1.1 可 数 紧 ~ > 6 4 
算术 ~ 2.1.1,3.1.1 可 数 赋 范 - 3 5 3 
> 2 拓扑 ~ 2.5.1.3.5.1 
孤立 点 ~ 2.1.1,2.2.3,2.3.1 up ,2 
欧 几 里 得 ~ 3.4.1,3.4.9 A nn 
快速 下 降序 列 - 3 5 3 空间 C 2 
a ,os 空间 C[ ,5] 2.1.1,2.2.3,2.3.1 
一 次 其 辆 - 4 2 4 人 
训 圾 11223231 空间 C [a,b] 0. 0.6,10.3.1 
紧 ~ > 6 1 空间 C"[a,b] 3.5.3,11.4.3 
线性 - 3.1.1,3.5.1 空间 C,[a,6] 2. 1. 1,2. 2.3 
2.3.1,3.4.2 
oa 1 复 空间 C, [a,5] 3.4.9 
可 分 度量 ~ 2. 2. 3 ,2. 5.3 空间 Cr 11.1.2 
正规 ~ ) 5 6 空间 CBV[0,1] 11. 4.3 
赋 范 ~ 33 1] 空间 c 3.1.1 
基本 函数 ~ 442 空间 oc。 3. 1.1,4.2.4 
完备 - 2 3 ] 空间 cr 4.2.3,4.2.4 
半 自 反 ~ 4.2.4 空间 天 4. 4.2,8.8 
正则 ~ 2.5.6 空间 天 8.8 
自 反 ~ 42.4 空间 K[ a,6] 3.5. 1,3.5.3 
具 第 二 可 数 性 公理 的 ~ 2.5.3 空间 K。 4.4.2 
其 第 一 可 数 性 公理 的 ~ 2. 5.3 空间 天 " 4.4.7 
连通 ~ 2.5.3 空间 六 7.1.1,7.1.2,7.2.5 
可 分 ~ 2.2.3,2.5.3 空间 万 的 连续 函数 集 的 完备 性 7.1.2 
秋 点 ~ 2.5.1 空间 疡 的 简单 函数 集 的 完备 性 7.1.2 
具 可 数 基 的 ~ 2. 5. 3 空间 工 , 7.2.1,7.2.4,7.2.5 
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复 空间 忆 7.2.4 
空间 7.2.2 
空间 4. 2.3,4.2.4 
空间 4 2.1.1,2.2.3,2.3.1, 
2.7.1,3.1.1,3.4.2,4.3.2 
复 空 间 3.4.9 
空间 1， 2.1.1,4.2.4 
空间 六 , 忆 4.2.3,4.2.4 
空间 m 2. 1.1,2.2.3,3.1.1， 
3.3.1,4.2.3,4.2.4 
空间 R 2.1.1,2.3.1,3.1.1， 
3.3.1 
空间 R” 2.1.1,2.3.1,2.7.1， 
3. 1.1,3.1.2,3.3.1， 
4.1.2,4.2.3,4.3.2 
空间 R? 2. 1.1,2.2.3,2.3.1, 
3.3. 1,4.2.3 
空间 R， 2.1.1,3.4.8,4.2.3 
空间 R. 2. 1.1,2.2.3,2.3.1， 
3.3.1,4.2.3 
空间 R” 3.1.1,3.5.1 
空间 $。 3.5.3,4.4.7,8.4.4,8.8 
空间 5S。 8. 8 
空间 V”"[a,6b] 6. 2 ,6. 6.6 
空间 Z 8. 8 
n 维 算术 空间 3.1.1 
n 维 欧 几 里 得 空间 2.1.1 
7 空间 2.5.6,3.5.1 
7, 空间 2. 5.6 
B 空间 3.3.1 
空间 的 完备 化 2.3.4,3.4.6 
空间 m 的 不 可 分 性 2.2.3 
空 集 1.1.1 
定理 
阿尔 采 拉 ~ 2.7.4 
推广 的 阿尔 采 拉 ~ 2.7.7 
关于 闭 图 象 的 巴 拿 赫 ~ 4. 5.4 
关于 逆 算 子 的 巴 拿 赫 ~ 4. 5.4 
巴 拿 赫 - 斯坦 认 斯 ~ 11. 2.2 


引 


贝尔 ~ 2.3.3 
魏 斯 特 拉 斯 ~ 3.3.2,3.4.2 
7.3.1,7.3.4,8.3.2 
维 纳 ~ 11.4.3 
盖 尔 芳 德 - 纳 依 玛 尔 克 ~ 11. 4.3 
希 尔 们 特 - 施 密 特 ~ 4. 6.5 
叶 果 洛 夫 ~ 5.4.5 
康 托 尔 - 们 恩 斯 坦 ~ 1.3.5 
卡尔 列 松 ~ 8.1.1 
关于 按 绝对 连续 的 导数 求 其 原 函 数 的 勒 
贝 格 ~ 6.4 
关于 单调 孔 数 可 微 性 的 勒 贝 格 ~ 6.1.2 
关于 取 极 限 的 勒 贝 格 ~ 5.5.5 
列 维 ~ 5. 5. 5 
鲁 金 ~ 5.4.7 


关于 切 流 形 的 刘 斯 切 尔 尼克 的 ~ 10.2.3 
关于 可 展 情形 切 流 形 的 刘 斯 切 尔 尼克 的 ~ 


10. 2. 3 
关于 与 域 C 同 构 的 巴 拿 赫 代数 ~ 11.2.2 
关于 球 套 ~ 2. 3. 2 
关于 在 具 可 数 基 空间 中 选 出 可 数 子 覆 盖 的 
~ 2. 5.3 
关于 从 依 测度 收敛 的 序列 中 选 出 几乎 处 处 
收敛 子 序列 的 ~ 5.4.6 
关于 紧 统 到 察 斯 多 夫 空间 内 的 连续 双 射 的 
同 胚 映射 ~ 2. 6. 2 
关于 巴 拿 赫 代数 到 连续 函数 的 代数 内 的 
同 态 ~ 11. 4.2 
关于 积分 对 上 限 微分 的 ~ 6. 1.3,6.3 
关于 有 界 变 差 函 数 可 微 性 ~ 6. 2 
关于 半 连 续 函 数 达 到 下 确 界 ~ 2. 6.3 
关于 微分 方程 的 解 对 初始 数据 的 依赖 性 ~ 
10. 2.2 
关于 紧 统 在 任何 包含 它 的 罕 斯 多 夫 空 间 内 
闭 性 的 ~ 2.6.1 
关于 紧 算 子 集 的 闭 性 ~ 4. 0.2 
关于 在 可 分 赋 范 空间 的 共 轿 空间 中 , 闭 球 在 
弱 " 拓扑 意义 下 的 紧 性 ~ 4.3.4 


关于 希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 紧 性 ~ 9.2.1 
关于 紧 算 子 的 共 斩 算 子 紧 性 ~ 4. 6.2 


索 


关于 其 中 一 个 算 子 是 紧 的 算 子 之 乘积 的 


紧 性 ~ 4. 6.2 
关于 代数 的 元 素 谱 紧 性 ~ 11. 2.2 
关于 可 测 函 数 复合 的 ~ 5.4.1 
关于 可 分 赋 范 空间 的 共 恩 空间 中 单位 球 可 

度量 的 ~ 4.3.4 
关于 拉 格 朗 日 乘 子 ~ 10. 3.3 
关于 一 切 子 集 所 成 的 集 的 势 ~ 1.3.6 
关于 可 分 度量 空间 存在 可 数 基 的 ~ 2. 5.3 
关于 不 动 点 ~ 2.4.1 
关于 紧 空间 连续 象 ~ 2. 6.2 
关于 连续 映射 复合 的 连续 性 ~ 2.5.5 
关于 非 空 谱 ~ 4.5.7,11.2.2 
关于 隐 范 数 可 微 性 ~ 10.2.1 
关于 隐 范 数 存 在 ~ 10.2.1 
关于 紧 统 的 正规 性 ~ 2.6.1 
关于 凸 集 交 的 ~ 3.2.1 
关于 环 之 交 的 ~ 1.5.1 
关于 拓扑 之 交 的 ~ 2. 5.2 
关于 完备 系 与 封闭 标准 正 交 系 ~ 

3.4.4,3.4.5 
关于 可 数 紧 度量 空间 完全 有 界 性 ~ 2.7.2 
关于 完备 正 交 系 乘积 的 完备 性 ~ 7. 3.5 
关于 空间 完备 ~ 7.1.1 
关于 空间 完备 ~ 7.2.1 
关于 赋 范 空间 的 共 斩 空 间 完 备 ~ 4.2.2 
关于 给 定 在 环 上 测度 半 加 性 ~ 5.2.2 
关于 度量 空间 完备 化 ~ 2. 3.4 
关于 单调 函数 级 数 逐 项 可 微 ~ 6. 1.2 
基于 在 弱 "拓扑 意义 下 五 " 中 有 界 集 准 紧 性 

~ 4.3.4 

关于 从 半 环 到 其 所 生成 的 环 的 测度 扩张 ~ 

5. 2.2,5.2.3 
关于 集 的 和 的 原 象 之 ~ 1.2.1 
关于 集 的 交 的 原 象 之 ~ 1.2.1 
关于 和 希 尔 伯 特 空间 的 共 箔 空间 的 ~ 4.2.3 
关于 可 数 赋 范 空间 的 共 思 空间 的 ~ 4. 2.3 
关于 半 环 直 积 的 ~ 5.6.1 
关于 算 子 与 其 共 轿 算 子 范 数 相 等 的 ~ 4.5.5 


引 
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关于 度量 紧 统 的 连续 映射 一 致 连续 性 ~ 
2.7.6 
关于 凸 集 分 离 性 ~ 4.1.3 
关于 绝对 连续 函数 分 解 为 单调 绝对 连续 函 
数 之 差 的 ~ 6.4 
关于 希 尔 伯 特 空间 分 解 为 子 空间 及 其 正 交 


补 的 直 和 ~ 3. 4.7 
关于 和 荷 的 分 解 ~ 6.5.1 
关于 单调 函数 分 解 为 阶 跃 函数 与 连续 函 

数 的 ~ 6.1.1 
关于 映射 按 泰 勒 公式 展开 的 ~ 10. 1. 10 
关于 有 界 变 差 函 数 分 解 为 单调 函数 之 差 的 

~ 6.2 
关于 有 界 变 差 函 数 分 解 为 绝对 连续 函数 、 奇 

异 函 数 与 阶 路 函数 之 和 的 ~ 6.4 
关于 凸 泛 函 与 凸 集 联 系 的 ~ 3.2.3 
关于 空间 六 可 分 性 ~ 7.1.2 


关于 赋 范 空间 的 元 素 序列 弱 收敛 性 ~ 4. 3. 2 
关于 巴 拿 赫 空间 上 泛 函 序列 弱 收敛 的 ~ 


4. 3.3 

关于 紧 算 子 的 特征 向 量 与 特征 数 ~ 
4. 6.3,4.6.5 
关于 有 具 可 数 基 空 间 的 紧 性 与 可 数 紧 性 一 致 
的 ~ 2. 6.4 
关于 谱 半 径 ~ 4.5.7,11.2.3 
关于 有 界 算 子 谱 ~ 4.5.7,11.2.3 


关于 黎 曼 积分 同 勒 贝 格 积分 比较 的 ~ 5. 5.7 
关于 黎 曼 -斯 带 尔 切 斯 积分 同 勒 贝 格 -斯 


蒂 尔 切 斯 积分 比较 的 ~ 6. 6.4 
关于 序数 比较 的 ~ 1.4.6 
关于 中 值 ~ 6. 6.4 
关于 在 半 环 上 极 小 环 的 构造 ~ 1. 5.3 
关于 单调 函数 的 导数 的 可 和 性 ~ 6.4 
关于 希 尔 伯 特 空间 的 子 空 间 中 基 存 在 的 ~ 

3. 4.7 
关于 度量 紧 统 的 两 点 之 间 存 在 最 短 曲线 的 

~ 2.8 
关于 极 小 环 存在 ~ 1.5.1 
关于 极 小 o 代数 存在 ~ 1. 5.4 
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关于 紧 空 间 的 无 限 子 集 存在 极限 点 的 ~ 关于 正 交 化 ~ 3.4.3 
2.6.1 关于 可 数 紧 条 件 的 ~ 2. 6.4 
关于 强 导数 存在 ~ 10.1.4 关于 条 件 极 值 ~ 10.3.3 
关于 牛顿 法 的 收敛 性 ~ 10.4 (第 一 与 第 二 ) 分 离 性 ~ 4.1.3 
关于 几乎 处 处 收敛 的 序列 按 测 度 收敛 的 ~ 佩 亚 诺 ~ 2.7.5 
5.4.6 布 兰 舍 列 尔 ~ 8.5.1 
关于 傅 里 叶 级 数 在 一 点 收敛 的 ~ 8.1.1 拉 东 - 尼 柯 迪 姆 ~ 6. 5.3 
关于 健 里 叶 级 数 一 致 收敛 的 ~ 8.1.2 空间 C[a,b5] 上 的 线性 泛 也 一 般 形式 的 里 斯 
关于 单调 孙 数 间断 点 集 可 数 的 ~ 6.1.1 ~ 6.6.6 
关于 商 代数 ~ 11.3.1 里 斯 - 费 希 尔 ~ 3.4.5 
关于 测度 直 积 og 可 加 性 ~ 5. 6.2 斯 通 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 ~ 11.4.2 
关于 勒 贝 格 不 定 积 分 绝对 连续 性 ~ 6.4 斯 通 - 切 赫 ~ : 11. 4.3 
关于 代数 的 元 素 预 解 式 解 析 性 的 ~ 11.2.1 吉 洪 诺 夫 ~ 11. 4.3 
关于 可 测 函 数列 极限 可 测 性 ~ 5.4.2 关于 可 度量 的 乌 里 孙 ~ 2.5.7 
关于 巴 拿 赫 代数 与 代数 C, 同 构 的 ~ 11.4.2 关于 延 拓 的 乌 里 孙 ~ 2.5.6 
关于 可 分 希 尔 伯 特 空间 同 构 的 ~ 法 图 ~ 5.5.5 
3.4.6,3.4.9 费 耶 ~ 7.3.1,8.2.1 
关于 空间 (C[a,b]) "与 空间 [a,b] 同 构 对 于 空间 L 的 费 耶 ~ 8.3.3 
的 ~ : 6.6.6 富 比 尼 ~ 5.6.4 
关于 接近 单位 算 子 的 算 子 之 逆 ~ 4.5.4 富 比 尼 “ 小 ”~ 6.1.2 
关于 传 里 叶 变 换 的 反 演 ~ 8.4.1 哈恩 - 巴 拿 赫 ~ 3.2.4 
关于 元 函数 依 里 叶 变 换 的 反 演 ~ 8.4.7 复 空间 中 的 哈恩 - 巴 拿 赫 ~ 3.2.4 
关于 希 尔 伯 特 空间 上 线性 泛 函 一 般 形式 的 赋 范 空间 中 的 哈恩 - 巴 拿 赫 ~ 4.1.3 
~ 4.2.3,7.2.3 豪 斯 多 夫 ~ 1.4.7 
关于 空间 C [a,b] 上 线性 泛 函 一 般 形式 的 赫 利 第 二 ~ 6.6.5 
~ 6.6.6 赫 利 第 一 ~ 6. 6. 5 
关于 紧 空 间 上 连续 函数 有 界 性 ~ 2. 6.2 策 梅 洛 ~ 1.4.7 
关于 紧 刀 空间 上 下 半 连 续 函 数 下 有 界 ~ 关于 巴 拿 赫 空间 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 ~ 9. 2. 4 
2. 6.3 关于 连续 函数 空间 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 ~ 
关于 线性 算 子 的 谱 的 有 界 性 ~ 4.5.7 9.2.5 
关于 实 线性 空间 中 不 相交 凸 子 集 的 分 离 ~ 含 退 化 核 的 方程 的 弗 雷 德 堆 姆 ~ ”9.2.3 
3. 2. 5 含 任意 核 的 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 ~ 9. 2.4 
关于 开 映 射 ~ 4. 5.4 含 对 称 核 的 方程 的 弗 雷 德 霍 姆 ~ 9.2.2 
关于 逆 算 子 集 的 开 性 ~ 4.5.4 
九 男 
封闭 标准 正 交 系 3.4.4 | 标准 正 交 系 z 3.4.1 
适 定 问 题 9.2.6 | 殖 周 期 函数 8.7.1 


逆 算 子 4.5.4 | 矩形 5.1.1 
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结构 1.4.7 可 微 ~ 4.1.1 
柯 西 问题 2.4.3 闭 ~ . 2. 5. 5 
热传导 方程 的 ~ 8. 4.6 线性 拓扑 空间 到 第 二 共 斩 空 间 内 的 ~ 4.2.4 
平面 热传导 方程 的 ~ 8. 4.7 “上 ”的 ~ 1.2.1 
绝对 连续 测度 5.1.3 连续 ~ 2. 5. 5 
绝对 连续 函数 6.4 有 界 ~ 10. 1.7 
绝对 连续 荷 6. 5. 2 ,6. 5.3 开 ~ 2.5.5 
度量 空间 2.1.1 正则 ~ 10. 2.3 
线性 ~ 的 有 界 集 2.2.1 保 序 ~ 1.4.2 
~ 中 集 的 孤立 点 2.2.1 ! 线性 ~ 10. 1. 8 
~ 中 的 稠密 子 集 2.2.3 ~ 的 不 动 点 2.4.1,2.6.3 
~ 中 的 无 处 稠密 集 2.2.3 ~ 的 初级 变 分 10. 1.2 
~ 中 的 闭 包 运算 2.2.1 ~ 的 二 阶 导数 10. 1.8 
~ 的 压缩 (压缩 映射 ) 2.4.1 ~ 的 nn 阶 导数 10.1.8 
~ 中 的 基本 点 列 2.3.1 | 测度 5.1.1,5.2.1 
~ 中 的 连续 曲线 2.8 绝对 连续 ~ 5. 1.3 
~ 中 的 曲线 长 2.8 离散 ~ 5.1.3 
~ 上 的 半 连 续 函 数 2.6.3 约 当 ~ 5. 3.4 
~ 映射 的 一 致 连续 性 2.7.6 勒 贝 格 ~ 5.3.1 
度量 紧 统 2.6.4 平面 上 勒 贝 格 ~ 5.1.2 
EE 勒 贝 格 ~ 的 连续 性 5.1.2 
内 ~ 2. 2.4 勒 贝 格 ~ 的 完全 性 5.1.2 
孤立 ~ 2.2.1 n 维 勒 贝 格 ~ 5.6.2 
不 动 ~ 2.4.1 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 5.1.3,6.6.1 
度量 空间 中 的 极限 ~ 2.2.1 绝对 连续 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 
拓扑 空间 中 的 极限 ~ 2.5.1 5.1.3,6.6.1 
度量 空间 中 的 接触 ~ 2.2.1 离散 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 5. 1. 3,6.6.1 
拓扑 空间 中 的 接触 ~ 2.5.1 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 的 例 6. 6.1 
左 不 可 见 ~ 6. 1.2 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 的 生成 函数 ”6.6.1 
右 不 可 见 ~ 6.1.2 奇异 的 勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 5. 1.3,6.6.1 
线性 空间 中 占有 最 广 位 置 的 ~ 3.2.1 和 矩形 类 上 的 ~ 5.1.1 
单调 函数 的 间断 ~ 6.1.1 半 环 上 的 ~ 5.2.1 
第 一 类 间断 ~ 6.1.1 ~ 的 连续 性 5.3.1 
~ 谱 4.5.7 完全 ~ 5.3.2 
映射 ( 亦 可 参见 算 子 , 泛 函 ,函数 ) 1.2.1 奇异 ~ 5.1.3 
双 线 性 ~ 10. 1.8 具有 可 数 基 的 7.1.2 
“内 "的 ~ 1.2.1 0 可 加 测度 5.2.3 
度量 空间 的 连续 ~ 2.1.2 ov 有 限 测度 5.3.3 
度量 空间 的 同 胚 ~ 2.1.2 ~ 扩张 5.2.2 
拓扑 空间 的 同 肛 ~ 2.5.5 按 约 当 的 ~ 扩张 5.3.4 
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按 勒 贝 格 的 ~ 扩张 5.3.1,5.3.2 
~ 扩张 的 单 值 性 5. 3.2,5.3.5 
~ 的 半 加 性 5.1.1,5.2.3,5.3.4 
~ 的 可 数 基 7.1.2 
十 
逐次 逼近 法 2. 4.2 
格 1.5.7 
真子 集 1.1.1 
真子 空间 3.1.3 
原 象 1.2.1 
拓扑 的 ~ 2. 5. 5 
原理 
对 偶 ~ 1.1.2 
一 致 有 界 ~ 11. 2.2 
压缩 映射 ~ 2. 4.2 
压缩 映射 ~ 的 推广 2. 4.4 
压缩 映射 ~ 的 应 用 2.4.1-2.4.4 
特征 值 4. 5.7 
特征 函数 1.3.6 
~ 法 8.7.2 
葵 6.5.1 
连续 ~ ,离散 ~ ,绝对 连续 ~ 与 奇异 ~ 6. 5.2 
~ 的 文集 6. 5.2 
~ 的 全 变 差 6.5.1 
离散 测度 5.1.3,6.6.1 
离散 拓扑 2.5.1 
离散 荷 6. 5.2 
紧 统 2. 6. 1,2.6.4 
紧 拓 扑 空间 2. 6.1,2.6.4 
紧 性 
紧 空 间 的 闭 子 空间 的 ~ 2.6.1 
积分 算 子 的 ~ 4.6.1 
代数 的 元 素 之 谱 的 ~ 11.2.2 
可 数 紧 度量 空间 的 ~ 2.7.2 
紧 算 子 4.6.1 
希 尔 们 特 空 间 中 的 ~ 4. 6.4 
紧 希 尔 伯 特 空间 3.4.9 
紧 欧 几 里 得 空间 3. 4.9 


引 


重 
重 
重 


紧 统 
紧 扩 张 
紧 拓 扑 空 间 


画 


紧 
核 


弱 


积 


线性 空间 


希 尔 伯 特 - 施 密 特 ~ 
狄 利 殉 雷 ~ 

弗 雷 德 稚 姆 积分 方程 的 ~ 
春 ~ 

线性 算 子 的 ~ 
线性 泛 函 的 ~ 
线性 空间 中 集 的 ~ 

赋 范 空间 中 集 的 ~ 

两 个 积分 算 子 乘积 的 ~ 
费 耶 ~ 


映射 的 ~ 导数 

线性 拓扑 空间 中 的 ~ 收敛 性 
赋 范 空间 中 的 ~ 收敛 性 

泛 陋 空间 中 的 ~ 收敛 性 
空间 CLa,bj] 中 的 ~ 收敛 性 
空间 忆 中 的 ~ 收敛 性 
线性 拓扑 空间 中 的 ~ 拓扑 
共 斩 空 间 中 的 ~ 拓扑 


3.1.1 


9. 2. 1,9. 2.3 
8.1.1 
2.4.4,9.2.1 
9.3.2 
4.5.1 
3.1.6 
3.2.1 
4.1.3 
9.3.2 
8.2.1 


4. 3.2 
4. 3. 1 
4. 3. 3 


巴 拿 赫 空 间 的 共 斩 空 间 中 的 ~ 拓扑 4.3.3 


赋 范 空间 的 ~ 有 界 子 集 4.3.2 
~ 微分 10. 1.2 
广义 函数 乘 以 无 穷 次 可 微 函 数 的 ~ 4.4.4 
测度 的 ~ 5.6.2 
算 子 乘 以 数 的 ~ 4. 5.3 
算 子 的 ~ 4.5.3 
序数 的 ~ 1.4.5 
泛 函 乘 以 数 的 ~ 4.2.1 
线性 空间 的 元 素 乘 以 数 的 ~ 3.1.1 
代数 的 元 素 的 ~ 11.1.1 
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积分 泊 松 ~ 8.4.6 
抽象 函数 的 ~ 10. 1.7 黎 曼 ~ 5.5.7 
狄 利克 雷 ~ 8.1.1 黎 曼 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 6. 6.4 
~ 作为 o 可 加 集 函 数 5. 5.4 费 耶 ~ 8.2.1 
勒 贝 格 ~ 5.5.1 傅 里 时 ~ (参见 傅 里 时 变换 ) 8.3.1 
勒 贝 格 ~ 的 变量 代 换 6. 6. 3 复 形 式 的 健 里 叶 ~ 8.4.2 
勒 贝 格 不 定 ~ 6.1.1,6.4 | 积分 不 等 式 
勒 贝 格 ~ 的 基本 性 质 5. 5.3 赫 尔 德 ~ 2.1.1 
无 穷 测度 集 的 勒 贝 格 ~ 5.5.6 柯 西 - 布 尼 雅 可 夫 斯 基 ~ 2.1.1 
勒 贝 格 ~ 同 黎 曼 ~ 的 比较 5. 5.7 闵可夫 斯 基 ~ 2.1.1 
勒 贝 格 ~ 同 广义 黎 曼 ~ 的 比较 5. 5.7 | 积分 方程 9.1.1 
勒 贝 格 -斯 蒂 尔 切 斯 ~ 6. 6. 2 阿 贝尔 ~ 9.1.1 
关于 单调 函数 的 ~ 6. 6. 2 沃 尔 泰 拉 ~ 2.4.4,9. 1.1,9.2.5 
关于 有 界 变 差 消 数 的 ~ 6. 6.2 能 导出 ~ 的 问题 9. 1.2 
简单 函数 的 ~ 5.5.2 | 非 线 性 ~ 2.4.4,9.1.1,10.4 
简单 函数 ~ 的 性 质 5.5.2 弗 雷 德 霍 姆 ~ 2.4.4,9.1.1 
关于 集 的 ~ 5.5.3 9.2. 1,9.2.2,9.2.6 
十 男 | 
隐 函 数 和 定理 的 应 用 10.2.2,10.2.3 赋 范 空间 的 ~ 3. 3.3 
排斥 的 “或 ” 1.1.2 | 距离 
第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 抽象 方程 9. 2.6 度量 空间 中 的 ~ 2.1.1 
第 一 可 数 性 公理 2. 9. 3 两 集 之 间 的 ~ 2. 2. 5 
第 二 可 数 性 公理 2. 5.3 曲线 之 间 的 ~ 2. 8 
偏 序 集中 的 链 1.4.7 点 到 集 的 ~ 2. 2.5 
偏 序 性 1.4.1 | 理想 
拓扑 的 ~ 2. 5.2 环 中 的 ~ 4.6.2 
象 交换 代数 的 ~ 11.1.3 
集 的 ~ 1.2.1 | 随机 变量 6. 6.3 
算 子 的 ~ 4.5.1 离散 与 连续 的 ~ 6. 6. 3 
元 的 ~ 1.2.1 基本 序列 2.3.1 
球 基本 函数 范围 的 充足 性 4.4.5 
闭 ~ 2.2.1 | 基 
开 -~ 2.2.1 拓扑 ~ 2. 5.3 
~ 中 心 与 ~ 半径 2.2.1 有 限 维 线性 空间 的 ~ 3. 1.2 
商 代数 11.3.1 哈 默 尔 ~ 3.1.3,4.1.1 
商 空间 对 偶 ~ 4.2.3 
巴 拿 赫 空 间 的 ~ 3.3.3 测度 ~ 7. 1.2 
线性 空间 的 ~ 3.1.4 | 康 托 尔 的 对 角 线 程序 1.3.4 
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康 托 尔 集 2. 2. 5 
康 托 尔 集 的 第 一 类 点 与 第 二 类 点 
2. 2. 5 
康 托 尔 梯 6.4 
勒 贝 格 测度 5.1.2,5.1.3,5.3.1 
勒 贝 格 测度 扩张 5.3.1 
勒 贝 格 测度 扩张 的 完全 性 5.3.2 
十 

遗传 性 质 2. 5. 6 
确定 邻 域 系 2. 5. 3 
富 比 尼 和 定理 反 例 5. 6.4 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 号 下 取 极 限 6. 6. 5 
最 优 控制 10. 3. 3 
最 小 二 乘法 

按 ~ 插值 7.3.8 
超 平面 3. 1.6 
超 限 数 1.4.5 
~ 1.4.3 
~ i 1.4.6 
超 限 归纳 法 1.4.8 
超 限 序数 1. 4. 5 
超越 数 1.3.4 
和 

测度 的 nn 次 ~ 5.6.2 
集 的 n 次 ~ 5.6.1 
集 族 的 n 次 ~ 5.6.1 
等 距 2.1.2 
~ 同 构 代 数 11.1.1 
等 式 

帕 塞 瓦尔 ~ 3.4.4 
关于 三 角 函 数 系 的 帕 塞 瓦尔 ~ 7.3.1 
等 价 函 数 5.4.3,6.5.3 
~ 6. 5.3 
强 ( 的 ) 

映射 的 ~ 导数 10.1.1 
线性 赋 范 空间 的 ~ 收敛 性 4.3.1 


线性 拓扑 空间 的 共 思 e 空 间 的 ~ 拓扑 4.2.2 
赋 范 空间 的 共 轿 空间 的 ~ 拓扑 4.2.2 


引 
按 勒 贝 格 可 测 构 造 集 类 5.3.1 
勒 贝 格 积分 的 绝对 连续 性 5.5.4 
勒 贝 格 积分 号 下 取 极 限 5.5.5 
勒 风格 积分 的 几何 意义 5.6.3 
勒 贝 格 不 定 积 6.1.1,6.4 
勒 贝 格 积分 中 的 变量 代 换 6. 6.3 
勒 贝 格 -斯 带 尔 切 斯 测度 的 生成 函数 6.6.1 
图 | 
~ 正二 次 泛 也 10. 3.2 
~ 微分 10.1.1 
赋 范 空间 3.3.1 
~ 的 闭 子 空间 3.3.2 
~ 的 元 素 完全 系 3.3.2 
~ 到 二 次 共 轿 空间 内 映射 的 等 距 性 ”4.2.4 
赋 范 代数 11.1.1 
健 里 叶 级 数 3.4.4,3.4.9,8.1.1 
复 形式 的 ~ 7.3.3,8.4.1 
关于 正 交 函数 系 的 ~ 7.3.1 
关于 标准 正 交 系 的 ~ 3.4.4 
区 间 [ -7,7] 上 的 三 角 函 数 标准 正 交 系 的 
~ 7.3.1 
任意 区 间 上 的 三 角 函 数 标准 正 交 系 的 ~ 
7.3.1 
发 散 的 ~ 8.1.1 
按 费 耶 可 积 的 ~ 8.2.1 
~ 在 一 点 的 收敛 性 8.1.1 
~ 全 局 的 收敛 性 8.1.1 
~ 的 一 致 收敛 性 8.1.2 
两 个 变量 函数 的 ~ 7. 3.5 
傅 里 叶 系 数 3.4.4,3.4.9,7.3.1， 
7.3.2,8.1.1,8.4.1,8.5.1 
关于 标准 正 交 系 的 ~ 3. 4.4 
可 和 冰 数 关于 其 ~ 确定 的 唯一 性 8.2.3 


可 和 函数 关于 其 信里 叶 变 换 确 定 的 唯一 性 


8.4.1 

集 1.1.1 
~ 论 1.1.1,1.4.7 
~ 上 的 运算 1.1.2 
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~ 的 相等 1.1.2 有 界 ~ 2.2.1 
~ 的 余 集 1.1.2 测度 的 单 值 性 ~ 5. 3. 5 
~ 的 并 1.1.2 ; 开 ~ 2.2.4,2.2.5,2.5.1 
~ 的 交 1.1.2 相对 紧 ~ 2. 6. 5 
~ 的 差 1.1.2 对 荷 的 负 ~ 6.5.1 
~ 的 对 称 差 1.1.2 在 为 一 个 集中 的 稠密 ~ 2.2.3 
~ 环 1.5.1 对 荷 的 正 ~ 6.5.1 
~ 代数 1.5.1 准 紧 ~ 2. 6. 5 
~ 半 环 1. 5.2 空 ~ 1.1.1 
~ 的 直径 2. 3. 2 对 称 ~ 3.5.2 
~ 的 闭 包 2.2.1,2.5.1 全 有 序 ~ 1.4.3 
~ 的 势 1.3.6 可 数 ~ 1. 3.2 
无 限 ~ 1.3.1,1.3.3 可 数 准 紧 ~ 2. 6. 5 
处 处 稠密 ~ 2.2.3 有 序 ~ 1.4.3 
站 ~ 3.2.1 偏 序 ~ 1.4.3 
闭 ~ 二 2.2.4,2.5.1 测度 的 o 单 值 性 ~ 5. 3.5 
可 测 ~ 5.1.2,5.3.1,5.3.3 ~ 的 有 限 分 解 式 1. 5.2 
关于 cr 环 的 可 测 ~ 5.3.3 ~ 的 内 点 2.2.4 
按 约 当 可 测 ~ 5. 3.4,5.3.5 ~ 的 等 价 性 1.3.3 
有 限 ~ 1.3.1 集 族 1.5.1 
线性 有 序 ~ 1.4.3 ~ 的 迹 2. 5.2 
不 可 测 ~ 5.1.3 ~ 生成 的 极 小 环 1.5.1 
不 可 数 ~ 1.3.2 ~ 生成 的 极 小 拓扑 2. 5.2 
无 处 稠密 ~ 2.2.3 
十 男 
满 射 1.2.1 伽 托 ~ 10. 1.2 
登 核 9. 3. 2 弗 雷 软 ~ 10. 1.1 
简单 函数 5.5.1 映射 的 高 阶 ~ 10. 1.9 
可 和 (可 积 ) ~ 5.5.2 | 微分 方程 
零 化 子 4.1.3 广义 函数 类 中 的 ~ 4.4.6 
零 算 子 4.5.1 二 阶 ~ 9.1.2 
零 集 5.3.3 ~ 解 对 初始 数据 的 依赖 性 10.2. 2 
数学 归纳 法 1.5.8 ~ 解 对 参数 的 依赖 性 10. 2. 2 
数学 期 望 6. 6.3 常 系数 ~ 10. 2.2 
概率 分 布 密度 6. 6.3 ~ 的 存在 性 与 唯一 定理 2.4.3 
微分 ~ 算 子 解法 8.6.2 
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十 四 画 
算 子 4.5.1 
沃 尔 泰 拉 ~ 4.6.1,9.2.4,9.3.1 
全 连续 ~ 4.6.1 
希 尔 伯 特 空间 的 全 连续 ~ 4.6.4 
希 尔 伯 特 - 施 密 特 ~ 9.2.1 
希 尔 伯 特 - 施 密 特 ~ 的 紧 性 9.2.1 
希 尔 伯 特 - 施 密 特 算 子 的 共 斩 ~ 
9.2.1 
微分 ~ 4.5.1 
单位 ~ 4.5.1 
闭 ~ 4.5.4 
紧 ~ 4.6.1 
希 尔 伯 特 空间 中 的 ~ 4.6.4,4.6.5 
有 限 维 ~ 4.6.1 
线性 ~ 4.5.1 
从 R" 到 R” 内 的 线性 ~ 4.5.1 
连续 ~ 4.5.1 
零 ~ 4.5.1 
逆 ~ 4.5.4 
已 知 算 子 的 逆 ~ 4. 5.4 
正 交 射影 ~ 4.5.1 
共 斩 ~ 4. 5. 5 
自 共 斩 ~ 4.5.6,4.6.5 


引 
以 上 
欧 几 里 得 空间 中 的 自 共 斩 ~ 
4. 5.6 
弗 雷 德 霍 姆 ~ 9.2.1 
埃 尔 米 特 共 斩 ~ 4.5.6 
~ 的 定义 域 4.5.1 
~ 的 图 象 4.5.4 
算术 欧 几 里 得 空间 2.1.1,3.1.1 
谱 
算 子 的 (点 与 连续 ) ~ 4. 5.7 
希 尔 伯 特 空间 中 紧 算 子 的 ~ 
9.3.1 
代数 的 元 素 的 ~ 11.2.1 
有 界 自 共 斩 算 子 ~ 的 定理 11.4.3 
~ 半径 4.5.7,11.2.3 
代数 的 元 素 的 ~ 半径 11.2.1 
鲁 金 问题 8.1.1 
预 解 式 
算 子 的 ~ 4.5.7 
代数 的 元 素 的 ~ 11.2.1 
预 解 核 9. 3.2 
覆盖 
” 开 ~, 财 ~, 可 数 ~ 2. 5.3 
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安 德 烈 ， 尼 可 拉 也 维 奇 ' 柯 尔 莫 戈 洛 夫 和 谢 尔 盖 。 瓦 西里 也 维 奇 . 佛 明 合 著 
的 《函数 论 与 泛 函 分 析 初 步 》 从 第 一 版 1954 年 问世 至 今 已 有 350 多 年 。 它 的 第 四 版 
(1976 年 ) 由 我 们 翻译 、 高 等 教育 出 版 社 1992 年 出 版 。 这 次 我 们 受 高 等 教育 出 版 社 
之 约 ,根据 原著 的 第 七 版 (2004 年 ) 进 行 中 文 版 的 修订 。 修 订 工 作 由 段 度 荣 一 人 
完成 。 

莫斯科 大 学 校长 俄罗斯 科学 院 院士 .教授 B. A. 萨 多 夫 尼 奇 创 议 出 版 《经 典 大 
学 教材 》 丛 书 ,作为 向 莫斯科 大 学 建 校 250 周年 献礼 。 从 书 共 包 括 250 种 各 学 科 的 
优秀 教材 和 教学 参考 书 ,本 书 名 列 其 中 。 为 什么 本 书 能 获 此 殊荣 呢 ? 译 者 深 深 体 会 
到 这 与 本 书 的 两 位 卓越 的 富有 创造 性 的 著者 的 数学 研究 水 平和 教学 经 验 是 分 不 
开 的 。 

A. HH. 柯 尔 莫 戈 洛 夫 是 苏联 科学 院 院士 \ 国 际 著名 的 数学 家 ,在 数学 和 理论 物理 
等 学 科 有 重大 贡献 ,并 在 莫斯科 大 学 数学 力学 系 执教 多 年 ,积累 了 丰富 的 教学 经 验 。 
他 锐意 创新 ,制订 了 新 的 教学 大 纲 , 用 称 为 《分 析 亚 》 的 统一 的 教程 代替 实 变 函 数论 、 
积分 方程 及 变 分 法 等 课程 ,并 亲自 讲授 此 教程 。 在 教学 的 基础 上 ,与 在 莫斯科 大 学 
物理 系 讲授 泛 函 分 析 的 C. B. 佛 明教 授 密 切合 作 编写 本 书 ,取得 了 卓著 的 教学 成 果 。 

本 书 反映 了 A.H. 柯 尔 英 戈 洛 夫 的 教育 思想 。 这 首先 体现 在 关于 抽象 数学 与 应 
用 数学 统一 的 问题 上 。 在 本 书 中 ,一 方面 注意 集合 论 .度量 空间 与 拓扑 空间 连续 映 
射 的 一 般 理 论 ,线性 空间 以 及 在 其 上 的 泛 函 与 算 子 , 一般 测度 空间 中 的 纯 测度 论 与 
积分 法 等 的 发 展 的 内 部 逻辑 , 另 一 方面 ,不 忽略 这 些 更 抽象 的 数学 领域 所 服务 的 古 
典 分 析 学 甚至 应 用 分 析 学 , 即 强调 理论 密切 联系 实际 。 其 次 ,体现 在 他 建立 的 系统 
的 观点 。 在 对 学 生 进 行 起 步 教育 时 ,引导 学 生 学 习 古 典 分 析 (《 分 析 工 》) ,代数 、 几 
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何 和 微分 方程 人 《分 析 开 》) ,而 在 (人 《分析 亚 》) 教程 中 ,包含 测度 论 与 函数 论 初步 、 积 
分 方程 、 泛 函 分 析 等 内 容 , 以 加 强 它们 之 间 的 内 在 联系 。 

C. B. 佛 明 教授 在 原著 第 一 版 问世 后 的 几 个 新 版 中 作 了 一 些 重要 的 扩充 和 发 
展 。 他 去 世 以 后 ,又 有 其 他 的 俄罗斯 数学 家 继续 对 本 书 进行 修订 ,使 本 书 日 至 完善 ， 
获得 极 高 评价 ,目前 已 被 译 成 多 种 语言 出 版 ,成 为 该 领域 中 一 本 名 副 其 实 的 经 典 
教材 。 

这 次 中 文 修订 版 ,除了 根据 原著 第 七 版 进行 修订 \ 勘 误 之 外 ,在 行文 上 力求 精益 
求 精 , 并 把 原先 用 页 码 表示 参见 内 容 改 用 章 、 节 、 段 表示 ,对 数学 家 的 译名 也 根据 标 
准 译 法 作 了 修改 。 我 们 期 望 这 次 修订 中 文 版 的 出 版 ,对 于 我 国 的 数学 教学 有 和 较 好 的 
参考 价值 。 

还 应 当 说 明 的 是 在 译 出 第 六 和 第 七 版 序言 时 ,得 到 了 高 等 教育 出 版 社 田 文 琪 编 
审 的 耐心 指教 ,他 仔细 地 审阅 了 译文 并 提出 许多 重要 的 修改 意见 ,我 们 在 此 致谢 ! 


段 谨 荣 郑 洪 深 郭 思 旭 
2005 年 10 月 


